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ΠΡΟ Λ Ο Γ ΟΧ 

Τό άνά χεΐρας βιβλίον απευθύνεται πρόζ τους μαθητάς των τεσσά- 
ρων τελευταίων τάξεων των Γυμνασίων θεωρητικής κατευθύνσεως και 
πραγματεύεται διεξοδικώς τά διά τάς εν λόγω τάξεις θέματα τής ύλης τής 
Ενκλειδείου Γεωμετρίας τής καθοριζομένης υπό τού ίσχύοντος επισήμου 
αναλυτικού προγράμματος τού Υπουργείου Εθνικής Παιδείας καί Θρη- 
σκευμάτων. 

’ Εχει καταβληθή Ιδιαιτέρα προσπάθεια διά την εύληπτου και κατά 
τό δυνατόν άπ λουστέραν έκθεσιν των περιεχομένων θεμάτων , χωρίς τούτο 
νά γίνεται εις βάρος τής επιστημονικής άρτ ιότητος τού βιβλίου. Εδάφια 
τά όποια έχουν σ?]μειωθή δΤ αστερίσκου, δύνανται νά παραλ ηφθοϋν εις 
πρώτην άνάγνωσιν , έκρίθη σκόπιμος όμως ή αναγραφή) των διά την όλο- 
κλήρωσιν τού έργου καί δέον νά μελετηθούν αργότερου ' υπό των ενδιαφε- 
ρομένων διά την βαθυτέραν γνώσιν τής γεωμετρίας. 

ν Εχει έκτεθή ικανόν πλήθος παραδειγμάτων εις τάς περιοχάς των 
γεωμετρικών τόπων και κατασκευοον, αί δέ προτεινόμεναι ασκήσεις προς 
λνσιν κλιμακοϋνται εις δύο κατηγορίας · υπό τό στ οιχειον Λ των άπλον- 
στέρων καί υπό τό στοιχείου Β των δνσκολωτέροον, ώστε νά παρέχεται ή 
ευχέρεια εις τον μαθητήν τής προοδευτικής μεταβάσεως εις τάς δύσκολους 
ασκήσεις. 

Τέλος μέ την πεποίθησιν ότι έχω επιτύχει τόιν σκοπόν μου , παρα- 
δίδω τό βιβλίον εις την μαθητιώσαν νεολαίαν. 

ΧΡΗΣΤΟΣ Γ. ΠΑΠΑΝ ΙΚΟ ΛΑΟΥ 
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ΜΕΡΟΣ 1 Α' 


ΕΠΙΠΕΔΟΜΕΤΡΙΑ 


ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

1 . Γεωμετρία καλείται 6 κλάδος των μαθηματικών, δ όποιος έξετάζει 
τδ σχήμα καί τήν έκτασιν των στερεών σωμάτων, ώς καί τάς μ$τρικάς σχέσεις, 
αί δποΐαι ύφίστανται μεταξύ αύτών. Αδιαφορεί διά τήν ύλην καί ένδιαφέρεται 
μόνον διά τήν μορφήν των στερεών, θεωρούσα αυτά άϋλα κάί ώς έκ τούτου . 
Ιχει τδ δικαίωμα νά τά μεταφέρη καί νά θέτη τδ έν επί τού άλλου ή καί τδ έν 
έντδς τού άλλου. . . ; Γ 

Ιστορικόν σημείωμα. Γεωμετρία κατά τούς άρχαίους, είναι ή τέχνη του μετράν τήν 
Γην (τό έδαφος). Ό πατήρ της Ιστορίας Ηρόδοτος άναφέρει 6τι ή γεωμετρία έδημιουρ- 
γήθη είς τήν Αίγυπτον τήν έπαχήν, κατά τήν όποίαν ό βασιλεύς Σέσωστρις διένειμεν είς 
κλήρους τό έδαφος της ΑΙγύπτου καί παρέστη άνάγκη νά άνευρίσκη έκαστος Αιγύπτιος τόν 
γεωργικόν κλήρον του, μετά έκάστην πλημμύραν τού Νείλου. 

Παρά ταΰτα ή άληθής πατρίς της Γεωμετρίας είναι ή άρχαία Ελλάς, διότι οί άρχαΐοι 
πρόγονοί μας έδωσαν μεγάλην ώθησιν είς τήν σπουδήν της/Ως πρώτος θεμελιωτής τής γε- 
ωμετρίας θεωρείται ό Θαλής ό Μιλήσιος(ΣΤ' αιών π.Χ.), ό όποιος διά τού θεωρήματος των 
άναλόγων τμημάτων, των περιλαμβανομένων μεταξύ παραλλήλων εόθειών, ύπελόγισε τό 
ύψος αιγυπτιακής πυραμίδος, καταπλήξας τόν βασιλέα τής ΑΙγύπτου ’Άμασιν. Ό Θαλής 
ίδρυσεν είς Μίλητον τήν Ιωνικήν Σχολήν καί έπλούτισε τάς γεωμετρικάς γνώσεις. " " 

'Η σπουδή τής γεωμετρίας έξακολουθεϊ είς τήν μεγάλην Ελλάδα (κάτω Ιταλίαν) 
όπου ό έκ Σάμου Πυθαγόρας (580 - 500 π. X. ) ίδρυσεν είς τόν Κρότωνα τήν περίφημον 
Σχολήν του. Κατόπιν ό 'Ιπποκράτης ό Χίος (450 π. X.) έδημοσίευσε Στοιχεία Γεωμετρίας, 
θεωρείται δέ ώς ό πρώτος γράψας βιβλίον γεωμετρίας. 

Μετά ό φιλόσοφος Πλάτων (430 - 347 π. X.) έπεξέτεινε τήν σπουδήν τής γεωμετρίας, 
τόσην δέ σημασίαν έδωσεν είς αύτήν, ώστε είς τό άνω μέρος τής θύρας τής ίδρυθε ίσης ύπ’ 
αυτού έν Άθήναις Σχολής, τής «Ακαδημίας)*, άνέγραψε τό ρητόν : «μηδείς άγεωμέτρητος 
είσίτω». Είς τόν Πλάτωνα όφείλεται ή εισαγωγή τής άναλυτικής μεθόδου έρεύνης καί ή 
διδασκαλία των γειομετρ ικών τόπων. 



12 Πρςυτςφχικοα εννοιαι 

Κατόπιν οΐ τρεις μεγάλοι άρχαΐοι συγγραφείς μαθηματικών βιβλίων Ευκλείδης (330 - 
•27,0 π. X. ), Αρχιμήδης (287 τ 212 π. X. ) καί Απολλώνιος (260 - 200 π. X. ) συνετ'έλεσαν 
κατά πολύ. εις τήν περαιτέρω άνάπτυξιν τής γεωμετρίας, ιδίως δέ ό Ευκλείδης μέ τά «Στοι- . 
χεϊα», σύγγραμμα άποτελούμενον άπύ 13 βιβλία. Είς τόν Εύκλείδην όφείλεται ή εισαγωγή 
της μεθόδου της είς άτοπον άπαγωγής, είς δέ τόν ’Λρχιμήδην όφείλονται αί πρώτάι έν- ' 
νοιαι των όρίων. ’Ώθησιν έπίσης έδωσαν είς τήν άνάπτυξιν τής γεωμετρίας καί -οΙ, .’Αλε** : : 
ξανδρινοί Μενέλαος (80 π. X. ), Πτολεμαίος (125 μ. X. ) καί Πάππος (Γ' Αιών μ. X. ). ' ;Α;4 ν : 

Μετά τούς Αλεξανδρινούς, ή άνάπτυξις των γεωμετρικών γνώσεων υπήρξε βραδυ- 
τάτη μέχρι τής Αναγεννήσεως. Μετά την Αναγέννησιν ήρχισεν ή αλματώδης πρόοδος 
της γεωμετρίας. 'Ο Καρτέσιος (ϋβκο&Γίβδ 1596 - 1650) μέ τάς όρθογωνίους συντεταγμέ- 
νας ένύς σημείου, δημιουργεί τήν άναλυτικήν γεωμετρίαν, ιδιαίτερον κλάδον τής γεωμε- 
τρίας, ό όποιος συνετέλεσε πάρα πολύ είς τήν περαιτέρω άνάπτυξιν των μαθηματικών καί 
πάρέσχε νέας μεθόδους έρεύνης. Αί νέαι αύται μέθοδοι καί ή κατά τόν ΙΖ' αιώνα διατύπω.- 
σις τής άπειροστικής άναλύσεως, συνετέλεσαν’ είς τήν άνάπτυξιν τής γεωμετρίας καί πρός , 
όίλλας κατευθύνσεις. Οΰτω έδημιουργήθησαν καί άλλοι κλάδοι τής γεωμετρίας, όπως” ή 
διαφορική γεωμετρία, ή παραστατική γεωμετρία, ή προβολική γεωμετρία ή γεωμετρία 
τής θέσεως κ.λ,π. 

2. Πρωταρχικοί! ίννοιαι. ? Η γεωμετρία θεωρούσα τά αντικείμενά της 
. άϋλα, δημιουργεί φανταστικά είδωλα αυτών καί ώς έκ τούτου Ιχει άνάγκην 

σαφούς θεμελιώσεως. Ευρισκόμενοι είς άδυναμίαν νά όρίσωμεν τάς πρώτας 
έννοίας τής γεωμετρίας, θεωρουμεν αύτάς γνωστάς καί τάς καλού μεν 
πρωταρχικός έννοίας. Αύται είναι τδ «σημεΐον» ή «ευθεία», ή «γραμμή», 
τδ «έπίπεδον» ή «έπιφάνεια» καί ό «χώρος». Έπί των εννοιών τούτων θά 
θεμελιωθή μιά γεωμετρική θεωρία διά τών προτάσεών της. ■... ι:ν ···?.γ 

3. Συμβολισμός . Τά σημεία συνήθως θά συμβολίζωνταΐ : μέ τά κεφα- 

λαία γράμματα τού άλφαβήτου, αί εύθεΐαι μέ τά μικρά γράμματα έγκεκλι- X 
σμένα εντός παρενθέσεων καί τά επίπεδα μέ τά κεφαλαία γράμματα έγκεκλι- 
σμένα εντός παρενθέσεων. : γί. . . .. , .Α:: 

4. Αί προτάσεις της γεωμετρίας, ί). Αξίωμα καλείται μία πρότά- 

σις, τήν οποίαν δεχόμεθα ώς άληθή. Τά άξιώματα, κατά κανόνα, είναι προτά- 
σεις άφ’ εαυτών φανεραί, άπορρέουσαι έκ τής εμπειρίας μας, πάντως είναι : 
προτάσεις αυθαιρέτους παραδεκταί., Μία γεωμετρική θεωρία θεμελιοΰται έπί 
πεπερασμένου αριθμού άξιωμάτων. “ · ■ ·\·.ν'. ή 

'Ως έκ τούτου δυνάμεθα νά δημιουργήσω μεν περισσοτέρας τής μιας γεω- * 
μετρικάς θεωρίας, έκάστη δέ θά βασίζεται είς αξιώματα έκ τών οποίων ώρι- 
σμένα τουλάχιστον δέν είναι παραδεκτά υπό τής άλλης. Όυτω έκτος τής Εύ- 
κλείδείου Γεωμετρίας, μέ τήν οποίαν καί θά άσχοληθώμεν, έδημιουργήθησαν 
κατά καιρούς καί., άλλαι γεω μετρικά ί θεωρίαι βασιζόμεναι είς διαφορετικός 
ομάδας άξιωμάτων, αί πλέον άξιόλογοι τών όποιων είναι τού Οαιΐ88 (1777 - 
1856 .), τού Εο1)ίΐΙο1ΐ6ί8ΐίγ. ( 1793 - 1856 ) καί τού Ηϊθπΐ8.ηη (1826 - 1866 ). 

Αί γεώμέτρίαι αύται όνομάσθησαν μ.ή Εύκλείδειοι γεωμετρίαι, ή άντευκλεί- 
δειοι γεουμετρίαι. 
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3*. τι). Θεώρημα καλείται μία πρότασις, ή αλήθεια της οποίας γίνεται; 

| · . φανερά κατόπιν άποδείξεως, ήτοι κατόπιν λογικής επεξεργασίας βασιζομένης 

| έπί των τεθέντων άξιωμάτων καί των προηγουμένως άποδεδειγμένων θεωρη- “ 

1 '· ' 9 ' ' · ' ' ■ ' · ' ’ ' " : Λ. -V . 

ΐ ,··| ϋΉ-,. μ$ιτων* ■ . . ? ·\ 

\ ί < . · ’ . :'*;·■ 

1 - · . ·_■·.■·, '·'·■■’ . ■ 

Γ;| ΐΐΐ)· Πόρισμα καλείται μία πρότασις, ή όποία είναι άμεσος -συνέπεια ~ ξ V 

| 1 ; μιας άλλης προτάσεως (ή άλλων προτάσεων) καί ώς εκ τούτου ή άπόδειξίς 

( ί τής συνήθως είναι περιττή ώς προφανής. 4 ·;' 

ι ■ ' τ'·.· ' . 

ίν). Πρόβλημα καλείται μία πρότασις, ή οποία επί τη βάσει δεδομέ- 
νων γνωστών στοιχείων, τά όποια παρέχει, ζητεί νά ύπολογισθή ή να κατα- 
| σκευασθή γεωμετρικόν τι μέγεθος. Λύσις του προβλήματος καλείται ή δια- 
δικασία τού ύπολογισμοΰ ή της κατασκευής του ζητουμένου. , ν , 

ί .Ι'ί ·. ν). Αίτημα. Ούσιώδης διαφορά μεταξύ αιτήματος καί άξιώματος δέν 

ί'ί : υπάρχει. Τό αίτημα, δπως καί τύ άξίωμα, είναι πρότασις μή δυναμένη νά 

! άποδειχθη. 

[Λ «■.,·. Ό Ευκλείδης (περί τύ 285 π.Χ.) εις τύ Α' βιβλίον των «Στοιχείων» του 

1 . διετύπωσε πρότασιν μή άποδειχθεΐσαν, τήν οποίαν έκάλεσεν αίτημα έπιζη- 

! των τήν παραδοχήν της, διότι έγνώριζεν δτι ή μή παραδοχή τής προτάσεώς του, 

| ί' '·. * είναι δυνατόν νά μή όδηγή είς άτοπα συμπεράσματα (βλ. καί § 88). 

νί). Λήμμα καλείται βοηθητική πρότασις χρήζουσα άποδείξεως (βοη- 
θητικόν θεώρημα), ή όποια προτάσσεται θεωρήματος διά νά άπλουστεύση 
και συντομεύση τήν άπόδειξιν αύτου. 

5. Ή Λογική των προτάσεων . Μία γεωμετρική πρότασις περιέχει 
στοιχεία, τά όποια δεχόμεθα δτι ισχύουν καί θά τά καλοΰμέν υποθέσεις καί 
άλλα στοιχεία, τά όποια Ιπονται καί θά τά καλούμεν συμπεράσματα. Αί υπο- 
θέσεις καί τά συμπεράσματα μιας προτάσεως καλούνται συνθήκαι αύτής. '"· 5 

: „ 6 . * Αντίστροφος πρότασις. Έάν είς μίαν γεωμετρικήν πρότασιν εναλ- 

λάξω μεν τάς θέσεις υποθέσεων καί συμπερασμάτων καθ’ δλους τούς δυνατούς ■■ 
τρόπους, τότε δημιουργοΰμεν άλλας γεωμετρικάς προτάσεις, αί όποίαι κα- 
^ λούνται άντίστροφοι τής πρώτης. Έάν ή πρότασις περιέχη μίαν ύπόθεσιν 
καί έν συμπέρασμα τότε έχει μίαν μόνον άντίστροφον πρότασιν. 

7. Συνεπαγωγή . Έάν μία συνθήκη Α Ιχη ώς συνέπειαν μίαν άλλην 
συνθήκην Β, τότε λέγομεν δτι έκ τής Α συνεπάγεται ή Β καί συμβολίζομεν 

Α => Β · Ι» 

& 'Η σχέσις αύτη καλείται συνεπαγωγή. 

ζ/ · '; Είς τήν ανωτέρω συνεπαγωγήν, ή συνθήκη Α καλείται Ικανή διά τήν Β, / 
διότι έάν ύπάρχη ή Α, τούτο είναι αρκετόν (ικανόν ) διά τήν όπαρξιν καί τής Β. ; ... 
ν-'/.'" , Έάν διά τάς συνθήκας Α καί Β συμβαίνη Α => Β αλλά καί Β => Α, τότε - . ' , 






ο 





14 · Ό χώρος 

τάς καλούμεν ισοδυνάμους συνθήκας ή Ισοδυνάμους προτάσεις καί συμβολίζομε 

Α^Β 

έκάστη δέ έξ αύτών καλείται άναγκαία καί Ικανή συνθήκη διά τήν άλλην. 

Κατάταΰτα ή φράσις «δείξατε βτι ή συνθήκη Α είναι άναγκαία καί ικανή 
διά τήν , συνθήκην Β» μάς υποχρεώνει είς τήν άπόδειξιν τής συνεπαγωγής "; 
Α=>Β, διά τής οποίας ή Α χαρακτηρίζεται ικανή διά τήν Β, άλλά καί τής 
άντιστρόφου της Β => Α διά τής οποίας ή Α άποδεικνύεταί βτι είναι άναγκαία 
συνέπεια τής Β. 

Ενίοτε ή φράσις «άναγκαία καί ικανή συνθήκη», διατυπόυται καί ώς 
εξής : «τότε καί μόνον τότε» ή «πρέπει και άρκεΐ». ' V 

*Από τήν συνεπαγωγήν Α => Β διατυπώνομεν συναφώς καί τάς εξής ν 
προτάσεις 

Άπό 6χ ι Α => όχι Β 

ή οποία καλείται άντίθετος τής άρχικής καί 

Άπδ όχι Β => όχι Α 

ή όποια καλείται όντιστροφοαντίθετος τής άρχικής. 

8. Ό χώρος είναι θεμελιώδης έννοια γνωστή εκ τής έμπειρίας μας ( πε- 
ριβάλλον εις τό όποιον ζούμε) . Εντός του χώρου ύπάρχει ή ύλη εις όλας 
τάς μορφάς της καί έντός αύτου συμβαίνουν τά φυσικά φαινόμενα! ■ 

9. Γεωμετρικόν σχήμα καλείται ή άϋλος άπεικόνισις κάθε υποσυνό- 
λου του (αισθητού) χώρου είς τόν χώρον τής νοήσεως. 'Η άπεικόνισις αΰτη ’ ' 
είναι εν γένει 1ν σύνολον άπό σημεία, γραμμάς καί επιφάνειας, δηλαδή είναι έν 
σημειοσύνολον, δεδομένου ότι αί γραμμαί καΓ αί επιφάνειαι είναι σημειοσύ- 
νολα. : · ·. ;; ; 

Τό γεωμετρικόν σχήμα ουδέποτε μάς πείθει διά κάποιαν ιδιότητα, τήν 
οποίαν έχει ένδεχομένως τό έξεταζόμενον μέσω αύτου στερεόν. Απλώς μάς 
ύποβοηθεί διά τήν άνακάλυψιν καί άπόδειξιν αυτής. 

10 . Αί τρεις βασικαί κατηγορίαι άξιωμάτων . Αί θεμελιώδεις έννοιαι 
τής γεωμετρίας είναι τό σημείο ν, ή εύθεΐα καί τό έπίπεδον. Είναι έννοιαι μή 
δυνάμεναι νά όρισθούν (πρωταρχικαί έννοιαι ) καί δι’ αυτών συγκροτούνται 
όλα τά γεωμετρικά σχήματα. 

Τό σημείον δεν έχει σχήμα ούτε έκτασιν, άλλά έχει μόνον θέσιν. 

Λεπτόν τεταμένον νήμα δίδει τήν εικόνα μέρους ευθείας γραμμής; ν 

Τέλος ή επιφάνεια ήρεμούντος ΰδατος (περιωρισμένων διαστάσεων), δύ- 
ναται νά δώση τήν εικόνα μέρους επιπέδου επιφάνειας. ή··.*;; ; · 


' ; Τά άνωτέρω δέν άποτελοΰν μαθηματικούς ορισμούς τών γεωμετρικών 
τούτων στοιχείων, άλλά αύτά έχουν καθορισμένας Ιδιότητας περιγραφομένας 
υπό άξιωμάτων. -·'··' τ-τ,.ν·^ ,· ~ 
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Τά άξιώματα επί των οποίων Θεμελιουται ή Εύκλείδειος Γεωμετρία, διαι- 
ρούνται κυρίως είς τρεις ομάδας, ήτοι ^ . Αχ : ΧΑ λΑ Α χ XV X ■ 

ί). Αξιώματα θέσεως. Τά αξιώματα" της όμάδος αυτής έγκλείουν τήν 
έννοιαν του «περιέχειν» ή «περιέχεσθαι». 1 " / . 


μ). Αξιώματα Ισότητος. Ταυτα διέπουν τήν σχέσιν της βασικής ίσό- 
τητος, μέ τήν οποίαν θά έφοδιασθή τδ σύνολον των σχημάτων. 


ίϋ). Αξιώματα διατάξεως. Ταυτα διέπουν τάς σχετικάς θέσεις ση- 
μείων πρδς άλληλα καί τάς σχέσεις μεγέθους των γεωμετρικών στοιχείων, X 
Εις τά επόμενα ή θεμελίωσις της Εύκλειδείου Γεωμετρίας θά συμπλη- 
ρωθή καί μέ άλλα τινά άξιώματα, έκ των οποίων σπουδαιότερον είναι τδ άξίω- 
μα του Εύκλείδου, σχετικδν μέ τάς παραλλήλους ευθείας. 


11. Άξιώματα θέσεως. Αξίωμα I. Μία εύθεΐα περιέχει τούλάχιστον δύο 
σημεία Α και Β, ύπάρχει δέ τούλάχιστον έν σημεΐον Γ έκτος τ^ς εύθείας. 

, Παρατήρησίς. "Οταν θά λέγωμεν «δύο σημεία» άντιστοίχως «δύο εύθεΐ- 
αι» ή «δύο επίπεδα» θά τά έννοοΰμεν έν γένει διακεκριμένα, δηλαδή μή συμπί- 
πτοντα. 

Αξίωμα II. Διά δύο σημείων μία και μόνον μία εύθεΐα διέρχεται. 

Έξ αυτού έπεται δτι δύο σημεία Α καί Β, ορίζουν πλήρως τήν θέσιν μιας 
μόνον εύθείας, τήν οποίαν δυνάμεθα νά συμβολίζωμεν καί ώς εύθ.ΑΒ. 

Αξίωμα III. Έν έπίπεδον περιέχει τρία τούλάχιστον σημεία Α, Β, Γ 
μή κείμενα έπ’ εύθείας, ύπάρχει δέ τούλάχιστον εν σημεΐον Δ έκτός τοδ έπι- 
πέδου. .. 

Αξίωμα IV. Διά τριών σημείων μή κειμένων έπ’ εύθείας, £ν καί μόνον 
εν έπίπεδον διέρχεται. 

Έξ αύτού έπεται δτι τρία σημεία Α, Β καί Γ μή κείμενα έπ* εύθείας, 
ορίζουν πλήρως τήν θέσιν ένδς μόνον επιπέδου, τδ όποιον δυνάμεθα νά συμβο- 
λίζω μεν καί ώς έπίπ. (ΑΒΓ). 

Αξίωμα V. Άν Α και Β είναι δύο σημεία έπιπέδου (Π), ή εύθεΐα ΑΒ 
άνήκει -είς τό (Π). 

Διά τήν εύθεΐαν καί τδ έπίπεδον δεχόμεθα επί πλέον καί τά ακόλουθα 
άξιώματα : , 

Αξίωμα VI. Μία εύθεΐα ΑΒ έκτείνεται Απεριορίστως έκατέρωθεν τών 
σημείων Α και Β. 

Αξίωμα VII. Έν έπίπεδον (ΑΒΓ) έκτείνεται άπεριορίστως. · ^ 4 

12. Μετατόπισις σχήματος καλείται πάσα αλλαγή της θέσεως αυτού 


1ί» Ν Αξιώματα Ισότητος 

ώ'ςν · " -ΐ -^ν^- ν '-·· ··=' -λ - ν ’ λ ! ’Λ’ ^'/· ■ \ . · I 

έντός τού χώρόύ. .Συμβατικωςδεχόμ^θαότι υπάρχει καί ταυτοτική μετατόπι- 
σές, ή όποία άφίνεί κάθε σχήμα εις την αυτήν θέσιν· ·* 

Αξίωμα γΠΙ. Πασα μετατόπισις σχήματος (Σ) δέν τό μεταβάλλει. 

13. Ίσόί σχήματα. Τό σύνολον των σχημάτων τό έφοδιάζο'μεν μέ μίαν 
σχέσιν βασικής ίσότητος, ή οποία έχει τήν εξής έννοιαν : 

Δύο σχήματα (Σ Χ ) κα'ι (Σ 2 ) καλούνται ίσα τότε καί μόνον τότε, όταν 
ύπάρχη μετατόπισις, ή όποία νά θέτη τό Ιν επί του άλλου εις τρόπον, ώστε τά . 
δύο σχήματα νά ταυτισθούν, ήτοι έκαστον σημεΐον του ενός νά συμπέση μέ Ιν 
σημεΐον του άλλου καί άντιστρόφως. Συμβολικώς γράφομεν 

(Σ,)-(Σ 2 ) 

14^_’ Αξιώματα τής ίσότητος. Διά τήν σχέσιν τής βασικής ίσότητος 
δεχόμεθα τά κάτωθι άξιώματα. 

, Αξίωμα I. Έκαστον σχήμα (Σ) είναι ίσον προς έαυτό, ήτοι: 

- ' ; ν /' (ς> = (ς> ■ ■ ' ' 

Έξ αύτού ή σχέσις τής βασικής ίσότητος καλείται άνακλαστική. 

Αξίωμα II. Έάν (Σ 1 ) = (Σ 2 ), τότε και (Σ 2 ) =? '(Σ 1 ). Συντόμως γρά- 

φωμεν ,·. /·.■ ' ν 

(Σ χ ) = (Σ 2 ) => (Σ*) = (Σ,) 

Έξ αυτού ή σχέσις τής βασικής ίσότητος καλείται συμμετρική. 

Αξίωμα III. ”Αν δύο σχήματα είναι ίσα πρός τρίτον, τότε είναι καί 
μεταξύ των ίσα, Συντόμως γράφομεν : 

(Σ,) = (Σϋ) Λ (Σ.) = (Σ 3 > =· (Σ,) = (Σ,). 

Έξ αυτού ή σχέσις τής βασικής ίσότητος καλείται μεταβατική. 

15. Διάταξις σημείων ίπ ευθείας. Έάν υπάρχουν τρία διάφορα άλ- 
λήλίον σημεία Α, Β καί Γ άνήκοντα εις μίαν καί τήν αυτήν ευθείαν (δ) καί 


(δ) —& Γ_ Β 

XV ■' V ' Σχ 1 

κείνται ώς πρός άλληλα όπως εις τό σχήμα 1 , τότε τό σημεΐον ...Γ, καλείται 
ένδιάμεσον των Α καί Β: Τσοδυνάμως λέγομεν ότι τό σημεΐον Γ έχει εκατέ- 
ρωθεν αυτού τά σημεΐα Ν Α καί Β. 'Η σημειοσειρά Λ, Γ, Β όπως έχει εις τίό σχ. 1, 
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λέγομεν δτί είναι μία διάταξις των τριών σημείων επί της εύθείας (δ), ή 
άκόμη οτι τά τρία σημεία είναι διαδοχικά κατά την σειράν Α,Γ,Β. „· 

16. Αξιώματα διατάξεως. Αξίωμα I. Έάν Α καί Β είναι δύο διάφορά 
άλλήλων σημεία εύθείας (δ), ύπάρχει εν τούλάχιστον σημεϊον Γζ(δ) Ενδιά- 
μεσον των Α και Β (σχ. 1). 

Αξίωμα II. Έάν Α καί Β είναι δύο διάφορα άλλήλων σημεία εύθείας 

Α Β Γ 




(δ), ύπάρχει εν τούλάχιστον σημεϊον Γ£(δ) ούτως, ώστε τό Β νά είναι Ενδιά- 
μεσον τών Α και Γ (σχ. 2). 

Αξίωμα III. Έάν Α και Β είναι δύο διάφορα άλλήλων σημεία ευθείας 


(δ), ύπάρχει Εν τούλάχιστον σημεϊον Γ€(δ) ούτως, ώστε τό Α νά είναι Ενδιά- 
μεσον τών Γ και Β (σχ. 3). ' 

17. Θεώρημα. Μία εύθεϊα Εχει άπειρα τό πλήθος σημεία. 

: . . · ■ ■ * \ ···.·■···;' 

Άπόδειξις. Συμφώνως πρύς τά τεθέντα άξιώματα, μία ευθεία (δ) 

έχει τούλάχιστον δύο σημεία Α καί Β. Τότε, διά τά Α καί Β, ύπάρχει Εν τού- 

Α Ε Δ Γ Β 


λάχιστον Ενδιάμεσον σημεϊον Γ της ( δ) . Διά της αύτης σκέψεως, ύπάρχει §ν τού- 
λάχιστον σημεϊον Δ της (δ) Ενδιάμεσον τών Α καί Γ κ.ο.κ. Ουτω δυνάμεθα νά 
συσσωρεύσωμεν μίαν απειρίαν σημείων ενδιαμέσων τών Α καί Β. *Άρα ή >: 
εύθεϊα (δ) περιέχει άπειρα τύ πλήθος σημεία, έφ’ βσον Εν μέρος αύτης περιέχει 
άπειρα σημεία. 

^ · ( 18. Θεώρημα. Δύο διάφοροι μεταξύ των εύθεϊαι (ει) και (ε^ εν τό πολύ 

κοινόν σημεϊον δύνάνται νά Εχουν. 'Υ.' " 

Άπόδειξις. Κατ’ αρχήν άς παρατηρήσωμεν βτι δύο εύθεϊαι δύνανται. νά . 


48 Ήμίευθεΐα 

έχουν |ν κοινόν ι^μεΐον.Δ^ Β*, Γ μή κεί- 

μενα έπ’ εύθείας, τά Α καί Β δρί- ..'λ> ν"; ν-λλ· λ.'Κ 'Αλν ; ·τ: ν ····;·.- -· 

ζουν τήν ευθείαν (ε 2 ), ομοίως τά ' / 

Α καί Γ ορίζουν τήν εύθεΐαν (ε Χ ), 
αί δποΐαι έχουν προφανώς κοινόν / 

σημεΐον τό Α (σχ. 5 ). Α/ ( 

Εκτός του Α δέν δύνανται νά (£')“ — π — — ρ 

έχουν καί άλλο κοινόν σημεΐον, διότι / 

αν Μ ήτο Ιν έπί πλέον κοινόν ση- Σχ * 5 

μεΐον των (ε^ καί (£3) αΰται θά έταυτίζοντο, διότι τά Α καί Μ μίαν μόνον, 
εύθεΐαν ορίζουν. "Αρα δύο διάφοροι μεταξύ των εύθεΐαι έν τό πολύ κοινόν ση- 
μεΐον δύνανται νά έχουν. 

Τότε λέγομεν ότι αί δύο εύθεΐαι ) καί (ε 2 ) τέμνονται, τό, δε κοινόν 
σημεΐον Α αύτών λέγεται σημεΐον τομής των, ή ίχνος ή πούς τής μιας ευ- 
θείας έπί τήν άλλην. Λ 

.19. Ήμίευθεΐα. "Ας Θεωρήσωμεν εύθεΐαν (ε) καί σημεΐον Α αυτής 
(σχ. 6). Διά του σημείου Α ή εύθεΐα (ε), ως σημειοσύνολον, διαιρείται είς δύο , 
υποσύνολα (ε]) καί (ε 2 ) τοίαΰτα ώστε νά είναι : 

( ε ι) υ Μ = ( ε ) “ {Λ[ καί’ (ε Χ ) Π (ε 2 ) = 0 
Τά υποσύνολα (ε!) καί (ε 2 ) καλούνται ήμιευθειαι μέ άρχήν τό σημεΐον Α. 


Κατά τον ορισμόν, ή αρχή Λ δέν άνήκει είς τάς ήμιευθείας (ε 1 ) καί (ε 2 ) 
καί τότε θά τάς λέγωμεν άνοίκτάς ήμιευθείας. Έάν όμως θέλωμεν νά συμπε- 
ριλάβωμεν είς αύτάς καί τήν αρχήν των Α, οπότε θά τάς καλοΰμεν κλειστάς : 
ήμιευθείας, τότε θά πληρούνται αί σχέσεις : . 

( ε ι ) Ο (ε 2 ) = (ε) καί (ε Χ )Π (ε 2 ) = {Α}. 

Αί ήμιευθειαι (ε Χ ) καί (ε 2 ) καλούνται άντίθετοί ήμιευθειαι, έφ’ όσον 
έχουν κοινήν άρχήν καί άποτελοΰν ευθείαν, έκαστη δέ δύναται νά λέγεται καί 
συμπληρωματική τής άλλης. ,·■ 1. 

*'-··. Εύνόήτον είναι ότι μία ήμίευθεΐα μέ άρχήν σημεΐον Α, έκτείνεται άπεριο- 
ρίστως από τό έν μόνον μέρος της. Διά τόν προσδιορισμόν μιας ήμιευθείας άπαι- 


Σχ. 7 


τεΐτάι νά γνωρίζώμεν τήν άρχήν της Α καί έν τυχόν σημεΐον της Β (σχ. 7 ). 
Διά τόν συμβολισμόν της γράφομεν ήμιευθ. ΑΒ ή άπλώς ΑΒ, όταν έχη άνα- 
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φερθή προηγουμένως ότι ν πρόκειται περί ήμίευθείας.. Πάντως εις τδν συμβο- 
λισμόν προτάσσεται ή άρχή Α. . ; Γ' ■■■ 

20. Εύθύγραμμον τμήμα. ’Έστω ευθεία (δ) καί Α, Β δύο σημεία της. 
Καλοΰμεν εύθύγραμμον τμήμα μέ άκροι τα Α καί Β το σύνολον των σημείων 
τής ευθείας (δ), τα όποια είναι ενδιάμεσα των σημείων Α καί Β (σχ. 8). Συμ- 
βολικώς γράφομεν τμ.ΑΒ ή άπλώς ΑΒ, όταν προηγουμένως έχη άναφερθή 


<δ) α 


ότι είναι εύθύγραμμον τμήμα. Πρδς μεγαλυτέραν άπλούστευσιν διά τδν συμ- 
βολισμόν, δυνάμεθα νά χρησιμοποιοΰμεν καί μικρά γράμματα τού άλφαβήτου, 
ήτοι £ν τμήμα ΑΒ τδ δνομάζομεν α. 

Κατά τδν ορισμόν, τά άκρα τού εύθυγράμμου τμήματος ΑΒ, τδ όποιον 
δυνάμεθα νά τδ καλοΰμεν απλώς τμήμα ΑΒ, δέν περιέχονται εις αύτδ καί ώς 
έκ τούτου δυνάμεθα νά τδ λέγωμεν καί άνοικτδν τμήμα. Δυνατδν όμως νά θέ- 
λωμεν νά συμπεριλάβωμεν έντδς τρΰ τμήματος καί τά άκρα αύτοΰ καί τδτε θά 
τδ λέγωμεν κλειστδν τμήμα. Άναλόγως ορίζεται καί ήμιάνοικτον τμήμα, όταν 
τδ Ιν μόνον των δύο άκρων περιλαμβάνεται εις αύτό. 

Συμβατικώς δεχόμεθα την ύπαρξιν εύθυγράμμου τμήματος τοΰ οποίου 
τά άκρα συμπίπτουν. Τούτο θά τδ λέγωμεν μηδενικόν εύθύγραμμον τμήμα. 

21 . Άπόστασις δύο σημείων. Τήν έννοιαν «άπόστασις δύο σημείων» 
την θεωροΰμεν γνωστήν έκ τής έμπειρίας. Τονίζομεν όμως ότι ή άπόστασις . 
δύο σημείων Α καί Β δέν είναι τδ εύθύγραμμον τμήμα ΑΒ, δεδομένου ότι τδ 
τμήμα ΑΒ είναι σημειοσύνολον, ενώ ή άπόστασις ΑΒ είναι έννοια διάφορος 
τής έννοίας τοΰ σημειοσυνόλου. 

22. Μήκος εύθυγράμμου τμήματος καλείται ή άπόστασις των άκρων 
αύτοΰ. 

23. Ίσότης εύθυγράμμων τμημάτων. Ιδιότητες. Τδ σύνολον των 
εύθυγράμμων τμημάτων τδ έφοδιάζομεν μέ τήν σχέσιν τής βασικής ίσότητος, ώς 
αΰτη έχει όρισθή γενικώς είς τδ σύνολον τών σχημάτων (§ 13), ήτοι : 

Δύο εύθόγραμμα τμήματα ΑΒ καί ΓΔ καλούνται Ισα τότε καί μόνον τότε, 
όταν δύνανται νά ταυτισθοΰν διά μετατοπίσεως (έκαστον σημεΐον τοΰ πρώ- 
του νά ταυτισθή μέ §ν σημεΐον τοΰ δευτέρου καί άντιστρόφως). 

*Ως ιδιότητες τής βασικής ίσότητος άναφέρονται τά τρία γενικά άξιώματα 
αυτής, ήτοι ή ίσότης είς τδ σύνολον τών εύθυγράμμων τμημάτων είναι σχέσις : 
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ί) Ανακλαστικήν ήτρι. ; ·(σχ'. ^9) >·,.·ΑΒ' ==..ΑΒ·· (παγίτμήμα Ισουται πρός 
έαυτό). ' ■ : : "Ί'.' 

:■ ; Α Β Γ ΔΕ Ζ 


ϋ) Συμμετρική, ήτοι: ΑΒ — ΓΔ => ΓΔ — ΑΒ 
ΙΗ) Μεταβατική, ήτοι: ΑΒ = ΓΔ /\ ΓΔ = ΕΖ => ΑΒ ==ΕΖ 
Πάσα σχέσις, εις τήν οποίαν ισχύουν, τά τρία προηγούμενα άξιώματα, 
χαρακτηρίζεται ώς σχέσις ισοδυναμίας, κατά συνέπειαν ή σχέσις της βασικής 
ίσότητος, είναι σχέσις ισοδυναμίας. 

Παρατήρησις. "Εν εύθύγραμμον τμήμα ΑΒ, ώς σημειοσύνολον, συμπί- 
πτει μέ τό σημειοσύνολον ΒΑ. "Αρα δυνάμεθα νά άναφέρωμεν ώς ιδιότητα τής, 
ίσότητος καί τήν ΑΒ = ΒΑ. 

24. Μέσον εύθυγράμμου τμήματος καλείται εν σημεϊον αυτού, τό 
όποιον ίσαπέχε*. άπό τά ακρα τού 

τμήματος. Έάν ΑΒ είναι έν ευθύ- Μ " ; 

γραμμον τμήμα (σχ. 10) καί Μ είναι ^ 

το μέσον του, τότε θά είναι ΜΑ = ΜΒ. Σχ. 10 

* Αξίωμα. "Εν εύθύγραμμον τμήμα ΑΒ έχει εν καΓ μόνον εν μέσον Μ. 


ΠΡΑΞΕΙΣ ΚΑΙ ΑΙΑΤΑΞΙΣ ΕΙΣ ΤΟ ΣΥΝΟΛΩΝ ΤΩΝ ΕΥΘΥΓΡΑΜΜΩΝ I 
.· ... ΤΜΗΜΑΤΩΝ . . ./ 

25 . "Αθροισμα εύθυγράμμων τμημάτων . Έστωσαν α καί β δύο εύθύ- 
γραμμα τμήματα. Έπ’ εύθείας χχ' 

λαμβάνομεν σημείον Κ (σχ. 1 1 ) καί χ ' " Α ν · ' ^ ; 

επί των ήμιευθειών Κχ' καί Κχ λαμ- β 

βάνομεν σημεία Α καί Β άντιστοίχως Σχ. ΐί 1 

ούτως, ώστε νά είναι ΚΑ — α καί „ 

ΚΒ = β. Ώς άθροισμα των δύο τμημάτων α καί β όρίζομεν τό τμήμα ΑΒ 
καί συμβολίζομεν 

α -{- β .= ΑΒ ή ΑΚ+ΚΒ=ΑΒ. " 

' Η ανωτέρω διαδικασία πρός ευρεσιν του άθροίσματος δύο εύθυγράμμων 
τμημάτων καλείται πρδξις προσθέσεως ή άπλώς πρόσθεσις των εύθυγρ άμ- 
μων τμημάτων. 

Τό άθροισμα τριών εύθυγράμμων τμημάτων ορίζεται άναλόγως, έάν εις 
τό άθροισμα των δύο πρώτων προσθέσωμεν τό τρίτον τμήμα, ομοίως δέ 4,5,.. >,ν 
τμημάτων. τ · ' . 

26. ? Ιδιότητες της προσθέσεως. ί) Ή πρδξις τής προσθέσεως τφν εύ- 
θυγράμμων τμημάτων είναι άντιμετάθετική, ήτοι έάν α, β είναι εύθύγραμμα 
τμήματα => α + β «* β + α 





ί ■ 








/·· 
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Διάταξή ’είξ τό σύνολον των εύθυγράμμων τμημάτων 
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Άπόδειξις. . Έάν . ΛΒ = α καί 
ΒΓ — β (σχ. 12) =>' ΑΓ .= ΑΒ -{-ΒΓ = 

«+β (1). 

’ Επίσής έίναιΓΑ = ΓΒ + ΒΑ = β -Γ α (2 ) 

Άλλα ΑΓ == ΓΑ καί έπομένως έκ των σχέσεων (1) καί (2) λαμβάνομεν : 
« -Γ β — β -Γ α .·. ; ; · 

II) Ή πράξις τής προσθέσεως τών εύθυγράμμων τμημάτων είναι προετε- 
ταιριστική, ήτοι έάν α, β, γ είναι εύθύγραμμα τμήματα => (α + β) + γ = 
α + (β + γ). 

Άπόδειξις. Έπ’ εύθείας λαμβάνομεν διαδοχικώς σημεία Α,Β,Γ,Δ 
ούτως, ώστε να είναι ΑΒ = α, 


Α 

Η 


Β 


β 
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Γ 


Δ 

Η 


ΒΓ = β, ΓΔ =γ (σχ. 13). 

Τότε εΐναι : ΑΔ = ΑΓ -μ ΓΔ = 

(α+β)4-γ (3) ! 

καί ΑΔ — ΑΒ ΒΔ — α + (β + γ ) 

(4). Αί σχέσεις (3) καί (4) έχουν . ν 

τα πρώτα μέλη των ίσα, άρα θά είναι καί (α -{- β) γ = α 4 ~ (β + Υ)·. 

ίίί) Ή πράξις τής προσθέσεως τών εύθυγράμμων τμημάτων έχει ούδέ- 
τερον στοΐχεϊον τό μηδενικόν εύθύγραμμον τμήμα, συμβολίζόμενον μέ, 0, 
ήτοι είναι α + 0 = 0 + ο = α, δπου τό α είναι εύθύγραμμον τμήμα. 

ίν) Ή πράξις τής προσθέσεως τών εύθυγράμμων τμημάτων είναι μονό- 
τροπος καί έσωτερική πράξις τοδ συνόλου τΦν εύθυγράμμων τμημάτων, 
ήτοι τό σύνολον των εύθυγράμμων τμημάτων είναι κλειστόν ώς πρός τήν 
πράξιν τής προσθέσεως. 

Πράγματι, άπό τάς προηγουμένας ιδιότητας έπεται ότι ν τό πλήθος εύθύ- 
γραμμα τμήματα δύνανται νά προστεθούν καθ’ οίανδήποτε σειράν μέ άποτέτ 
λεσμα της πράξεως (άθροισμα) τό αυτό εύθύγραμμον τμήμα, ήτοι είναι μονό- 
τροπος. ' Επίσης είναι έσωτερική πράξις τού συνόλου των εύθυγράμμων τμη- 
μάτων, διότι τό άθροισμα εύθυγράμμων τμημάτων είναι εύθύγραμμον τμήμα, 
δηλαδή στοιχεΐον τού αύτοΰ συνόλου. 

27. Διάταξις είς τό σύνολον των εύθυγράμμων τμημάτων . Άς θεω- 
ρήσωμεν δύο άνισα (όχι ίσα) εύθύγγραμμα τμήματα ΑΒ καί ΓΔ (σχ. 14). 
ΙΥίετατοπίζομεν τό ΓΔ εις τήν θέσιν ΑΔ' ^ 

ούτως, ώστε τά δύο τμήματα νά άποκτή- ^ 4 : 0 

σουν κοινόν άκρον τόΑκαί κοινόν μέρος. 

Τότε δύο είναι τά πιθανά ένδεχόμενα : 

ί ) Τό Δ' έπί τής εύθείας ΑΒ, είναι 
ένδιάμεσον των Α καί Β ( σχ. 14). 

Είς τήν περίπτωσιν αύτήν λ&γρμεν 6 τι 4ό τμήμα ΑΒ είναι μεγαλύτερον τού 
ΛΔ', ή δπερ τό αυτό, τό ΑΒ είναι μεγαλύτερον τού ΓΔ καί συμβολίζομεν 


Γη 


Σχ. 14 


·/ : · 

>4 - 


ιΓ^'" ■ ■ ' 
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ΑΒ > \όΓΔ. “Ισοδύναμος πρδς ^ν π£^^ είναι καί ή ΓΔ < 

ΑΒ. ^ή δπόία διαβάζεται «τδ ΓΔ είναι μίκρότείρον του ΑΒ». : 

ίί) Τδ Β έπί της ευθείας ΑΒ είναι ένδιάμεσον των Α καί Δ" (σχ. 15) 
Είς τήν περίπτωσιν αύτήν λέγομεν 6τι τδ /- 

τμήμα ΑΒ είναι μικρότερον του ΓΔ (συμ- Β ' . 

βολικώς ΑΒ < ΓΔ) ή τδ ΓΔ μεγαλύτερον 1 

του ΑΒ (συμβολικώς ΓΔ > ΑΒ). ' 

*Η σχέσις ΑΒ > ΓΔ (άντιστοίχως I" - " —4 Δ 

ΑΒ <ΓΔ) καλείται σχέσις άνισότητος. Σχ. 15 

28. * Ιδιότητες, I) Ή σχέσις τής άνισότητος είναι μεταβατική, ήτοι 
έαν ΑΒ > ΓΑ Λ ΓΔ > ΕΖ => ΑΒ > ΕΖ. 

“Απόδειξις. Μετατοπίζομεν τά τμήματα ΓΔ καί ΕΖ έπί του ΑΒ ούτως, 
ώστε τά άκρα Γ καί Ε νά ταυτισθοΰν μετά τού Α (σχ. 16) καί τά Δ καί Ζ νά 
λάβουν θέσεις Δ' καί Ζ' άντιστοί- 

χως επί τής εύθείας ΑΒ. Επειδή 7 # Α' 

ΑΒ > ΓΔ καί ΓΔ = ΑΔ' => ΑΒ > Α | — ; ν , | · :, — ι 1 Β 

ΑΔ', ήτοι τδ Δ' είναι ένδιάμεσον των ^ ,' ; : ;ν . , ■ 

Α καί Β. Όμοίως έπειδή ΓΔ > ΕΖ ρ- | ■ '"· " ν ■■ | Δ 

=> ΑΔ' > ΑΖ', έπεται δτι τδ Ζ' ·.· 

είναι ένδιάμεσον των Α καί Δ'. Άρα ^ ^ ^ 

τδ Ζ' είναι ένδιάμεσον καί των Α καί 

Β => ΑΒ > ΑΖ' ^ ΑΒ > ΕΖ. Σχ. 16 

Παρατήρησις. *Η σχέσις τής άνισότητος δέν είναι συμμετρική, δηλαδή 
εάν ΑΒ> ΓΔ άποκλείεται νά είναι καί ΓΔ>ΑΒ.Κάθε σχέσις μεταβατική καί μή 
συμμετρική, χαρακτηρίζεται ως σχέσις διατάξεως καί έπομένως ή σχέσις 
τής άνισότητος είς τδ σύνολον των εύθυγράμμων τμημάτων, είναι σχέσις 


Ιί) “Εάν α, α', β, β' είναι εύθύγραμμα τμήματα τοιαΟτα, ώστε α > α' Λ 
β > β' ■=> α + β > α' + β* ήτοι δυνάμεθα νά προσθέσωμεν κατά μέλη 
όμοιοστρόφους άνισότητας. 

,- Α Α' Κ Β' Β 

/ . . . « . V 


Σχ. 17 

“Αηόδειξις. Έπί εύθείας χχ' λαμβάνομεν σημείον Κ (σχ. 17 ). Έτρί τής 
ήμιευθείας Κχ' λαμβάνομεν σημεία Α καί Α', ούτως, ώστε νά είναι ΚΑ = α 
καί ΚΑ' == α' καί έπί τής Κχ σημεία Β καί Β' ούτως, ώστε νά είναι ΚΒ = β 
καί ΚΒ' =β'. Επειδή έξ ύποθέσεως είναι α>α' => ΚΑ> ΚΑ', έπεται δτι το Α' 
είναι ένδιάμεσον των Κ καί Α. Όμοίως τδ Β' είναι ένδιάμεσον των Κ καί Β. 


Διαφορά εύθυγράμμων τμημάτων 


Ή τοιαύτη διάτ.αξις των σημείων έπί της εόθείάς χχ', έξαάφαλίζει τόσον 1 $ 
Α,Β ίσον καί τά Α^,Βί έκατέρωθεν του Κ, τά δέ Α καί Β, έκατέρωθεν τών.Α/ 
καί Β' άντιστοίχως. Τότε θά είναι : ΑΒ>ΑΒ' Λ, ΑΒ'>Α'Β' => ΑΒ>Α'Β' 
(1) (μεταβατική ίδιότης). Αλλά ΑΒ = ΑΚ + ΚΒ =ά+ β καί I Α'Β' = Α'Κ 
+ ΚΒ' = α' 4~ β # · Τότε ή σχέσις (1) γράφεται : α + β > α' + β ; · 

ίϋ) Έάν α, β, γ είναι εύθύγραμμα τμήματα μέα>β => α 4- γ > β + Υ, 
ήτοι δυνάμεθα εις τα μέλη μιας άνισότητος να προσθέσωμεν τδ αυτό εύ- 
θύγραμμον τμήμα. 


Απόδειξις. Έπί ευθείας χχ' λαμβάνομεν σημείον Κ (σχ. 18). Έπί της 
ήμιευθείας Κχ λαμβάνομεν ση- 
μεία Α καί Β ούτως, ώστε ΚΑ γ / 1 ^ ^ γ I 

= ακαίΚΒ— β. Επειδή έξ - ' , ’ 

ύποθέσεως είναι α > β => ΚΑ Σχ. 18 

> ΚΒ καί έπομένως τδ σημείον Β είναι ένδιάμεσον των Κ καί Α. ΈπΙ της 
ήμιευθείας Κχ' λαμβάνομεν σημείον Γ ούτως ώστε ΚΓ = γ. *.Η τοιαύτη $ιάτα- 
ξις των σημείων έπί της εύθείας χ'χ, έξασφαλίζει τδ Κ ένδιάμεσον των Γ καί 
Β, ώς καί τδ Β ένδιάμεσον των Γ καί Α. Άρα θά είναι : 

ΓΑ> ΓΒ (2). , ΑλλάΓΑ=ΓΚ +ΚΑ =γ 4-α καί ΓΒ = ΓΚ 4- ΚΒ = 
γ 4* β· Τότε ή σχέσις (2) γράφεται γ 4· α > γ 4- β -<=*- α 4" γ > β 4~ γ· 

29. Διαφορά εύθυγράμμων τμημάτων. ^ Ας θεωρήσωμεν δύο άνισα 
εύθύγραμμα τμήματα α καί β μέ α > β.ΐ α 

Έπί ήμιευθείας Οχ (σχ. 19) λαμβάνομεν 1 . ~ * 

ΟΑ = α καί ΟΒ = β. Τδ τμήμα ΑΒ (ή β 

καί κάθε ίσον πρδς αότδ) καλοΰμεν δια- · τ-γ— - — — I 

φοράν των τμημάτων α καί β καί συμβο- β * 

λίζομεν ΟΑ — ΟΒ = ΑΒ ή α — β = 0 | , _ : -I, . : » ■ > X: 

ΑΒ<=>- α= β 4-ΑΒ. Σχ. 19 

- Ή διαδικασία, μέσω τής δποίας δοθέντων δύο εύθυγράμμων τμημάτων 
έύρίσκομεν τήν διαφοράν των, καλείται πράξις τής άφαιρέσεως ή άπλώς 
άφαίρεσις. 

Έάν τά τμήματα α καί β ήσαν ίσα, ή διαφορά των θά ήτο τδ μηδέν ικδν 
εύθύγραμμον τμήμα, ήτοι έάν α = β => α — β =0. 

Παρατήρησις. Έάν δύο τμήματα α καί β έχουν άθροισμα γ, ήτοι α 4- β 
= γ (σχ. 20), άπδ τδν δρισμδν τής διαφοράς Ιπε- 

ται δτι τδ β είναι ή διαφορά των γ καί α, ώς <2 β 

έπίσης τδ α είναι ή διαφορά των γ καί β.ΛΑρα |~Γ-~ -■ λ, ■·· ·/; 1 ; 
άπδ τήν σχέσιν α 4“ β == γ Ιπονται αί σχέσεις · · ! 

β ^Ύ” 01 κ*ί α =γ — β. . ’ . Σχ. 20 : . ν 






ί<ί Γ ινόμενον τμήματος ΙπΙ φυσικόν 

- ! ■.···' 7 .-···· ’ '··■'·■ - ·’ 

\ ' - ι. · · ;* τ . " . - „■·. - / ·· ν* .ν 

30 . Γινόμενον εύθυγράμμου τμήματος έπί φυσικόν άριθμόν. 

Εστω εύθύγραμμον τμήμα ΑΒ. Καλείται γινόμενον αυτού έπί τόν φυσικόν 
ίριθμόν ν τό εύθύγραμμον τμήμα ΑΝ (σχ. 21), τό όποΐόν προκύπτει άπό τήν 


Σχ. 21 

πρόσθεσιν ν εύθυγράμμων τμημάτων ΐσων πρός τό ΑΒ. Τότε γράφομεν 

ΑΝ — ν · ΑΒ ’ · 

31 . Πηλίκον εύθυγράμμου τμήματος διά φυσικού άριθμού . 

Έστω εύθύγραμμον τμήμα ΑΝ. Καλείται πηλίκον αυτού διά τού φυσικού 
αριθμού ν τό εύθύγραμμον τμήμα ΑΒ (σχ. 21) διά τό όποιον ισχύει ή σχέσις 
ΑΝ = ν . ΑΒ. Τότε γράφομεν 

ΛΒ = "ί 


Ν (βλέπε καί § 227 διά τήν ΰπαρξιν τού πηλίκου εύθυγράμμου τμήματος .διά 
φυσικού αριθμού). 

32. Γινόμενον εύθυγράμμου τμήματος έπί ρητόν. "Εστω εύθύ- 
γραμμον τμήμα ΑΒ καί — ρητός αριθμός. Καλοΰμεν γινόμενον τού ΑΒ έπί τόν 


ρητόν -- ένα τμήμα ΑΓ, τό όποιον προκύπτει άν τό ΑΒ πολλαπλασιάσωμεν 
έπί μ καί έν συνεχεία τό γινόμενον διαιρέσωμεν διά ν. Τότε γράφομεν 


ΑΣΚΗΣΕΙΣ 


ί.’ Έπί ευθείας λαμβάνομεν διαδοχικώς τά σημεία Α, Β, Γ, Δ. ’Άν είναι ΑΓ=ΒΔ, 
δείξατε δτι θά είναι καί ΑΒ — ΓΔ. 

2. Έπί ευθείας λαμβάνομεν διαδοχικώς τά σημεία Α, Β, Γ. Έάν Δ είναι τό μέσον 
του τμήματος ΒΓ, δείξατε δτι 


ΑΓ + ΑΒ ι 
■ 2 καί ΔΓ 


ΑΓ — ΑΒ. 

ν 2 - 


3. - Έπί εύθείας λαμβάνομεν διαδοχικώς τά σημεία Α, Β, Γ, Δ. Δείξατε δτι ΑΓ 
ΒΔ — ΆΔ ·+· ΒΓ. " . " ' 

4 . Έπί εύθείας λαμβάνομεν διαδοχικώς τά σημεία Α, Β, Γ εις τρόπον, ώστε νά εϊ- 


: Ην / 


τί,^ί'λ'-’-ΛΛ ,) 


Τεθλασμένη γραμμή ' 25 

ναι ΑΒ = 2α καί ΒΓ — 2β, "Αν Δ, Ε καί Ζ είναι άνηστοίχώς τά μέσα των τμημάτων ΑΒ, 
ΒΓ/καί ΑΓ, νά δειχθή δτι τά τμήματα ΑΕ καί ΔΖ έχουν τδ αύτδ μέσον καί νά ύπολόγισθή 
ή άπόστασις του μέσου του τμήματος ΔΖ' άπδ τδ Γ. - ' ' ^ 

5. Έπί εύθείας λαμβάνομεν διαδοχικως τά σημεία Α, Β, Γ, Δ: "Αν είναι Μ τδ μέ- 
σον τοϋ τμήματος ΑΒ καί Ν τδ μέσον του ΓΔ δείξατε δτι 



ΜΝ 


ΑΔ + ΒΓ 
2 



β\ 

6 . Έάν τά σημεία Α, Β, Γ, Δ κεΐνται έπί εύθείας καί εις τρόπον, ώστε τά τμήματα 

ΑΒ καί ΓΔ νά έχουν κοινδν μέσον, τότε θά είναι ΑΓ = ΒΔ. Εξετάσατε έάν άληθεύη τδ 
άντίστροφον. ■ 

7 . Νά άποδειχθή δτι 6 διακεκριμένα σημεία μη κείμενα άνά τρία απ’ εύθείας, ορί- 
ζουν 15 εύθύγραμμα τμήματα. 

8 . Πόσα εύθύγραμμα τμήματα δρίζονται άπδ ν τδ πλήθος διακεκριμένα σημεία μή 
κείμενα άνά τρία έπί εύθείας; Έφρμογή διά ν=20. 

; λ 9. Πόσα σημεία δρίζονται άπδ ν τδ πλήθος εύθείας τεμνομένας άνά δύο καί 'μή όιερ- 
χομένας άνά τρεις διά τού αύτοΰ σημείου; 



ΠΕΡΙ ΓΡΑΜΜΩΝ 


33. Τεθλασμένη γραμμή. "Ας θεωρήσω μεν ν διακεκριμένα σημεία 
Αχ, Α 2 ,..., Α ν μή κείμενα δλα έπί της αύτης εύθείας (σχ. 22). Θεώροΰμεν τά 
εύθύγραμμα τμήματα ΑιΑ 2 , Α 2 Α 3) ...,Α ν _ 1 Α ν . ' Η ούτω κατασκευασθεΐσα 
γραμμή καλείται τεθλασμένη γραμμή ή πολυγωνική γραμμή. Τά σημεία 
Α 1} Α 2 ,.·,Α ν καλούνται κορυφαί αύτης, καί τά τμήματα Α 1 Α 2 , Α 2 Α 3 ,.., Α ν _ 1 Α ν 
πλευραί αύτης. ' Γ’ - : V. . 


34 . Μήκος τεθλασμένης γραμμής Α 1 Α 2 Α 3 .ί.Α ν καλείται τύ μήκος 
εύθυγράμμοι» τμήματος ίσου προς τύ άθροισμα '5·- "■ 


Καμπύλή γραμμή 

35 . Καμπύλη γραμμή. Μία γραμμή (Γ) καλείται καμπύλη, δταν 
Ζ' ουδόν τμήμα αύτής είναι ευθύγραμ- 

/ /|-\ μον (σχ. 23 ). Τύτε κάθε τμήμα της 

καλείται καμπύλον. Έν οίονδήποτε 



Σχ. 23 


Σχ. 24 


τμήμα μιας καμπύλης μέ άκρα σημεΐα Α καί Β καλείται τόξον αύτής καί 
συμβολίζεται μέ ΑΒ. 

36. Μικτή γραμμή. Μία γραμμή (Γ) καλείται μικτή, όταν αυτή άπο- 
τελεΐται άπό εύθύγραμμα καί άπό καμπύλα τμήματα (σχ. 24). 

37. Αξίωμα. Έστωσαν έπί έπιπέδου (Π) εύθεΐα (ε) καί δύο σημεία Α 
και Β έκατέρωθεν αύτής (σχ. 25). Πάσα γραμμή (Γ) τού έπιπέδου (Π) διερ- 
χομένη διά τΦν Α καί Β ϊχει Μν 

τούλάχιστον κοινόν σημεΐον Δ με- ( Γ) V α 
τά τής ευθείας (ε). \ 

\δ 

38 . Επίπεδος καί στρεβλή ~ — — — 

γραμμή. Μία γραμμή καλείται έπί- Λ\· / Β 

πεδος τότε καί μόνον τότε, δταν δλα 

τά σημεΐα της κεΐνται έπί ενός καί 2 χ 25 Λ 

του αυτού έπιπέδου. Έάν τούτο δέν . · 

συμβαίνη, τότε ή γραμμή καλείται στρεβλή. 

'Ως παράδειγμα στρεβλής γραμμής άναφέρομεν σπειροειδές έλατήριον, νοού- · 

< / * 
μενον ως γραμμή. 

39. Προσανατολισμένη γραμμή. "Εστω μία γραμμή (Γ) καί Α καί Β 
δύο σημεΐα της (σχ. 26). 

*Η γραμμή αυτή δύνανται να διαγραφή υπό κινητού σημείου άνευ παλιν- 
δρομήσεως κατά δύο διαφόρους τρόπους, ήτοι έκ του Α πρός τό Β ή έκ του Β 
πρός τό Α. Πρός διαφοροποίησιν των δύο τούτων τρόπων διαγραφής της, τόν 
ένα έξ αύτών, έστω τόν έκ τού Α πρός τό Β καλοΰμεν θετικήν φοράν διαγρα- 
φής, Τότε ή. φορά, έκ τού Β πρός τό Α θά λέγεται άρνητική. * Η έκλογή τής 
θετικής φοράς διαγραφής είναι αυθαίρετος. I . . .·· ·., . 

Μία γραμμή, έπί τής όποιας έχει όρισθή ή θετική φορά διαγραφής της, 
καλείται προσανατολισμένη ή προσημασμένη γραμμή. 


Κυρτή καί μή κυρτή γραμμή 



Σχ. 26 

40. * Αξίωμα. "Αν Α καί Β είναι δύο 
σημεία, το εύθύγραμμον τμήμα ΑΒ πού όρί- 
ζουν, Ιχει μήκος μτκρότερον τού μήκους πόσης 
άλλης γραμμής (Γ) μέ τά αΰτα όκρα Α και Β 
(σχ. 27). 

41. Επίπεδα σχήματα. "Εν σχήμα (Σ) 
καλείται επίπεδον σχήμα, έαν 6λα τά σημεία 
αύτοΰ εύρίσκωνται έπί ένδς καί του αύτοΰ έπι* 
πέδου (Π). 



Σχ. 27 


42. Κυρτή καί μή κυρτή γραμμή, Θεωρουμεν μίαν έπίπεδον γραμ- 
μήν (Γι ) (σχ. 28). 'Η γραμμή αύτη, θά λεγεται κυρτή γραμμή, τότε καί μό- 
νον τότε, άν διά κάθε ζεΰγος σημείων της Α καί Β, τδ εύθύγραμμον τμήμα ΑΒ 
ούδέν κοινόν σημεΐον έχει μετά της (Γ Χ ) (εκτός των Α καί Β), ή κεΐται έξ 



Σχ. 28 


ολοκλήρου έπί τής (Γ Α ), έάν τά Α 
καί Β ληφθουν έπί εύθυγράμμου τι- 
νός τμήματος τής (Γ,). 



Σχ. 29 


'Η επίπεδος γραμμή (Γ 2 ) θά λέγεται μή κυρτή γραμμή (σχ. 29), 
όταν δεν είναι κυρτή, δηλαδή βταν έπ’ αύτης ύπάρχη έν τούλάχιστον ζεΰγος 
σημείων Α καί Β τοιοΰτον, ώστε τδ εύθύγραμμον τμήμα ΑΒ νά έχη έν τού- 
λάχιστον κοινόν σημεΐον Δ μετά τής (Γ 2 ) (διάφορον των Α καί Β). 

43. Κλειστή γραμμή. Μία γραμμή (Γ) (όχι άπέραντος) καλείται 


Εφαρμογή 


κλειστή γραμμή (σχ. 30), 6ταν άρχομένη Ικ τί- 
νος σημείου Α , περατοΰται εις το αύτο σημεΐον 
Α (κλείνει). 


^ ΧΓ 1 ) 


44. Θεώρημα. Τό μήκος κάθε κυρτής τε- \ V 

θλασμένης γραμμής με άκρα τα σημεία Α καί V — * 

Β, είναι μικρότερον του μήκους κάθε άλλης 
γραμμής, ή όποια τήν περιβάλλει και £χει Σχ. 30 

τά αύτά άκρα. 

Άπόδειξις. ’Έστωσαν ή κυρτή τεθλασμένη γραμμή ΑΓΔΒ καί 5 το 
μήκος τυχούσης άλλης γραμμής μέ άκρα τά Α -' ΐ-ί 

καί Β, ή οποία περιβάλλει τήν τεθλασμένην £ 52 

(σχ. 31 ). Προεκτείνομεν τά τμήματα ΑΓ καί ^ // 

ΓΔ έως δτου τμήσουν τήν δ εις τά Ε καί Ζ / \5, ’ 

άντιστοίχως. Έάν καλέσωμεν / / V , 

ΑΕ τ= δ,, ΕΖ = δ 2 καί ΖΒ = δ 3 · 

’ λ* Α Β 

τά τρία τμήματα τής γραμμής δ εις τά οποία 

άύτη έχωρίσθη, τότε θά έχωμεν (§40). ' ^ 

ΑΕ < ΑΕ => ΑΓ 4- ΓΕ < δ, - 


ΑΕ < ΑΕ => ΑΓ + ΓΕ < δ* 

ΓΖ < ΓΕ+ΕΖ => ΓΔ 4- ΔΖ < ΓΕ + δ 2 

- ΔΒ < ΔΖ 4- ΖΒ => ΔΒ < ΔΖ 4- δ 3 

Διά προσθέσεως των δευτέρων σχέσεων κατά μέλη, λαμβάνομεν : 

ΑΓ 4- ΓΕ 4- ΓΔ 4- ΔΖ 4- ΔΒ < δ α 4- ΓΕ 4- δ 2 + ΔΖ 4- δ 3 
=> ΑΓ + ΓΔ 4- ΔΒ < δ Χ 4- δ 2 4- δ 3 
ΑΓ 4- ΓΔ 4- ΔΒ < δ 

45. Εφαρμογή. Δίδεται κλειστή κυρτή τεθλασμένη γραμμή ΑΒΓΔΑ 
και τρία σημεία Ε, Ζ, Η περικλειόμενα έντός αότής. Νά άποδειχθή δτι 
ΕΗ 4- ΗΖ 4- ΖΕ < ΑΒ 4- ΒΓ 4- ΓΔ + ΔΑ. - 

Άπόδειξις. Αί ήμιευθεΐαι ΕΖ, ΖΗ καί ΗΕ τέμνουν τήν γραμμήν ΑΒΓΔΑ 
εις τά σημεία I, Κ καί Θ άντιστοίχως (σχ. 32 ). Τότε (§ 40) έχομε ν : 

ΗΘ < ΘΑ 4- ΑΔ 4-ΔΚ 4-ΚΗ ή 

(1) ΕΗ 4-ΕΘ < ΘΑ 4- ΑΔ 4-ΔΚ 4-ΚΗ, / 

ΖΚ < 'ΖΙ'+ΙΓ 4-ΓΚ ή Λ 7νΗ|: 

(2) ΗΖ 4- ΗΚ < ΖΙ 4- ΙΓ 4- ΓΚ καί θ / Κ 

ΕΙ < ΕΘ 4-ΘΒ 4-ΒΙ ή 4 .>;··, Α \ -- _ 4 > 

(3) ΖΕ 4 ΖΙ < ΕΘ 4-ΘΒ 4-ΒΙ Σχ , 32 '' 


θ ν " Ε 
Α 


Σχ, 32 



γ <; ';-· .·■ ' ; ·*"■ ι 1 ! 
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Πρρσθέτομεν τάς άνισότητας; (1 ), (2) καί (3), κατά μέλη καί λαμβάνομεν : 
ΕΗ+ΗΖ + ΖΒ + ΕΘ + ΗΚ + ΖΙ < (ΘΑ +ΘΒ) + (ΒΙ + ΙΓ)+ (ΚΔ 
?-·' #-ΚΓ) 4- ΑΔ +ΖΙ + ΕΘ + ΚΗ -<=> - 

ΕΗ + ΗΖ + ΖΕ < ΑΒ + ΒΓ + ΓΔ +ΔΑ. 

46. Ήμιεπίπεδον. Έστω έπίπεδον (Π) καί εύθεΐα (ε) αύτοΰ. Διά τής- 
(ε) τό επίπεδον (Π) διαιρείται είς 
δύο μέρη (Π χ ) καί (Π 2 ), (σχ. 33), 
διά τά οποία είναι ; . 

(Π 1 )υ(Π 2 ) = (Π)-(ε) 
καί (Π|) Π (Π 2 ) — 0 

Τά (Π!) καί (Π 2 ) καλούνται ήμι- 
επίπεδα. , 

Κατά τόν ορισμόν ή ευθεία (ε), ή οποία καλείται καί αρχική εύθεΐα των 
ήμιεπιπέδων, δέν άνήκει είς ούδέν έξ αυτών. Τότε δυνάμεθα ταυτα νά τά λέγω- 
μεν καί άνοτκτά ήμιεπίπεδα. 

Έάν δμως θέλωμεν νά συμπεριλάβωμεν καί την (ε) είς τά ήμιεπίπεδα, 
τότε ταυτα θά λέγωνται κλειστά καί θά είναι : 

{ Π Χ ) υ (Π 2 ) — (Π) καί 
(Π,)Π (Π 2 ) = (ε) 

47. Επίπεδα τμήματα. Διακρίνομεν δύο είδη επιπέδων τμημάτων, 
κυρτά καί μή κυρτά. 

Κυρτόν έπίπεδον τμήμα καλείται κάθε ύποσύνολον (Γ^) έπιπέδου (Π), 
διά τό όποιον Ισχύει τό έξης (σχ. 34) : 

Διά κάθε ζεύγος σημείων Α,Β £ (Π!) τό εύθύγραμμον τμήμα ΑΒ ανή- 
κει είς τό (Π 1 ), ήτοι ΑΒ £ .(Π Χ ) 



Σχ. 33 ' 





Σχ. 




Μή κυρτόν έπίπεδον., τμήμα καλείται κάθε ύποσύνολον (Π.,) επιπέδου 
(Π), διά τό όποιον Ισχύει τό εξής (σχ. 35): 

’ Υπάρχει έν τούλάχιστον ζεύγος σημείων Α,Β £ (Π 2 ) τοιουτον, ώστε τό 





Σχ. 35 

48. Είδη Επιφανειών. Ή έννοια της έπιφανείας γενικώς δέν ορίζεται, 
θεωρουμένη, ώς πρωταρχική έννοια. Πάντως τα διάφορα είδη Επιφανειών δύ- 
νανται νά περιγράφουν περιφραστικώς είτε καί διά μαθηματικών σχέσεων εις 
Επαρκή εως πλήρη βαθμόν άναγνωρίσεως αύτών. Θά άρκεσθώμεν εις τήν περι- 
φραστικήν μόνον περιγραφήν τών κυριωτέρων είδών επιφανειών τά όποια, 
έκτος τής ήδη γνωστής επιπέδου έπιφανείας, είναι : 

ί) Τεθλασμένη ή πολυεδρική επιφάνεια. Άποτελεΐται από Επίπεδα 
τμήματα (σχ. 36) όχι του αύτοΰ Επιπέδου, τά ό- _ 
ποια καλούνται £δραι τής πολυεδρικής έπιφανεί- Α \ 

ας. ' Η τομή δύο Εδρών είναι ευθεία ή τμήμα ευ- | ^ — Γ 1 

θείας (βλ. εις σχήμα τήν ΑΒ) καί καλείται άκμή 
τής πολυεδρικής έπιφανείας καί ή τομή τριών '· , : 

τούλάχιστον εδρών (άν ύπάρχη) είναι σημειον \ * : . 

(βλ. εις σχήμα τό Β), τό όποιον καλείται κο- \ 

ρυφή τής πολυεδρικής έπιφανείας. Σχ, 36 

ϋ) Καμπύλη Επιφάνεια. Έπ’ αυτής ούδέν Επίπεδον τμήμα υπάρχει. 
Καμπύλη Επιφάνεια είναι ή σφαιρική Επιφάνεια (σχ. 

37) ή οποία ας θεωρηθή γνωστή, ώς παράδειγμα* άπό 

τήν προηγουμένην τάξιν. / Λ 

ίίί) Μικτή ή τυχαία Επιφάνεια. Αυτή άποτελεΐται γ * ] 

άπό Επίπεδα καί καμπύλα τμήματα. 

Αί επιφάνεια γενικώς διακρίνονται εις κυρτάς καί V / 

μή κυρτάς, οριζομένων τών Εννοιών τούτων κατά 
τρόπον άνάλογον πρός τάς άντιστοίχους Εννοιας διά Σχ. 37 

τάς γραμμάς (§ 42). 

49. Επιπεδομετρία καί Στερεομβτρία. *Η γεωμετρία, έξετ&ζουσα 
τά σχήματά τών στερεών, τέμνει κατ’ άρχάς αυτά δι’ Επιπέδων καί Εξετάζει 
τάς τομάς. Εις τό πρώτον (καί μεγαλύτερον) μέρος της, 1 όπου Εξετάζει .τάς 
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επιπέδους αύτάς τομάς,ή γεωμετρία καλείται Επιπεδομετρία. . Εις τδ δεύτερον 
μέρος της ή γεωμετρία, έξετάζει τά σχήματα των στερεών έν δλφ καί καλείται 
Στερεομετρία. νΑ· 

Είς τδ πρώτον μέρος της γεωματρίας, δηλαδή είς την έπιπεδομετρίαν, . 
δταν θά λέγω μεν «σχήμα» θά έννοοΰμεν έπίπεδον σχήμα. 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

Β'. 

10. Δίδονται τρία σημεία Α, Β, Γ μή κείμενά έπ’ ευθείας καί φέρομεν τά εύθύγραμ- 
μα τμήματα ΑΒ, ΑΓ, ΒΓ. Έάν Ο είναι έσωτερικδν σημεΐον τοϋ σχήματος ΑΒΓ, δείξατε 
βτι 

ΑΒ + ΑΓ _±.^ < ΟΑ + ΟΒ + ΟΓ < ΑΒ + ΑΓ + ΒΓ. 

2 · · 

11. Έπί των πλευρών ΑΒ, ΒΓ, ΓΑ κλειστής τεθλασμένης γραμμής ΑΒΓΑ, λαμβά- 
νομεν τά σημεία Α', Β', Γ' άντιστοίχως. Δείξατε δτι 

Α'Β' + ΒΤ' 4- ΓΆ' < ΑΒ + ΒΓ + ΓΑ. 

12. Δίδεται ή κλειστή κυρτή τεθλασμένη γραμμή ΑΒΓΔΑ καί φέρομεν τά τμήματα 
ΑΓ καί ΒΔ. Δείξατε δτι 

ΑΒ + ΒΒ - + ΓΔ + ΔΑ _ < ΑΓ + ΒΔ < ΑΒ + ΒΓ + ΓΔ + ΔΑ. 

13. Νά διατυπωθούν οί ορισμοί κυρτής καί μή κυρτής έπιφανείας άντίστοιχοι πρός 
έκείνους τής κυρτής καί μή κυρτής γραμμής. Νά άναφερθή άνά 8ν παράδειγμα άπδ τάς 
έπιφανείας γνωστών στερεών. 

ΓΩΝΙΑΙ 

50. 'Ορισμός. Δύο ήμιευθεΐαι Οχ καί Ογ μέ κοινήν αρχήν σημεΐον Ο 
(σχ. 38), διαιρούν τδ έπίπεδον εις δύο έπί- 
πεδα τμήματα (Γ^ καί (Γ 2 ), έκ τών οποίων 
το έν είναι κυρτδν καί τδ άλλο μή κυρτόν. 

"Εκαστον έκ τών δύο τούτων επιπέδων τμη- 
μάτων (Γ^ καί (Γ 2 ) καλείται γωνία καί 
μάλιστα ή μία κυρτή καί ή άλλη μή κυρτή. 

’Άρα γωνία καλείται έκαστον έκ τών δύο 
έπιπέδων τμημάτων, είς τά όποια δύο ήμι- 
ευθεΐαι μέ κοινήν άρχήν διαιρούν τό έπίπε- 
δόν των. 

Αί ήμιευθεΐαι Οχ καί Ογ καλούνται Σχ. 38 

πλευράν έκάστης γωνίας καί ή κοινή άρχή 

Ο τών πλευρών καλείται κορυφή έκάστης γωνίας έκ τών (Γ^ καί (Γ 2 ), 

4 : ·.- ■ ■ : ^ ν' .· ' 1 · · . 

συμβολίζονται δέ χΟγ καί χΟγ άντιστοίχως. 
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32 Προσανατολισμός γωνίας 

/Ισοδύναμοι προς τον προηγούμενον ορισμόν .είναι :καί. οι ακόλουθοί δύο 
ορισμοί,: · ... ·.■. .. /ν'Ο 

Κυρτή γωνία καλείται ή τομή δύο ήμιεπιπέδων (Π) και (Ρ) τού άύτοδ 
έπιπέδου, των όποιων αί άρχικαι εύθεϊαι τέμνονται είς σημεΐον Ο (σχ. 39), 




Μή κυρτή γωνία καλείται ή ενωσις δύο ήμιεπιπέδων (Π) καί (Ρ) τού 
αύτού έπιπέδου, τών όποιων αί άρχικαι εύθεϊαι τένμονται είς σημεΐον Ο 

(«λ· 40)· 


51. Προσανατολισμός γωνίας — Έπέκτασις της έννοίας της γω- 
νίας. Σκόπιμον είναι ώρισμένας φοράς νά θεωρήσωμεν τήν γωνίαν, ώς πε- 
ριοχήν του έπιπέδου, διαγραφομένην ύπό ήμιευθείας Οχ, στρεφομένης είς τό 
έπίττεδον περί τήν άρχήν Ο κατά ώρισμένην φοράν περιστροφής (σχ. 41). 
Κατά ταυτα, μία γωνία θά Θεωρείται πλήρως κα- 
θωρισμένη, δταν είναι γνωάτά τά άκόλουθα τέσσα- 
ρα στοιχεία της : 

ί) *Η αρχική πλευρά της Οχ. 
ίΐ) Ή τελική πλευρά της Οχ. 
ΐΐΐ ) *Η φορά διαγραφής της, ήτοι ή φορά κατά 0 
τήν όποιαν ή άρχική πλευρά της Οχ, στρεφομένη 
περί τήν αρχήν Ο, λαμβάνει τήν θέσιν Οχ. 



ίν) *0 ακέραιος άριθμός 1 ί, ό όποιος δεικνύει πόσας πλήρεις περιστροφάς 
έξετέλεσεν ή άρχική πλευρά Οχ, πρίν αυτή λάβη τήν τελικήν θέσιν της Οχ. 

Μία γωνία μέ τά προηγούμενα τέσσαρα στοιχεία, καλείται προσανατο- 
λισμένη γωνία. ' 

Είναι προφανές δτι δύο μόνον είναι αί δυνάταί φοραί περιστροφής τής 
άρχικής πλευράς Οχ περί τήν αρχήν Ο. Προς διαφοροποίησιν αυτών τών 
δύο φορών περιστροφής, τήν μίαν, αύθαιρέτως έκλεγεΐσαν, καλοΰμεν θετικήν 
καί τήν άλλην (άντίθετον τής πρώτης )άρνητικήν φοράν περιστροφής. Κατά 
συνήθειαν, ώς θετικήν φοράν περιστροφής θεώρουμεν τήν άντίθετον της κινή- 
σεώς τών δεικτών του ωρολογίου ( σχ. : 41 ). 

Προκειμένου διά δύο. ή περισσοτέρας γωνίας αυτό πού μάς ένδιαφέρει 


ί 




3 


11 
Γ 1 


ι 


γωνιων 
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κυρίως, δέν είναι τδ άν είναι, θετικώς ή άρνητικώς προσανατολισμένα!., αλλά 
τδ άν αύται είναι δμοιόστροφοι ή έτερόστροφοι, ήτοι εάν είναι της αυτής ή 
αντιθέτου φοράς. Είς τήν συμβολικήν άναγραφήν των, προτάσσομεν τό σύμ- 
βολον # ενώ είς τήν άναγραφήν της γωνίας προτάσσομεν πάντοτε τήν άρχικήν 

πλευράν π.χ. < χΑγ σημαίνει προσανατολισμένη γωνία μέ άρχικήν πλευροςν 

/Ν 

τήν Αχ. Χρησιμοποιείται καί δ συμβολισμός (Αχ, Αγ) διά διατεταγμένου 
ζεύγους ήμιευθειών, δπου ή Αχ είναι ή άρχική πλευρά καί ή Αγ ή τελική 
πλευρά της γωνίας. 

52 . Ίσότης είς τδ σύνολον των γωνιών . Δύο γωνίαν καλούνται ϊσαι 
τότε καί μόνον τότε, δταν δύνανται νμ ταυτισθούν διά μετατοπίσεως τής 
μι&ς έπι τής άλλης. 

Έπί προσανατολισμένων γωνιών πρέπει επί πλέον νά είναι του αυτού 
προσανατολισμού, ή άρχική δέ πλευρά των νά έχη έκτελέσει τδ αύτδ πλήθος 
1ί πληρών περιστροφών πριν λάβη τήν τελικήν της θέσιν. 

*Η σχέσις της ίσότητος είναι άνακλαστική, συμμετρική καί μεταβατική, 
ήτοι έάν (Γ Χ ), (Γ 2 ), (Γ 3 ) είναι γωνίαι, τότε : 

1) (Γ Χ ) = (Γ,) 

ϋ) (ΙΥ) =(Γ 2 ) => (Γ 2 ) = (Γ Χ ) 

ϋί) (Γ Χ ) = (Γ 2 ) Λ (Γ 2 ) - (Γ 3 ) => (Γϊ) - (Γ 3 ). 

53. Εφεξής καί διαδοχικά! γωνίαι. *Εφεξής καλούνται δύο γωνίαι 
χΑχ χ καί χ χ Αχ 2 (σχ. 43), δταν έχουν τήν αυτήν κορυφήν καί, νοο*ύμεναι 
προσανατολισμέναι, είναι της αυτής φοράς, ή τελική δέ πλευρά τής πρώ- 
της είναι άρχική πλευρά τής δευτέρας. 








Σχ- 42 


Σχ. 43 


Διαδοχικοί καλούνται ν τδ πλήθος γωνίαι (σχ. 42), δταν έχουν τήν αυτήν 
κορυφήν Α καί, νοούμεναι προσανατολισμέναι, είναι τής αυτής φοράς, ή τε- 
λική δέ πλευρά έκάστης είναι άρχική πλευρά τής έπομένης π.χ. αί γωνία 
& χΑχ 1} < χ ! Αχ 2 , ..., < Χν^ΑΧν 
.3 
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"Αθροισμα γωνιών 


54. "Αθροισμα γωνιών. Άθροισμα δύο έφεξής γωνιών < χΑχ χ και 
< . χ χ Αχ 2 καλείται ή γωνία < χΑχ 2 μέ άρχικήν πλευράν τήν άρχικήν 
πλευράν τής πρώτης γωνίας και τελικήν τήν τελικήν πλευράν τής δευτέ- 
ρας γωνίας (σχ. 43). Συμβολικώς γράφομεν < χΑχ 1 + < χ ι Αχ 2 = < χΑχ 2 . 

Έάν αί γωνίαι δέν είναι έφεξής, δυνάμεθα διά μετατοπίσεως νά τάς 
καταστήσωμεν εφεξής. 'Η διαδικασία πρδς εύρεσιν του άθροίσματος δύο 
γωνιών καλείται πράξις τής προσθέσεως ή άπλώς πρόσθεσις των γωνιών. 

Άναλόγως ορίζεται το άθροισμα περισσοτέρων τών δύο γωνιών, αν είς 
τό άθροισμα τών δύο πρώτων προσθέσωμεν τήν τρίτην γωνίαν κ.ο.κ. 

Είς τδ σχήμα 44 έχομεν : 

< χΑχ! + < ΧιΑχ 2 η + < Χ ν - ιΑχ ν = < χΑχ ν . 

'Η πράξις τής προσθέσεως είς τδ σύνολον τών γωνιών είναι έσωτερική 
πράξις, διότι τδ άθροισμα δύο γωνιών είναι γωνία καί επομένως τδ σύνολον 
τών γωνιών είναι κλειστόν ώς πρδς 
τήν πράξιν τής προσθέσεως. Έπί πλέον 
είναι άντιμεταθετική προσεταιριστική 
καί μονότροπος, ήτοι έάν (Ι\), (Γ 2 ), 

(Γ 3 ) είναι γωνίαι, ισχύουν : 

ΐ) (Γ Χ ) + (Γ 2 ) = (Γ 2 ) + (Γ λ ) 
ίί) [(Γι) + (Γ 2 )] + (Γ 3 ) — *■ 

(Γχ) + [(Γ,) +(Γ 3 )]. 

Αί άποδείξεις τών ιδιοτήτων τούτων 
είναι άνάλογοι πρδς τάς άντιστοίχους 
αποδείξεις διά τά εύθύγραμμα τμήμα- 
τα καί παραλείπονται. 



Παρατήρηστς. Είς τήν γεωμετρίαν χρησιμοποιοΰμεν κατά κανόνα γωνίας 
κυρτάς καί μή προσανατολισμένας. Κατά ά- 
πλούστερον ορισμόν, τδ άθροισμα δύο τοιούτων 7 \ 

~ Ν ^ \ X ψ 

έφεξής γωνιών χΟγ καί γΟζ (σχ. 45), είναι ή ** 

γωνία χΟζ με τήν αυτήν κορυφήν Ο, πλευράς 
τάς μή κοινάς πλευράς Οχ καί Οζ τών γωνιών 
καί περιέχουσα τήν κοινήν πλευράν Οχ αύτών. 

Άναλόγως ορίζεται καί τδ άθροισμα περισσό- 0 ^ 

τέρων τών δύο γωνιών. Σχ 45 



55. Διαφορά δύο γωνιών. Άς θεωρήσωμεν δύο προσανατολισμένας 
γωνίας < χΑχι καί < χΑχ 2 τού αυτού προσανατολισμού, μέ κοινήν κο- 
ρυφήν Α καί κοινήν άρχικήν πλευράν τήν Αχ (σχ. 46 α, β). Διαφορά τής 
< χΑχ 2 άπδ τήν < χΑχ^ συμβολιζομένη μέ < χΑχ! — - ·£ χΑχ 2 , καλείται 
ή προσανατολισμένη γωνία < χ 2 Αχ 1? ήτοι είναι ·£ χΑχ λ — < χΑχ 2 = 


Γινόμεμον γωνίας έπί φυσικόν άριθμόν 
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< χ%Αχι, τότε καί μόνον τότε, όταν <£ χΑχ χ — <£ χΑχ 2 4” Χ 2 Αχ χ . 

' Η διαδικασία προς εΰρεσιν της διαφοράς δύο γωνιών καλείται πράξις 
τής άφαιρέσεως ή άπλώς άφαίρεσις των δύο γωνιών. 

Συναφώς όρίζομεν καί τήν σχέσι ν της ά- 
νισότητος (διατάξεως) είς τό σύνολον τών γω- 
νιών, ώς άκολούθως: Έάν ή διαφορά ·£ χ 2 ΑΧ| 
τών δύο γωνιών είναι του αυτού προσανατολι- 
σμού προς εκείνον τών άρχικών γωνιών, ή πρώ- 
τη άπό τάς άρχικάς γωνίας < χΑΧ| καλείται 
μεγαλυτέρα (άπολύτως) της δευτέρας γωνίας 

/Ν 

< χΑχ 2 (σχ. 46α) καί συμβολίζομεν χΑχ 1 

Λ 

> χΑχ 2 . Έάν ή διαφορά < Χ^Αχ χ είναι αντι- 
θέτου προσανατολισμού πρός εκείνον τών άρ- 
χικών γωνιών, ή πρώτη άπό τάς άρχικάς γω- 
νίας < χΑχι καλείται μικροτέρα (άπολύτως) 
της δευτέρας γωνίας < χΑχ 2 (σχ. 46β) καί 

Α Α 

συμβολίζομεν χΑχ χ < χΑχ 2 . (Αί προηγούμε- 
ναι σχέσεις άνισότητος είναι σχέσεις άπόλυτοι, 
ήτοι άπηλλαγμέναι προσανατολισμού). 

Έάν (Γ Χ ), (Γ 2 ), (Γ 3 ), (Γ 4 ) είναι γωνίαι, διατυπώνομεν τάς άκολούθους 
ιδιότητας της άνισότητος είς τό σύνολον τών γωνιών : 

ί) 'Η σχέσις τής άνισότητος είναι μεταβατική, ήτοι : 

(Γ ι) > (Γ2) Λ (Γ^ > (Τ 3 ) => (Γ > (Γ 3 ). 

ϋ) (Γ α ) > (Γ^ Λ (Γ 3 ) > (Γ 4 ) => (ΓΟ + (Γ 3 ) > (14) + (Γ 4 ) δηλαδή δυ- 
νάμεθα νά προσθέσωμεν κατά μέλη όμοίοστρόφους άνισότητας. 

Ηί) (ΓΟ >·(Γ ί ) => (Γ,) + (Τ 3 ) 

> (Γ 2 ) + (Γ 3 ) δηλαδή δυνάμεθα νά 
προσθέσωμεν είς άμφότερα τά μέλη 
μιας άνισότητος γωνιών, τήν αύτήν 
γωνίαν. 

Αί άποδείξεις τών ιδιοτήτων τού- 
των είναι άνάλογοι πρός έκείνας τών 
άντιστοίχων ιδιοτήτων διά τά εύθύ- 
γραμμα τμήματα. 




Σχ. 47 


56. Γινόμενον γωνίας έπΐ φυ- 
σικόν άριθμόν. "Εστω μία γωνία 
χΑχ χ . Καλείται γινόμενον αυτής επί 
τον φυσικόν άριθμόν ν ή γωνία < χΑχ ν , ή οποία προκύπτει άπό τήν πρόσθε- 
σιν ν γωνιών ίσων πρός τήν < χΑχ χ (σχ. 47). 


4 
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Πολλαπλασιασμός γωνίας έπΐ ρητόν 


Τότε γράφομεν : ^ χΑχ ν ==-ν * ·£ χΑχ*. 

;Τ 57 . Πηλίκον γωνίας διά φυσικου άριθμοΰ. "Εστω ή γωνία < χΑχ ν . 
Καλείται πηλίκον αυτής διά του φυσικοΰ άριθμοΰ ν ή γωνία # χΑχ 1? διά τήν 
οποίαν ισχύει ή σχέσις < χΑχ ν — ν · < χΑχ χ . Τότε| γράφομεν : 


< χΑχ χ 


< χΑχ ν 

ν 


58. Πολλαπλασιασμός γωνίας έπί ρητόν. "Εστω γωνία ω καί μ/ν 
εις ρητός αριθμός. Γινόμενον της γωνίας ω επί τον ρητόν μ/ν καλείται μία 
γωνία φ, ή οποία προκύπτει έάν την γωνίαν ω την πολλαπλασιάσωμεν επί τόν 
άκέραιον μ καί τό γινόμενον τό διαιρέσωμεν διά του άκεραίου ν. Τότε γράφομεν 


φ 


ω ή φ = 


μ · ω 
ν 


Παρατήρησις. Τάς γωνίας, δυνάμεθα νά τάς συμβολίζομεν, πρός άπλού- 
στευσιν, καί μέ πεζά (μικρά) γράμματα του άλφαβήτου, ως τά ω, φ, σ κλπ. 


59. Μηδενική καί πλήρης γωνία. Διάνάέχη νόημα καί ή διαφορά δύο 

/Ν 

ίσων γωνιών, δεχόμεθα την ΰπαρξιν μηδενικής γωνίας, ήτοι γωνίας χΑχ* 

της οποίας αί δύο πλευραί ταυτίζονται 

(σχ. 48α). Ή μηδενική γωνία άποτελεϊ 

τό ουδέτερον στοιχεΐον διά τήν πράξιν 

της προσθέσεως εις τό σύνολον των γω- 
/\ 

νιών, συμβολίζεται μέ 0 ή *£ 0 καί εί- 
ναι Α + 0 = 0 -{- Α = Α διά κάθε γω- 

Α 

νίαν Α. 

Πλήρης γωνία καλείται ή γωνία 

Α 

χΑχ 15 της όποίας ή αρχική πλευρά ταυ- 
τίζεται μέ τήν τελικήν κατόπιν μιας πλή- 
ρους περιστροφής αύτης περί τήν κορυφήν 
τηςΑ (σχ. 48β). 

50. Πεπλατυσμένη γωνία ή ευθεία γωνία καλείται μία κυρτή γωνία 

χΑχ 1? της όποίας αί πλευραί κεΐνται επ’ ευθείας καί είναι αντίθετοι ήμι- 
ευθεϊαι (σχ. 48γ). 

Παρατήρησις. Δύο πεπλατυσμέναι γωνίαι είναι ίσαι, διότι ή μία 
δύναται νά ταυτισθή μετά της άλλης διά μετατοπίσεως. "Αρα δλαι αί πεπλα- 
τυσμέναι γωνίαι είναι ίσαι μεταξύ των. Επομένως ή πεπλατυσμένη γωνία 
διατηρεί σταθερόν μέγεθος. 

61. Παραπληρωματικοί γωνίαι καλούνται δύο γωνίαι ω καί φ, όταν 
έχουν άθροισμα μίαν πεπλατυσμένην γωνίαν (σχ. 49). 


X, X 
Α ο > > 

α 



Διχοτόμος γωνίας 
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62. Διχοτόμος γωνίας χΑγ καλείται ή ήμιευθεΐα Αζ μέ άρχήν τήν 
κορυφήν Α, εσωτερική της χΑγ καί ή όποια διαιρεί τήν χΑγ εις δύο άλ- 


λας ΐσας γωνίας, ήτοι χΑζ = ζΑγ (σχ. 50 ). 



Αξίωμα. Μία γωνία Ιχει μίαν 
καί μόνον μίαν διχοτόμον. 



63. Όρθή γωνία. Δύο ϊσαι καί παραπληρωματικά! γωνίαι χΑγ καί 

/V. /Ν /Ν 

γΑζ καλούνται όρθαί. (σχ. 51). Τότε γράφομεν : χΑγ = γΑζ = I 1 -. 
Πόρισμα. Ή κοινή πλευρά Αγ δύο 

έφεξής όρΟών γωνιών χΑγ καί γΑζ εί- 
ναι διχοτόμος τής πεπλατυσμένης γω- 

/Ν 

νίας ζΑχ. 7 


Ψ 


#· 


Α 

64. Θεώρημα. Έάν έκ τών τεσσά- Σχ. 51 

ρων κυρτών γωνιών, τάς όποιας σχη- 
ματίζουν δύο τεμνόμεναι εύθεΐαι, δύο έφεξής είναι Ισαι, τότε καί αί τέσσα- 
ρες γωνίαι είναι ϊσαι καί μάλιστα άρθαί, αί δέ εύθεΐαι λέγομεν δτι τέμνονται 
καθέτως. 


Άπόδειξις. Έστωσαν αί εύθεΐαι χΑχ' καί γΑγ' τεμνόμεναι εις τό Α, 

δια τας οποίας ύποθέτομεν ότι είναι χΑγ = γΑχ'. Επειδή έπί πλέον αί μή . 
κοιναί πλευραί Αχ καί Αχ' των ώς άνω 


γωνιών κεΐνται επ’ εύθείας, αί γωνίαι αύ- 
ται είναι καί παραπληρωματικαί, άρα εΐ- 

ναι όρθαί, ήτοι χΑγ == γΑχ' = I 1 - (σχ. 

ν' 

Ψ 

Α 

52). 

Η γωνία χ'Αγ' είναι παραπληρω- 
ματική τής όρθης γωνίας γΑχ', άρα εί- 

Α 


Ψ' 

ναι καί αύτή όρθή, δηλαδή χ'Αγ' = 1·-. 


ΣΧ. 52 


Όμοίως άποδεικνύεται ότι γ'Αχ — I 1 -. Αί εύθαΐαι χΑχ' καί γΑγ' 
λέγονται κάθετοι ή μία έπί τήν άλλην. 
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Ιδιότητες παραπληρωματικών γωνιών 


'Η καθετότης συμβολίζεται μέ τό σύμβολον Γράφομεν δηλαδή χΑχ' 

± γΑγ'. 

65 . Θεώρημα. Έξ ένός σημείου Α εύθείας ζχ μία καί μόνον μία κάθετος 
άγεται έπί τήν ζχ. 

Άπόδειξις. Πράγματι, διότι ή διχοτόμος μιας πεπλατυσμένης γωνίας 
είναι μία καί μόνον μία (σχ. 51 ), ή Αγ _1_ ζχ. 


66. * Ιδιότητες παραπληρωματικών γωνιών. 

ί) Αί μή κοιναί πλευραί δύο έφεξής παραπληρωματικών γωνιών, είναι 



Σχ. 53 Σχ. 54 


Άπόδειξις. Άς θεωρήσωεμν δύο εφεξής παραπληρωματικάς γωνίας 
χΟγ καί γΟζ (σχ. 53). Επειδή έξ ορισμού των παραπληρωματικών γωνιών, 

/Ν /Ν /V /Ν 

είναι χΟγ 4- γΟζ = 2 1 - καί επειδή χΟγ + γΟζ = χΟζ, επεται ότι χΟζ = 2 1 - 
ήτοι αί Οχ καί Οζ είναι άντίθετοι ήμιευθεΐαι. 

ϋ) Αί διχοτόμοι δύο έφεξής παραπληρωματικών γωνιών είναι κάθετοι. 
Άπόδειξις. Έστωσαν ΟΓ καί ΟΔ αί διχοτόμοι τών έφεξής παραπλη- 

/Ν ^ 

ρωματικών γωνιών χΟγ καί γΟζ (σχ. 54). Επειδή χΟγ + γΟζ = 2 1 - 
=> + — = 1*- => ΓΟγ + γΟΔ = 1·- => ΓΟΔ - I 1 -. 


67. Συμπληρωματικά! γωνίαι καλούνται δύο γωνίαι ω καί φ, δταν 
έχουν άθροισμα μίαν όρθήν γωνίαν, 

ήτοι ω + φ = I 1 - (σχ. 55). , / 



Σχ. 55 Σχ. 56 


68 . Πλάγια! εύθεΐαι . Δύο τεμνόμεναι ευθεΐαι λέγονται πλάγιαι, 
δταν δέν είναι κάθετοι. 

69. * Οξεία καί άμβλεΐα γωνία. Κάθε γωνία μικροτέρα τής όρθής 
καλείται δξεϊα γωνία (σχ. 56). 



Ή σύγκρισι$ των γωνιών 
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Κάθε κυρτή γωνία μεγαλυτέρα τής όρθής καλείται άμβλεία γωνία 
(σχ. 56). 

Δύο πλαγίως τεμνόμεναι εύθεΐαι ορίζουν τέσσαρας γωνίας έκ των όποιων 
αί δύο είναι όξεΐαι και αί δύο άμβλεΐαι. 

70. Ή σύγχρισις των γωνιών. Επειδή ή ορθή γωνία είναι σταθερά 
κατά μέγεθος, διότι είναι τό ήμισυ της πεπλατυσμένης γωνίας, διά τούτο 
αύτη δύναται νά χρησιμεύση ως μέτρον συγκρίσεως διά τάς άλλας γωνίας. 
Κάθε γωνία δύναται νά έκφρασθή είς όρθάς καί μέρη όρθής. Προς καλυτέραν 
κλιμάκωσιν όμως διά τήν σύγκρισιν των γωνιών, ως μέτρον συγκρίσεως 
χρησιμοποιείται τό 1 /90 της όρθής γωνίας, τό όποιον καλείται γωνία μιδς 
μοίρας ή απλώς μοίρα καί συμβολίζεται 1°. Οδτω μία ορθή γωνία έχει 90°, 
μία πεπλατυσμένη γωνία έχει 180° καί μία πλήρης γωνία έχει 360°. Έκαστη 
μοίρα υποδιαιρείται είς 60 ίσα μέρη, έκαστον τών όποιων καλείται πρώτον 
λεπτόν καί συμβολίζεται μέ 1', έκαστον δέ πρώτον λεπτόν υποδιαιρείται είς 
60 ίσα μέρη έκαστον τών όποιων καλείται δεύτερον λεπτόν καί συμβολίζεται 1". 
Τά δεύτερα λεπτά έν συνεχεία ύποδιαιροΰνται κατά τό δεκαδικόν σύστημα. 


ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

Α'. 

14. Έάν δύο έφεξής γωνιών αί διχοτόμοι των είναι κάθετοι, δείξατε δτι αί γωνίαι 
είναι παραπληρωματικαί. 

15. Ποίας γωνίας τό άθροισμα τής συμπληρωματικής της καί τής παραπληρωματι- 
κής της ίσοϋται μέ τό έπταπλάσιον τής γωνίας ; 

16. Δείξατε δτι αί διχοτόμοι δύο έφεξής γωνιών σχηματίζουν γωνίαν ίσην πρός τό 
ήμιάθροισμα αύτών. Εφαρμογή : Αί διχοτόμοι δύο έφεξής γωνιών σχηματίζουν γωνίαν 
120 °. Έάν ή μία έξ αύτών είναι ίση πρός τό 1/4 τής άλλης, νά εύρεθή τό μέγεθος έκάστης. 

17. Έάν δύο γωνίαι έχουν διαφοράν μίαν όρθήν γωνίαν καί τοποθετηθούν ή μία 
επί τής άλλης, ούτως, ώστε ν’ άποκτήσουν κοινήν κορυφήν καί κοινήν πλευράν, δείξατε 
δτι ή γωνία τών διχοτόμων των είναι τό ήμισυ τής όρθής. 

18. Ή γωνία ή σχηματιζομένη υπό τής διχοτόμου δοθείσης γωνίας καί τυχούσης 

ήμιευΟείας μέ άρχήν τήν κορυφήν τής δοθείσης γωνίας καί κειμένης έκτός αύτής, δείξατε 

δτι είναι ίση πρός τό ήμιάθροισμα τών γωνιών τών σχηματιζομένων υπό τής ήμιευθείας 
καί τών πλευρών τής δοθείσης γωνίας. 

19. Ή γωνία ή σχηματιζομένη ύπό τής διχοτόμου δοθείσης γωνίας καί τυχούσης 

ήμιευθείας μέ άρχήν τήν κορυφήν τής δοθείσης γωνίας καί κειμένης έντός αύτής, δείξατε 

δτι είναι ίση πρός τήν ήμιδιαφοράν τών γωνιών των σχηματιζομένων ύπό τής ήμιευθείας 
καί τών πλευρών τής δοθείσης γωνίας. 

20. Έάν μία γωνία είναι τά 3/8 τής όρθής, νά εύρεθή ή συμπληρωματική καί ή πα- 
ραπληρωματική αύτής είς μέρη όρθής καί εις μοίρας. 

21. Τρεις διαδοχικαί γωνίαι έχουν άθροισμα ίσον πρός 2 όρθάς. Έάν ή β' γωνία 
είναι τά 4/5 τής α' καί ή γ' τό 1/3 τής α' νά εύρεθοϋν αΰται είς μέρη όρθής καί είς μοίρας. 
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Αξονική συμμετρία 


22. Έκ σημείου Α άγονται τρεις ήμιευθεΐαι Αχ, Α γ, Αζ ούτως, ώστε αί τρεις δια- 

/ν. /χ 

δοχικαί γωνίαι χΑ)Γ, γΑζ, ζΑχ,νά είναι ϊσαι. Δείξατε δτι έκάστη των ήμιευθειών τούτων 
προεκτεινομένη διχοτομεί τήν γωνίαν των δύο άλλων ήμιευθειών. 

23. Έάν τέσσαρες ήμιευθεΐαι ΟΑ, ΟΒ, ΟΓ, ΟΔ, σχηματίζουν γωνίας ΑΟΒ = 
— ΑΟΔ καί ΒΟΓ = ΓΟΔ, δείξατε δτι αί ήμιευθεΐαι ΟΑ καί ΟΓ άποτελοΰν εύθεΐαν. 


ΑΞΟΝΙΚΗ ΣΥΜΜΕΤΡΙΑ 


71. Έστω έπίπεδον (Π) καί μία ευθεία (α) αύτοΰ, ή οποία τό διαιρεί 
είς τά δύο ήμιεπίπεδα ( Π ! ) καί (Π 2 ) (σχ. 57). Έάν φάντασθώμεν βτι το 
(Π) περιστρέφεται περί τήν εύθεΐαν (α) είς τρό- 
πον, ώστε τό ήμιεπίπεδον (Π!) νά καταλάβη τήν 
θέσιν (ΙΓ Χ ) ταυτιζόμενον μετά του (Π 2 ) καί τό 
(Π 2 ) νά καταλάβη τήν θέσιν (Π' 2 ) ταυτιζόμενον 
μετά του (Π,), τότε έν οίονδήποτε σχήμα (Τ) του 
επιπέδου (Π ) θά καταλάβη μίαν θέσιν (Τ' ), ή οποία 
θά καλήται συμμετρική του σχήματος (Τ) ώς 
πρός άξονα συμμετρίας τήν εύθεΐαν (α). Είναι 
προφανές ότι .έάν ύπάρχουν σημεία του (Τ) έπί 
του άξονος (α), ταύτα παραμένουν είς τήν αύτήν 
θέσιν κατά τήν περιστροφήν του επιπέδου (Π) καί 
καλούνται άναλλοίωτα σημεία κατά τήν συμμε- 
τρίαν ώς πρός τον άξονα (α). 

Συμβολικώς, διά νά δηλώσωμεν δτι τό σχή- 
μα (Τ') είναι συμμετρικόν του (Τ) ώς πρός άξονα εύθεΐαν (α), γράφομεν : 



Σχ. 57 


Πόρισμα I. 


(Τ)- 


(α) 


Έάν (Τ) 


Σ<α) 


(Τ') 

— * (Τ'), τότε και 


^(α) 

(Τ ) — > (Τ) δηλαδή έάν τό (Τ' ) είναι συμμετρικόν του (Τ) ώς 

πρός τον άξονα (α), τότε καί τό (Τ) είναι συμμετρικόν του (Τ') ώς πρός τόν 
αύτόν άξονα. _ 


Πράγματι, διότι καί μέ μίαν δευτέραν περιστροφήν του επιπέδου (Π) 
περί τήν εύθεΐαν (α), τούτο θά έπανέλθη είς τήνΙάρχικήν του θέσιν καί συνε- 
πώς τό (Τ') θά καταλάβη τήν θέσιν τού (Τ). 'Ως έκ τούτου, τά δύο σχήματα 
(Τ) καί (Τ') καλούνται συμμετρικά μεταξύ των ώς πρός τόν άξονα (α). 


Πόρισμα II. Δύο συμμετρικά μεταξύ των σχήματα είναι ϊσα. Διότι 
τό έν έξ αύτών δύναται διά μιας μετατοπίσεως νά ταυτισθή μετά τού άλλου. 
Η μετατόπισις αΰτη (τής συμμετρίας) καλείται άναστροφή. 



*Αξων συμμετρίας σχήματος 
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Πόρισμα III. Διά νά εΰρωμεν τό συμμετρικόν ευθείας (ε)ώς πρός άξονα 
συμμετρίας εύθεΐαν (δ), κατ’ άρχάς γνωρίζομεν δτι είναι ίσον σχήμα καί συνε- 
πώς είναι ευθεία (ε' ). Άρκεΐ έπομένως νά εΰρωμεν τά συμμετρικά Α' καί Β' 
δύο τυχόντων σημείων Α καί Β της (ε). Ταυτα θά κεΐνται επί της συμμε- 
τρικής εύθείας (ε' ) τής (ε) καί συνεπώς είναι ικανά νά τήν ορίσουν. 

Συνήθως ώς Ιν έκ τών δύο σημείων λαμβάνεται τό σημεΐον κατά τό 
όποιον ή (ε) τέμνει τόν άξονα (δ), έφ’ δσον τούτο ύπάρχει, διότι παραμένει 
άναλλοίωτον κατά τήν συμμετρίαν έφ’ δσον άνήκει είς τόν άξονα (δ) ( σχ. 58). 




Πόρισμα IV. Τό συμμετρικόν Α'Β' εύθυγράμμου τμήματος ΑΒ ώς 
πρός άξονα (δ) ορίζεται άπό τά συμμετρικά Α' καί Β' τών άκρων Α καί Β 
τού ΑΒ ώς πρός τόν άξονα (δ) (σχ. 59). 

Σημείωσις. Ή άξονική συμμετρία καλείται καί κατοπτρισμός, διότι 
δύο συμμετρικά μεταξύ των σχήματα έμφανίζουν τοιαύτην σχέσιν, οίαν σχέσιν 
έμφανίζει τό Ιν έξ αύτών μέ τό κατοπτρικόν του εΐδωλον. 


72. ’Άξών συμμετρίας σχήματος. Έάν 6λα τά σημεία ένός σχήματος 
(Σ) είναι άνά δύο συμμετρικά ώς πρός μίαν καί τήν αυτήν εύθεΐαν (α), τότε 
λέγομεν δτι τό (Σ) έχει άξονα συμμετρίας τήν εύθεΐαν (α). 

Αΰτη δέν άνήκει κατ’ άνάγκην εις τό (Σ) καί χωρίζει αύτό 
είς δύο ΐσα μέρη. 

'Ως παράδειγμα άναφέρομεν τήν διχοτόμον μιας γω- 
νίας, ή όποια είναι άξων συμμετρίας τού σχήματος (σχ. 

60). Σχ. 60 



ΚΑΘΕΤΟΙ ΚΑΙ ΠΑΑΓΙΑΙ 

73. Μεσοκάθετός. Έστω εύθεΐα χχ' καί σημεΐον Α έκτος αύτής. Θεω- 
ροΰμεν τό συμμετρικόν αύτοΰ Α' ώς πρός άξονα συμμετρίας τήν χχ' καί φέ- 
ρομεν τό εύθύγραμμον τμήμα ΑΑ' (σχ. 61 ), τό όποιον τέμνει τήν χχ' είς τό 
σημεΐον Α 0 . Τότε, λόγω τής συμμετρίας, έχομεν άφ’ ένός μέν ΑΑ^ = ΑΆ 0 , 

ήτοι τό Α 0 είναι μέσον τού τμήματος ΑΑ', άφ’ ετέρου δέ ΑΑ 0 χ = Α'Α,,Χ 
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Κάθετοι και ττλάγιαι 


καί επειδή επί πλέον αί γωνίαι αύται είναι παραπληρωματικαί, έπεται δτι 
είναι ορθαί, ήτοι αί εύθείαι χχ' καί ΑΑ' είναι κάθετοι μεταξύ των. 'Η ευθεία 
χχ', ώς κάθετος εις τό μέσον του εύθυγρ άμμου τμήματος ΑΑ', καλείται μεσο- 
κάθετος αυτού. 

Πόρισμα. Ό άξων συμμετρίας είναι μεσοκάθετος του τμήματος, πού 
ορίζεται άπό κάθε ζεύγος συμμετρικών σημείων Α, Α'. 

74. Θεώρημα. Έξ ένός ση- 
μείου Α κειμένου έκτος ευθείας (δ), 
μία και μόνον μία κάθετος άγεται 
έπ’ αύτήν. 

Άπόδειξις. Θεωρού μεν τό συμ- 
μετρικόν Α' τού Α ώς πρός τήν εύ- 
θείαν (δ ) καί φέρομεν τό τμήμα 
ΑΑ', τό όποιον τέμνει τήν (δ) εις Σχ. 61 Σχ. 62 

τό Α 0 (σχ. 62). 

'Η συμμετρία μάς έξασφαλίζει τήν ΑΑ' κάθετον επί τής (δ), άρα υπάρχει 
έκ τού Α κάθετος έπί τήν (δ ). 

"Ας ύποθέσωμεν δτι έκ τού Α υπάρχει καί άλλη κάθετος έπί τήν (δ), ή 

ΑΒ. Τότε θά είναι ΑΒΑ 0 = I 1 -. *Η Α'Β είναι ή συμμετρική τής ΑΒ καί έπο- 

— 

μένως θά είναι καί Α'ΒΑ 0 = 1Λ. "Αρα ΑΒΑ' = 2 1 -. Επομένως ή γραμμή 
ΑΒΑ' θά είναι ευθεία. Τά σημεία Α καί Α' 6μως μίαν καί μόνον μίαν εύθείαν 
ορίζουν, την ΑΑοΑ'. Επομένως ή ΑΒΑ' δέν δύναται νά είναι κάθετος παρά 
μόνον έάν ταυτίζεται μέ τήν ΑΑ 0 Α'. "Αρα δεν δύναται νά ύπάρχη καί δευτέρα 
κάθετος έκ τού Α έπί τήν (δ). 

Σημείωσις. Ή χρησιμοποιηθείσα εις τό προηγούμενον θεώρημα αποδει- 
κτική μέθοδος καλείται «μέθοδος τής είς άτοπον άπαγωγής» ή «μέθοδος 
τού άποκλεισμοΰ των δυνατών περιπτώσεων». Αΰτη οφείλεται είς τόν Εύκλεί- 
δην καί συνίσταται είς τό έξής : 

Ευρισκόμενοι είς άδυναμίαν νά προβώμεν είς τήν άμεσον άπόδειξιν μιας 
προτάσεως Α, θεωρούμεν δλα τά πιθανά ενδεχόμενα Β, Γ, . . ., Ν τά όποία 
δυνατόν νά συμβαίνουν. Λαμβάνοντες δν έκαστον έξ αυτών καί μέ τήν ύπόθεσιν 
δτι τούτο συμβαίνει, κατόπιν λογικής επεξεργασίας έάν φθάσωμεν είς συμπέ- 
ρασμα άναληθές, ή άτοπον δπως λέγομεν, άντίλαμβανόμεθα δτι είς τό έσφαλ- 
μένον συμπέρασμα μάς ώδήγησεν ή έσφαλμένη ύπόθεσις, ή όποία κατά συνέ- 
πειαν πρέπει νά άποκλεισθή. Διά τού τρόπου αύτοΰ, έάν αποκλεισθούν ώς 
εσφαλμένα τά ενδεχόμενα Β, Γ,..., Ν, πειθόμεθα δτι τό μόνον τό όποιον άλη- 
θεύει είναι τό ενδεχόμενον Α. 

Τά ενδεχόμενα Β, Γ, . . . , Ν καλούνται συμπληρωματικά τού Α. Έάν 
ένα ενδεχόμενον Α έχη δν μόνον συμπληρωματικόν Β, τούτο καλείται καί 
άντίθετον τού Α. :ν : 



Ιδιώτης της μεσοκαθέτου 
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Κατά τό προηγούμενον Θεώρημα, ή ύπόθεσις δτι δυνατόν νά ύπάρχη καί 
μία δευτέρα κάθετος έκ του Α πρός τήν (δ ), μάς ώδήγησεν εις τό έσφαλμένον 
(άτοπον ) συμπέρασμα βτι διά των σημείων Α αΐ Α' διέρχονται δύο εύθεϊαι. 

Αυτός ήτο καί δ λογος βάσει τοΰ οποίου άπεκλείσθη ή ύπαρξις καί μιας δευ- 
τέρας καθέτου. 

75. Ιδιώτης της μεσοκαθέτου. Θεώρημα. Όλα τά σημεία τής μεσοκα- 
θέτου (δ) εύθυγράμμου τμήματος ΑΒ και μόνον αύτά, Εχουν τήν Ιδιότητα νά 
άπέχουν έξ ίσου άπό τά άκρα τοΟ εύθυγράμμου τμήματος. 

Άπόδειξις. Τά Α καί Β είναι συμμετρικά ώς πρός τήν μεσοκάθετον (δ) 

(σχ. 63). Έάν Μ είναι τυχόν σημείο ν της (δ), τότε ή συμμετρία μάς έξασφαλί- 
ζει ΜΑ = ΜΒ. Επομένως δλα τά σημεία της μεσοκαθέτου ίσαπέχουν άπό 
τά άκρα Α καί Β τοΰ τμήματος. 

*Ας θεωρήσωμεν τώρα έν σημεϊον Ν, μη άνήκον εις τήν (δ) καί έστω 
δτι τούτο εύρίσκεται πρός τό μέρος τού Β ώς πρός τήν (δ). Τότε ή ΝΑ θά 
τέμνη τήν (δ) είς σημεϊον Ρ, διά τό όποιον θά είναι 

(1) ΡΑ = ΡΒ 

ώς σημεϊον της μεσοκαθέτου. 

Γνωρίζομεν όμως (§ 40) ότι ΝΒ < ΝΡ + ΡΒ, ή οποία λόγω της σχέσεως 
(1 ) δύναται νά γραφή : 

ΝΒ < ΝΡ + ΡΑ => ΝΒ < ΝΑ 

"Αρα κάθε σημεϊον Ν, μή άνηκον είς τήν μεσοκάθετον, απέχει άνίσους 
άποστάσεις άπό τά άκρα Α καί Β καί 
μάλιστα μεγαλυτέραν άπό έκεϊνο μετά 
τού οποίου κεϊνται εκατέρωθεν της με- 
σοκαθέτου. Επομένως μόνον τά ση- 
μεία της μεσονακθέτου (δ) έχουν τήν 
ιδιότητα νά ίσαπέχουν άπό τά άκρα τού 
τμήματος ΑΒ. 

Παρατήρησις. *Η προηγουμένη 
ίδιό'της των σημείων της μεσοκαθέτου 
εύθυγράμμου τμήματος καί μόνον αυ- 
τών, νά ίσαπέχουν άπό τά άκρα τοΰ 
τμήματος, άπεδείχθη διά της λογικής 
ισοδυναμίας των προτάσεων Α => Β καί 
όχι Α => οχι Β, έκ των οποίων έπεται Σχ. 63 

Α*=Φ-Β. 

76. Γεωμετρικός τόπος καλείται κάθε σύνολον σημείων, τοϋ όποίου 
τά σημεία και μόνον αύτά Εχουν μίαν ώρισμένην Ιδιότητα. 

. ί 
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Κάθετοι και ττλάγιαι 


<ι| 

ί 


Τά σημεία ενός γεωμετρικού τόπου (συντόμως γ. τόπου) είναι έν γένει 
άπειρα καί συνιστοΰν Ιν σχήμα (Τ). Έάν £ είναι ή καθοριστική ίδιότης ένός 
γ. τόπου (Τ), κάθε σημεΐον του σχήματος (Τ) Ιχει τήν ιδιότητα £, άλλα 
καί κάθε σημεΐον Ιχον τήν ιδιότητα £, άνήκει εις τόν γ. τόπον (Τ). 

Κατά ταΰτα, ή μεσοκάθετος (δ) ένός εύθυγράμμου τμήματος ΑΒ, είναι 
6 γ. τόπος των σημείων του επιπέδου μέ τήν καθοριστικήν ιδιότητα νά «ίσα- 
πέχουν άπό τά άκρα Α καί Β τού τμήματος ΑΒ». 


77. Θεώρημα. Έάν σημεΐον Α εύρίσκεται έκτός ευθείας (δ), τό κάθετον 
εύθύγραμμον τμήμα έκ τού Α πρός τήν (δ) είναι μικρότερον παντός πλαγίου 
εύθυγράμμου τμήματος έκ τού Α πρός τήν (δ). 

Άπόδειξις. Θεωροΰμεν τό συμμετρικόν Α' του σημείου Α ως πρός τήν 
εύθεΐαν(δ) καί φέρομεν τήν ΑΑ', ή ο- 
ποία τέμνει εις τό Αο τήν (δ). *Η συμ- «Α 

μερτία μάς έξασφαλίζει τήν ΑΑ' κάθε- 

τον επί τήν (δ ) καί ΑΑο = Α'Α*, = α α 

(®Χ·64)· ( §) Β <^ , Αο - 

Έάν θεωρήσωμεν καί έν πλάγιον 

εύθύγραμμον τμήμα ΑΒ έκ του Α πρός Λ 

τήν (δ), τό Α'Β θά είναι τό συμμετρι- , 

κόν αύτοΟ ώς πρός τήν (δ), επομένως , . 

ΑΒ = Α'Β = β. χ ' 

Τότε θά είναι (§ 40) ΑΑ' < ΑΒ + Α'Β ή 2α<2β => α<β ή 
ΑΑ^ < ΑΒ. 

'Ορισμός. Άπόστασις σημείου άπό εύθεΐαν καλείται τό μήκος τού κα- 
θέτου εύθυγράμμου τμήματος πού άγεται έκ τού σημείου πρός τήν εύθεΐαν. 


78. Θεώρημα. Έάν τά Ιχνη δύο πλαγίων 
εύθυγράμμων τμημάτων έκ σημείου Α πρός εύ- 
θεΐαν (δ) ίσαπέχουν άπό τό ίχνος Α 0 τής έκ τού Α 
καθέτου έπι τήν (δ), τά τμήματα είναι Ισα και 
άντιστρόφως. < 

Άπόδειξις. Έστωσαν ΑΒ καί ΑΓ τά δύο 
πλάγια τμήματα ώς πρός τήν εύθεΐαν (δ), διά τά Σχ. 65 

όποια ίσχύει ΑφΒ =Α 0 Γ (σχ. 65). Τότε τά Β 

καί Γ είναι συμμετρικά ώς πρός άξονα τήν ΑΑ 0 καί συνεπώς θά είναι 
ΑΒ = ΑΓ. 



Αντιστρόφους. Έστω δτι είναι ΑΒ = ΑΓ. Τότε τό σημεΐον Α θά κεΐται 
έπί της μεσοκαθέτου του τμήματος ΒΓ, δηλαδή ή κάθετος ΑΑ 0 έπί τήν (δ) 
είναι μεσοκάθετος του τμήματος ΒΓ (§75). "Αρα Α^Β = Α^Γ. 




Ίδιότης της διχοτόμου 
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79. Θεώρημα. Έάν τά Ιχνη δυο πλαγίων εύθυγράμμων τμημάτων έκ 
σημείου Α πρός εύθείαν (δ) άπέχουν άνίσους Αποστάσεις άπό τ6 Ιχνος Α„ 
τής έκ τού Α καθέτου έπί τήν (δ), τά τμήματα είναι κατά τήν αύτήν έννοιαν 
άνισα καί άντιστρόφως. 

’Απόδειξις. Έστωσαν ΑΒ καί ΑΓ δύο πλάγια εύθύγραμμα τμήματα 
έκ σημείου Α πρός ευθείαν (δ), 
διά τά όποια ύποθέτομεν 6τι εί- 
ναι Α 0 Β < Α,,Γ (1) (σχ. 66) 
όπου Α 0 τό Ιχνος της έκ του Α 
καθέτου έπί τήν (δ). Δυνάμεθα 
πάντοτε νά θεωρήσωμεν τά τμή- 
ματα ΑΒ καί ΑΓ πρός τό αυτό 
μέρος κείμενα ώς πρός την κά- 
θετον ΑΑ,,, διότι άν τούτο δέν 
συνέβαινε καί είχομεν ;τά ΑΓ 
καί ΑΒ' έκατέρωθεν της ΑΑ^, 
θά έλαμβάναμεν τό συμμετρικόν ΑΒ τού ΑΒ' ώς πρός τήν ΑΑο, τό όποιον 
θά κειται πρός τό αυτό μέρος ώς πρός τήν ΑΑ# μετά τού ΑΓ. 

Θεωροΰμεν τό συμμετρικόν Α' τού Α ώς πρός τήν (δ) καί φέρομεν τάς 
Α'Β καί Α'Γ. *Η συμμετρία μάς έξασφαλίζει ΑΒ = Α'Β — β καί ΑΓ = Α'Γ 
— γ. Έκ της σχέσεως (1 ) έπεται βτι ή κυρτή τεθλασμένη ΑΒΑ' περικλείεται 
υπό της ΑΓΑ', ένω έχουν τά αύτά άκρα. Τότε (§ 44) θά είναι 

ΑΒ + Α'Β < ΑΓ + ΑΤ ή 2β < 2γ => β < γ ή ΑΒ < ΑΓ. 



* Αντιστρόφως. Έστω ότι είναι ΑΒ < ΑΓ. Τότε άποκλείεται νά είναι 


Α 0 Β = Α 0 Γ, διότι τότε θά ήτο καί 
ΑΒ = ΑΓ, πράγμα τό όποιον άντί- 
κέιται εις τήν ύπόθεσιν. Επίσης α- 
ποκλείεται νά είναι καί ΑβΒ > Α^Γ, 
διότι, ώς έδείχθη, θά ήτο καί ΑΒ > 
ΑΓ, καί αυτό άντίκειται είς τήν γε- 
νομένην ύπόθεσιν. 

Επομένως τό μόνον τό όποιον 
δύναται νά συμβαίνη είναι ΑβΒ < 
Α 0 Γ. 

80. Ίδιότης της διχοτόμου 
κυρτής γωνίας. Θεώρημα. "Ολα 
τά σημεία τής διχοτόμου (δ) κυρ- 



τής γωνίας χΟγ καί μόνον αύτά, έχουν τήν Ιδιότητα νά Ισαπέχουν άπό 
τάς πλευράς τής γωνίας. 
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Ασκήσεις 


Άπόδειξις. "Εστω Μ τυχόν σημεΐον της διχοτόμου (δ ) κυρτής γωνίας 

χΟγ (σχ. 67 ). Έξ αύτοΰ φέρομεν τάς ΜΑ καί ΜΑ' καθέτους έπί τάς πλευράς 
Οχ καί Ογ άντιστοίχως. 'Η συμμετρία ώς πρός άξονα τήν διχοτόμον (δ) 
απεικονίζει την ήμιευθεΐαν Οχ έπί της Ον, έφ’ δσον είναι ω 1 = ω 2 . Περι- 
στρέφομεν τήν Οχ περί τήν διχοτόμον (δ ), ώστε αΰτη νά λάβη τήν θέσιν της Ογ. 
Τότε τό σημεΐον Α θά συμπέση μετά του Α', διότι άν δέν συνέβαινε τούτο, 
θά εΐχομεν δύο καθέτους έκ του Μ έπί τήν Ογ. "Αρα είναι ΜΑ = ΜΑ'. Έξ 
αύτοΰ Ιπεται δτι κάθε, σημεΐον της διχοτόμου (δ), ίσαπέχει άπό τάς πλευράς 
της γωνίας. 

"Εστω τώρα Ν σημεΐον εσωτερικόν της γωνίας χΟγ μή άνήκον εις τήν 
διχοτόμον (δ). Θά δείξωμεν δτι τούτο άπέχει άνίσους αποστάσεις άπό τάς 
πλευράς της γωνίας. 

Έκ του Ν φέρομεν τάς ΝΒ καί ΝΓ καθέτους έπί τάς Οχ καί Ογ άντι- 
στοίχως καί έστω δτι ή ΝΓ τέμνει τήν διχοτόμον (δ) είς σημεΐον Ρ. Έκ του 
Ρ φέρομεν τήν ΡΓ' κάθετον έπί τήν Οχ. Τότε, ώς έδείχθη, θά είναι ΡΓ = 
ΡΓ' =γ. Έάν καλέσωμεν ΝΒ = β καί ΝΡ = ε, άρκεΐ νά δείξωμεν δτι 
β < ε + γ. 

Φέρομεν τήν ΝΓ' = δ. Τότε, έπειδή ή β είναι κάθετος έπί της Οχ, ή 
δ θά είναι πλαγία, συνεπώς 

(1) β < δ 

Έπί πλέον δμως είναι καί (§40) 

(2) δ < γ +ε 
Έκ των σχέσεων (1) καί (2) έπεται δτι 

β < δ < γ -(- ε άρα β < γ + ε . ή ΝΒ < ΝΓ 

Επομένως τά σημεία της διχοτόμου (δ) άλλά καί μόνον αυτά έχουν τήν 
ιδιότητα νά απέχουν ΐσας αποστάσεις έκ των πλευρών Οχ καί Ογ της κυρτής 

γωνίας χΟγ. 

Πόρισμα. Ό γ. τόπος τών σημείων τά όποια εύρίσκονται εϊς τό έσωτε- 

Χν 

ρικόν γωνίας χΟγ και ίσαπέχουν άπό τάς πλευράς της, είναι ή διχοτόμος (δ) 
τής γωνίας. 


ΑΣΚΗΣΕ I Σ 


Α'. 

24. Δίδονται δύο εύθύγραμμα τμήματα ΑΒ καί ΓΔ. Έάν αί μεσοκάθετοι αυτών 
τέμνωνται εις σημεΐον Ο καί είναι ΟΒ = ΟΓ, δείξατε δτι θά είναι καί ΟΑ = ΟΔ. 

25. Δίδεται εύθεΐα (δ), δύο σημεία Α καί Β καί έστωσαν Α' καί Β' τά συμμετρικά 
αυτών ώς πρός τήν (δ). Έάν ή μεσοκάθετος του τμήματος ΑΒ τέμνη τήν (δ) είς τό Ε, 
δείξατε δτι ΕΑ = ΕΒ = ΕΑ' = ΕΒ'. 


Κεντρική συμμετρία 
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26. Δίδεται όρθή γωνία χΟγ. ΈπΙ της πλευράς Οχ λαμβάνομεν δύο σημεία Α καί 
Β τοιαΰτα, ώστε ΟΑ < ΟΒ καί έπί της Ογ λαμβάνομεν δύο σημεία Γ καί Δ τοιαϋτα, 
ώστε ΟΓ < ΟΔ. Δείξατε δτι ΑΓ < ΒΔ. 


Β'. 

27. Έάν δύο τμήματα ΑΒ καί ΓΔ μή άνήκοντα είς την αύτήν εύθεϊαν, έχουν κοινήν 
μεσοκάθετον εύθεϊαν (δ), δείξατε δτι αί μεσοκάθετοι των τμημάτων ΑΓ καί ΒΔ τέμνονται 
έπΐ της (δ). 

28. Δίδεται γωνία χΟγ. Έπί των πλευρών της λαμβάνομεν σημεία Α καί Β ούτως, 
ώστε νά είναι ΟΑ = ΟΒ. Έάν Μ είναι τυχόν σημεϊον της διχοτόμου της γωνίας, δείξατε 
δτι ΜΑ = ΜΒ. 

29. Δίδεται γωνία χΟγ καί έστω Οζ ή διχοτόμος της. Λαμβάνομεν τυχόν σημεϊον 
Α καί έστω Β τό συμμετρικόν αύτοϋ ώς πρός τήν διχοτόμον Οζ. Θεωροΰμεν τάς καθέτους 
ΑΓ _1_ Οχ καί ΒΔ Ογ. Δείξατε δτι ϊ) ΑΓ = ΒΔ, ϋ) ΑΛ = ΒΓ, ίϋ) αί ΑΓ καί ΒΔ 
(προεκτεινόμενα ι έν άνάγκη) τέμνονται έπί της διχοτόμου Οζ, ΐν), όμοίως καί άί ΑΔ καί 
ΒΓ. 

30. Δίδονται τρία σημεία Α, Β, Γ μή κείμενα έπ’ εύθείας. Φέρομεν τάς εύθείας ΑΒ, 
ΒΓ, ΓΑ καί θεωροΰμεν τάς καθέτους ΑΔ _|_ ΒΓ, ΒΕ _1_ ΑΓ, ΓΖ X ΑΒ, δπου τά Δ, Ε 
καί Ζ εύρίσκονται έπί των ευθειών ΒΓ, ΓΑ, ΑΒ. Νά άποδειχθη δτι ΑΔ + ΒΕ + ΓΖ < 
ΑΒ + ΒΓ + ΑΓ. 

31. Νά άποδειχθη δτι δ γ. τόπος τών σημείων, τά όποια ίσαπέχουν άπό δύο τε- 
μνομένας εύθείας είς σημεϊον Ο, είναι δύο κάθετοι εύθεϊαι διερχόμεναι διά του Ο. 

ΚΕΝΤΡΙΚΗ ΣΥΜΜΕΤΡΙΑ 

81. Έστω έπίπεδον (Π) καί σταθερόν σημεϊον Ο αύτοΰ. Δυνάμεθα νά 
φαντασθωμεν τό έπίπεδον τοϋτο, όλισθαϊνον έπί τοϋ έυατοϋ του, νά στρέφεται 
περί τό Ο ούτως, ώστε τυχόν σημεϊον Α αύτοΰ νά καταλάβη θέσιν Α', δπου ή 

γωνία ΑΟΑ' νά είναι πεπλατυσμένη. Εϊναι προφανές δτι τά σημεία Α, Ο, Α' 
κεϊνται έπ’ εύθείας καί εϊναι ΟΑ = ΟΑ' (σχ. 68). Τότε τό σημεϊον Α' κα- 
λείται συμμετρικόν του Α ώς πρός κέντρον συμμετρίας τό σημεϊον Ο, συμβο- 




λικώς δέ γράφομεν Α > Α' καί άναγιγνώσκομεν «τό Α, μέσω τής 

συμμετρίας κέντρου Ο, έχει τό συμμετρικόν του είς τό Α'» ή «τό Α άπεικονί- 
ζεται μέσω τής συμμετρίας κέντρου Ο, είς τό Α'». 

Έάν (Τ) εϊναι έν τυχόν σχήμα τού επιπέδου (Π ) (σχ. 69), κατά την περί- 



Κεντρική συμμετρία 


στροφήν, τούτο θά καταλάβη νέαν θέσιν (Τ'), ή οποία καλείται συμμετρική 
αύτοΰ κατά τήν συμμετρίαν £ α . Τότε, τυχόν σημεΐον Α του (Τ) θά έχη τό 
συμμετρικόν του Α' έπΐ του (Τ' ), άλλα καί τυχόν σημεΐον Β' του (Τ' ) είναι 
τό συμμετρικόν ενός σημείου Β του (Τ) κατά τήν συμμετρίαν κέντρου Ο. 
Συμβολικώς γράφομεν : 

Σο 

(Τ) >■ (Τ') 

Τό κέντρον της συμμετρίας Ο είναι τό μόνον άναλλοίωτον σημεΐον του 
(Π) κατά τήν κεντρικήν συμμετρίαν £ 0 , ήτοι τό μόνον σημεΐον, τό όποιον 
ταυτίζεται μετά του συμμετρικού του. 

Σο Σο 

Πόρισμα I. Έάν (Τ) > (Τ) τότε καί (Τ') ~>(Τ), 

δηλαδή έάν τό (Τ' ) είναι συμμετρικόν του (Τ ) κατά τήν συμμετρίαν κέντρου 
Ο, τότε καί τό (Τ ) είναι συμμετρικόν του (Τ' ) κατά τήν αυτήν συμμετρίαν. 

Πόρισμα II. Δύο συμμετρικά μεταξύ των σχήματα κατά τήν συμ- 
μετρίαν κέντρου Ο είναι Ισα, διότι ή κεντρική συμμετρία είναι μετατόπισις. 

Πόρισμα III. Κάθε εύθεΐα διερχομένη διά τού κέντρου Ο, παραμένει 
άναλλοίωτος κατά τήν κεντρικήν συμμετρίαν £ 0 , ήτοι ταυτίζεται μετά τής 
συμμετρικής της, ένφ κάθε ήμιευθεϊα μέ άρχήν τό Ο έχει ώς συμμετρικήν 
τήν άντίθετόν της (σχ. 70). 

- Α Β (Ε) 




(ε') Β' 


Σχ. 70 


Σχ. 71 


Πόρισμα XV. Τό συμμετρικόν εύθεΐας (ε) ώς πρός κέντρον Ο, ώς 
ίσον σχήμα, είναι εύθεΐα (ε'), ή όποία όρίζεται άπό τά συμμετρικά Α' και 
Β' δύο σημείων Α καί Β τής (ε), ώς πρός κέντρον συμμετρίας τό Ο (σχ. 71). 

Πόρισμα V. Τό συμμετρικόν εύθυγράμμου τμήματος ΑΒ ώς προς κέντρον 
σημεΐον Ο, ώς Ισον σχήμα, είναι εύθύγραμμον τμήμα και Α Β 

όρίζεται άπό τά συμμετρικά Α' καί Β' τών άκρων Α καί Β *\ Τ'* 

αύτοΰ ώς πρός τό Ο (σχ. 72). \ 


✓ \ 

82. Θεώρημα. Δύο εύθεϊαι (ε) καί (ε') συμμετρικοί \ 

κατά μίαν κεντρικήν συμμετρίαν τής όποίας τό κέν- ^ Τ 2 ~Κ 
τρον Ο δέν άνήκει είς αύτάς, ούδέν κοινόν σημεΐον έχουν. ~ 

Άπόδειξις. Κατ’ άρχάς παρατηρούμεν βτι αί δύο εύθεϊαι δέν δύνανται 
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Κατά κορυφήν γωνίαι 

νά ταυτίζωνται, διότι τό κέντρον συμμετρίας δέν άνήκει είς τήν (ε) (σχ. 73). 

"Ας ύποθέσωμεν τώρα ότι ύπάρχει Ιν σημεΐον 
Μ κοινόν των δύο εύθειών ήτοι : 

(1) Μ € (ε) καί Μ6(ε') 

Τότε άν Μ' είναι τό συμμε- 
τρικόν του ώς πρός τό Ο, έκ των 
σχέσεων (1) Ιπεται άντιστοίχως: 

Μ' € (ε') καί Μ' € (ε) 

ήτοι τό Μ' είναι κοινόν σημεΐον των δύο εύθειών. Τότε όμως αί δύο εύθεΐαι 
θά έταυτίζοντο ώς έχουσαι δύο κοινά σημεία Μ και Μ', δπερ άτοπο ν. ’Άρα αί 
δύο εύθεΐαι δέν δύνανται νά έχουν κοινόν σημεΐον. 

83. Κέντρον συμμετρίας σχήματος. Έάν όλα τά σημεία ενός σχήμα- 
τος (Σ) είναι άνά δύο συμμετρικά ώς πρός 
έν καί τό αύτό σημεΐον Ο, τότε λέγομεν ότι 
τό (Σ) έχει κέντρον συμμετρίας τό σημεΐον 
Ο, τό όποιον συνήθως καλείται απλώς κέν- 
τρον του σχήματος (σχ. 74). 

84. Κατά κορυφήν γωνίαι. Δύο γω- 
νίαν καλούνταν κατά κορυφήν τότε καί μόνον τότε, δτάν έχουν κοινήν κο- 
ρυφήν σημεΐον Ο καί είναι συμμετρικοί ώς πρός κέντρον συμμετρίας τήν 
κορυφήν των Ο (σχ. 75). 


(ε^) 

Σχ. 75 Σχ. 76 

Πόρισμα I. Είς δύο κατά κορυφήν γωνίας αί πλευραί τής μιας 
είναι προεκτάσεις τδ>ν πλευρών τής άλλης. 

Πόρισμα II. Δύο κατά κορυφήν γωνίαι είναι Χσαι, λόγφ συμμετρίας. 

85. Γωνία τεμνομένων εύθειών. Έάν δύο εύθεΐαι (ε!) καί (ε 2 ) τέ- 
μνωνται είς σημεΐον Ο (σχ. 76), καλού μεν γωνίαν αύτών τήν μικροτέραν 
γωνίαν ω έκ των σχηματιζομένων μέ κορυφήν τό Ο. *Η γωνία ω καλεί- 
ται καί γωνία κλίσεως της μιας εύθείας ώς πρός τήν άλλην. 

4 



Α 



Α 


(ε) 


Μ 


,0 


Μ' 


(ε') 


Σχ. 73 


Α' 
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Παράλληλοι εύθεϊαι 


ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

Α'. 

32. Έάν δύο ήμιευθεϊαι Αχ καί Α'χ' είναι, συμμετρικά I ώς πρός κέντρον σημεΐον Ο, 
δείξατε δτι κάθε ευθεία διερχομένη διά του Ο καί τέμνουσα τήν Αχ εις σημεΐον Β, τέμνει 
καί τήν Α'χ' είς σημεΐον Β' καί έπί πλέον δτι είναι ΑΒ = Α'Β'. 

33. Δείξατε δτι αί διχοτόμοι δύο κατά κορυφήν γωνιών, είναι άντίθετοι ήμιευθεΐαι. 

34. "Έάν δύο εύθεϊαι (ε^ καί (ε 2 ) είναι συμμετρικαί ώς πρός κέντρον σημεΐον Ο, 
δείξατε δτι κάθε ευθεία διερχομένη διά τοϋ Ο καί τέμνουσα τήν (ε χ ), τέμνει καί τήν (ε^ 
καί έπί πλέον σχηματίζει ΐσας γωνίας μετ 5 αυτών. 

35. Έάν έν σχήμα Ιχη δύο άξονας συμμετρίας καθέτους μεταξύ των, δείξατε δτι 
έχει καί κέντρον συμμετρίας τήν τομήν τών άξόνων. 


ΠΑΡΑΛΛΗΛΟΙ ΕΥΘΕΪΑΙ 


86. * Ορισμός. Δύο συνεπίπεδοι εύθεϊαι καλούνται παράλληλοι τότε 
και μόνον τότε, δταν ούδέν κοινόν σημεΐον Εχουν. 


87. Θεώρημα. Δύο συνεπίπεδοι εύθεϊαι 
(ε Χ ) καί (ε^ κάθετοι πρός τρίτην εύθεϊαν 
(δ), είναι παράλληλοι. 

Άπόδειξις. Αρκεί νά δείξωμεν δτι 
ούδέν κοινήν σημεΐον έχουν (σχ. 77). Πράγ- 
ματι, έάν ύττηρχεν έν κοινόν σημεΐον Ρ, τότε 
έκ του Ρ θά ύπήρχον δύο κάθετοι (ε!) καί 
(ε 2 ) έπί τήν αύτην εύθεϊαν (δ) δπερ άτοπον. 
"Αρα αί (ε!) καί (ε 2 ) είναι παράλληλοι. 

Τό σύμβολον της παραλίας είναι / /, 
σημειώνομεν δηλαδή (ε!) // (ε 2 ) 


Χρ 

' ν 



88. Αξίωμα (αίτημα του Έύκλείδου) . 5 Από σημεΐον κείμενον 
έκτός εύθείας μία και μόνον μία παράλληλος άγεται πρός αύτήν. 

Ιστορικόν σημείωμα. Εις τό Α' βιβλίον τών «Στοιχείων» του Εύκλείδου (περί τό 
285 π.Χ. ) άναφέρεται τό έξης ε' αίτημα. «Ί^τήσθω. . . έάν είς δύο εύθείας ευθεία τις έμ- 
πίπτουσα, τάς εντός καί έπί τά αυτά μέρη γωνίας δύο όρθών έλάσσονας ποιή, έκβαλλομένας 
* τάς δύο εύθείας έπ’ άπειρον συμπίπτειν άλλήλαις, έφ’ ά μέρη είσίν αί τών δύο όρθών έλάσσο- 
νες γωνίαι». 

Τό αίτημα τοΰτο, (τό όποιον είναι τό είς τήν § 105 άναφέρομεν V πόρισμα), άντικα- 
τεστάθη ύπό τοΰ ΟβΓ^οηηβ κατά τό 1812 ή, κατ* άλλους, υπό τοΰ <1. ΡΙαγίαΪΓ κατά τό 1795 
ύπό της άνωτέρω προτάσεως, ή όποία έκτοτε είναι γνωστή ώς Εύκλείδειον αίτημα, ή δέ 
γνωστή είς ήμάς Γεωμετρία, ή παραδεχομένη καί στηριζομένη εις τό Εύκλείδειον αίτημα, 
λέγεται Εύκλείδειος Γεωμετρία. 

"Οσοι έπεχείρησαν νά Αποδείξουν τό Εύκλείδειον αίτημα δέν κατώρθωσαν παρά 
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νά μετατοπίσουν τήν πρότασιν νά παραδεχθούν δηλαδή άλλην πρότασιν ώς αίτημα καί έπι 
τη βάσει αύτης νά άποδείξουν τό Εύκλείδειον αίτημα. Μάλιστα ό Γάλλος Ακαδημαϊκός 
Ιι3£ΐ·&η£β ήναγκάσθη νά άποσύρη έργασίαν του περί παραλλήλων εύθειών' καθ’ ήν στιγ- 
μήν τήν άνεκοίνωσεν έν τη συνεδρία της Ακαδημίας των Παρισίων είπών «πρέπει νά σκε- 
φθώ άκόμη έπΐ του ζητήματος τούτου». 

"Ολαι αί άκαρποι αδται προσπάθειαι πρός άπόδειξιν τού Εύκλειδείου αίτήματος ή- 
νάγκασαν τούς γεωμέτρας νά δεχθούν ή δτι τό ζήτημα είναι άλυτον, ή δτι είναι δυνατόν νά 
μή είναι άπολύτως άληθές τό αίτημα. Ούτω ό Ρώσσος Εού&ίοΙιβΛνδΙϊ.χ (1793 - 1856), 
ό Γερμανός Ηϊβπίθιηη (1826 - 1866) καί άλλοι, κατέληξαν είς τό δτι ή μή παραδοχή τού 
Εύκλειδείου αίτήματος δέν άγει είς άτοπα συμπεράσματα. Τοιουτοτρόπως, έκτός της γνω- 
στής εις ήμάς Εύκλειδείου Γεωμετρίας, υπάρχουν θεωρητικώς καί ή Γεωμετρία τού Εο- 
βαΙοΤίβννδΙίΥ κατά τήν όποιαν έξ ένός σημείου άγονται άπειροι παράλληλοι πρός δοθεΐσαν 
ευθείαν καί ή Γεωμετρία τού Κϊβπι&ηη κατά τήν όποίαν δέν ύπάρχουν παράλληλοι πρός 
δοθεΐσαν εύθεΐαν. 


Πόρισμα I. Κάθε εύθεΐα, ή όποια τέμνει μίαν έκ δύο παραλλήλων 
εύθειών, τέμνει και τήν άλλην. 


Έστωσαν (ει) // (ε 2 ) καί εύθεΐα (δ), ή οποία τέμνει τήν (ε^ είς τό 
σημεΐον Α (σχ. 78). Έάν ή (δ) δέν έτεμνε τήν (ε 2 ), 6ά ύπήρχον δύο παράλ- 
ληλοι έκ του σημείου Α πρός" τήν (ε 2 ), ή (ε 1 ) καί ή (δ), δπερ άτοπον. ’Άρα ή 
(δ ) τέμνει καί τήν (ε 2 ). 



/ 

/ Σχ. 78 


(δ,) 


«V 

ΙΟ 

;>ρ 

(ε) 


Σχ. 79 



Πόρισμα II . Δύο εύθεΐαι παράλληλοι πρός τρίτην είναι καί μεταξύ των 
παράλληλοι. 

Έστω δτι (δ Χ ) // (ε) καί (δ 2 ) // (ε) (σχ. 79). Αί (δ^ καί (δ 2 ) δέν δύ- 
νανται νά έχουν κοινόν σημεΐον, διότι, 
έάν υπήρχε κοινόν σημεΐον Ρ, θά εΐχο- 
μεν έξ αύτοΰ δύο παραλλήλους πρός τήν 
(ε), δπερ άτοπον. ’Άρα (δ!) // (δ 2 ). 


89. Θεώρημα. Έάν εύθεΐα (δ) εί- 
ναι κάθετος έπι τήν μίαν έκ δύο πα- 
ραλλήλων ευθειών (ε^ και (ε^, είναι 
κάθετος και έπι τήν άλλην. 


(ε,) 


(ε*) 


(δ) 

Α 

|ΊΠΗ.Ι· 1 


" 

Β 


Σχ. 80 


Άπόδειξις. "Εστω δτι (δ) Α (®ι) 
καί Α τό σημεΐον τομής αύτών (σχ. 

80). *Η (δ), έφ’ δσον τέμνει τήν (ει ) θά τέμνη καί τήν παράλληλόν της (ε 2 ) 
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έστω είς σημείον Β. Έάν ή (ε. 2 ) δέν ήτο κάθετος επί τήν (δ) καί θεωρήσωμεν 
τήν έκ του Β κάθετον έπί τήν (δ), αυτή θά ήτο παράλληλος της (ε^ (§ 87), 
δπερ άτοπον διότι θά ύπήρχον έκ του σημείου 
Β δύο παράλληλοι πρός τήν (ε Χ ). Ά,ρα είναι 
καί (δ) _1_ (ε 2 ). 

90. Ζώνη ή ταινία δύο παραλλήλων 

ευθειών καλείται τό επίπεδον τμήμα, πού πε- Σχ. 81 

ριέχεται μεταξύ των δύο παραλλήλων (σχ. 81 ). 

91. Γωνίαι σχηματιζόμεναι υπό ζεύγους παραλλήλων καί τεμνού- 
σης. Θεωρουμεν δύο παραλλήλους ευθείας (α)καί (β) καί μίαν ευθείαν (γ) τέ- 
μνουσαν αύτάς είς τά σημεία Α καί Β 
άντιστοίχως (σχ. 82). Τότε σχημα- 
τίζονται τέσσαρα ζεύγη κυρτών κα- 
τά κορυφήν γωνιών καί άς τάς συμ- 
βολίσωμεν μέ φ ΐ5 φ 2 , θ ΐ7 θ 2 , καίω Χ , 
ω 2 , σ ΐ7 σ 2 . Αί γωνίαι φ ΐ5 θ ΐ5 ω 2 
καί σ 2 κεινται έκτύς της ζώνης τών 
παραλλήλων καί συντόμως θά κα- 
λούνται γωνίαι έκτός, ένώ αί γω- 
νίαι φ 2 , θ 2 , ω Χ καί σ 1 έχουν κοινόν 
μέρος μέ τήν ζώνην τών παραλλή- 
λων καί συντόμως θά καλούνται γω- 
νίαι έντός. Έάν έπί πλέον δύο γωνίαι έξ αύτών κεινται πρός τό αυτό μέρος 
της τεμνούσης ΑΒ, όπως αί γωνίαι φι καί αη, θά καλούνται συντόμως γωνίαι 
έπί τά αύτά μέρη καί τέλος έάν δύο γωνίαι κεινται εκατέρωθεν τής τεμνούσης 
ΑΒ, όπως αί γωνίαι φ 2 καί ω 1? θά καλούνται συντόμως γωνίαι έναλλάξ. Σχε- 
τικώς μέ τάς γωνίας αύτάς ισχύει τό κάτωθι θεώρημα. 


( 9 ) 




92. Θεώρημα. Έάν δύο παράλληλοι ευθείαι τέμνω νται ύπο τρίτης, 
τότε αί σχηματιζόμεναι μή κοινής κορυφής 
γωνίαι : 

ί) έντός έναλλάξ είναι ίσαι 

ϋ) έντός έκτός και έπί τά αύτά μέρη^ ^ 
είναι ίσαι. 

ίίί) έντός καί έπί τά αύτά μέρη είναι πα- 
ραπληρωματικοί. Καί άντιστρόφως. 

Άπόδειξις. Έστωσαν (ε^) καί (ε 2 ) δύο 
παράλληλοι ευθειαι καί (δ ) μία τέμνουσα αύτάς είς τά σημεία Α καί Β άντισ- 

τοίχως (σχ· 83). 

Εις τήν παράγραφον 82 είδομεν δτι τό συμμετρικόν εύθείας (ε Χ ) ώς πρός 
κέντρον σημείον κείμενον έκτός αύτής, είναι ευθεία παράλληλος πρός τήν (εί). 



Σχ. 83 
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Έάν έπομένως Μ είναι τό μέσον τοΰ τμήματος ΑΒ, ή κεντρική συμμετρία μέ 
κέντρον τό Μ μας έξασφαλίζει προφανώς τό Β συμμετρικόν τοΰ Α. Τότε ή 
συμμετρική ευθεία της (εχ ) θά είναι ή έκ τοΰ Β παράλληλος της (ε| ), δηλαδή 

ή ( ε 2 )· 

ί) Λόγω της συμμετρίας ώς πρός τό Μ έχομε ν : 

(1) οη = ω 2 , 

ήτοι αί εντός εκτός εναλλάξ γωνίαι είναι ΐσαι. 

ϋ) Επειδή οη = ω 3 ώς κατά κορυφήν καί λόγω της (1) έχομεν : 

ω 2 =ω 8 

ήτοι αί έντός έκτός καί επί τά αυτά μέρη γωνίαι είναι ΐσαι. 

ϋί) Επειδή αί γωνίαι ω 2 καί φ είναι παραπληρωματικαί, ήτοι ω 2 -)- φ = 
2ί καί λόγω της (1) έχομεν : 

ω ι + φ — 2 1 -, 

ήτοι αί έντός καί επί τά αυτά μέρη γωνίαι είναι παραπληρωματικαί. 

’Αντιστρόφως Τό άνωτέρω Θεώρημα, επειδή έχει μίαν ύπόθεσιν (ε Χ ) // 
(ε 2 ) καί τρία συμπεράσματα τάς προτάσεις ΐ), π) καί πΐ), έχει τρία αντίστρο- 
φα, τά όποια δμως δύνανται νά συνοψισθοΰν είς τό έξης : 

Έάν άληθεύει μία τών προτάσεων ί), ϋ), ίΐί) Αληθεύουν καί αί £τεραι 
δυο καν αί εύθεΐαι (ε 2 ) και (ε 2 ) είναι παράλληλοι. 

Έάν άληθεύη μία των προτάσεων ί), η), ίϋ) ευκόλως φαίνεται ότι Αλη- 
θεύουν καί αί έτεραι δύο (διατί ; ). Αρκεί λοιπόν νά δείξωμεν δτι έάν άληθεύη 
μία εξ αύτών, έστω ή ΐ ), ήτοι έάν αί σχηματιζόμεναι υπό της τεμνούσης ΑΒ 
έντός εναλλάξ γωνίαι ω Χ καί ω 2 είναι ΐσαι, τότε αί εύθεΐαι (ε 2 ) καί (ε 2 ) είναι 
παράλληλοι (σχ. 84). 

Τοΰτο πράγματι συμβαίνει, διότι έάν αί (ε 2 ) καί (ε 2 ) έτέμνοντο έστω είς 
τό σημεΐον Ρ, θεωροΰμεν τήν ευθείαν (ε) έκ τοΰ Β παράλληλον της (ε^, ή 
οποία θά σχηματίζη μετ’ αύτης τά 
ναλλάξ γωνίας ΐσας, δηλαδή 
(1 ) οη = ω 

Έξ ύποθέσεως όμως έχομεν 
{2 ) ω 1 = ω 2 

Έκ των (1) καί (2 ) έπεται δι 
(3 ) ω = ω 2 

Αί γωνίαι δμως ω καί ω 2 έχουν τήν αυτήν κορυφήν Β, κοινήν τήν 
πλευράν ΒΑ καί κοινόν μέρος. Έπομένως ταυτίζονται έφ* δσον είναι Ϊσαι 
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Όμόρροπος και αντίρροπος παραλληλία 


Α 


Β_ 


Σχ. 85; 


καί άρα ή εύθεΐα (ε 2 ) ταυτίζεται μέ τήν έκ του Β παράλληλον της (ε^, ήτοι 
(ε 3 ) = (β)//( ε ι)* 

93. 'Ομόρρ οπος καί άντίρρ οπος παραλληλία. Συνυφασμένη μέ τήν 
έννοιαν τής ευθείας (γενικώτερον τής γραμμής) είναι καί ή φορά διαγραφής 
της. Έάν έπί δεδομένης ευθείας έχη καθορίσθή καί ή φορά διαγραφής της, 
δηλαδή ή φορά κατά τήν οποίαν κινητόν σημεΐον άνευ παλινδρομήσεως δια- 
γράφει τήν ευθείαν, τότε αδτη λέγεται προσανατολισμένη εύθεΐα. Είναι γνω- 
στόν δτι έπί μιας ευθείας (ε) (σχ. 85), δύο μό- 
νον φοραί διαγραφής υπάρχουν, ή έκ του Α προς 
τό Β ή ή έκ του Β προς το Α. Αύται καλούν- (ε) 
ται άντίθετοι καί έάν τήν μίαν έξ αυτών τήν 
καλέσωμεν θετικήν, ή άλλη θά λέγεται άρνητι- 
κή. Τήν εύθείαν (ε) έπί τής οποίας ώρίσθη ή 
θετική καί ή άρνητική φορά διαγραφής της, θά τήν συμβολίζωμεν (ε). 

'Η έννοια τής όμορρόπου παραλληλίας άναφέρεται εις παραλλήλους εύ- 
θείας τής αυτής φοράς διαγραφής, άντιστοίχως ή έννοια τής αντίρροπου παραλ- 
ληλίας άναφέρεται εις παραλλήλους ευθείας άντιθέτου φοράς διαγραφής. 

Αί έννοιαι έπεκτείνονται καί εις παραλλήλους ήμιευθείας ώς καί εις 
παράλληλα εύθύγραμμα τμήματα κατά τόν αυτόν τρόπον. Φανερόν είναι δτι 
ή έννοια τού «όμορρόπου» ή «αντίρροπου» διά τάς εύθείας, ήμιευθείας καί 
εύθύγραμμα τμήματα, συνεπάγεται οπωσδήποτε καί τήν έννοιαν τής παραλ- 
ληλίας. -> 

Εις τό σχήμα 86 αί παράλληλοι ήμιευθείαι Αχ καί Βυ είναι όμόρροποι 
καί τό χαρακτηριστικόν των είναι δτι ή εύθεΐα ΑΒ τάς άφήνει εις τό έν ήμιεπί- 

δον έκ των δύο τά όποια ορίζει, ένώ είς τό σχήμα 87 αί ή μιευθεΐαι Αχ καί 



Βυ είναι άντίρροποι καί τό χαρακτηριστικόν των είναι δτι ή εύθεΐα ΑΒ έχει 
τάς ήμιευθείας εκατέρωθεν αύτής. 

'Η όμόρροπος παραλληλία δύο ευθειών (ε Χ ) καί (ε 2 ) συμβολίζεται 
( ε ι) || (ε 2 ), άντιστοίχως ή άντίρροπος παραλληλία μέ τό σύμβολον 
Όμοίως καί διά τάς όμορρόπους άντιστοίχως τάς άντιρρόπους ήμιευθείας 
ώς καί τά εύθύγραμμα τμήματα. 
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36. Έκ των όκτώ γωνιών τάς οποίας σχηματίζουν δύο παράλληλοι εύθεϊαι τεμνό- 
μεναιύπό τρίτης, ή μία ίσοϋται πρός τά 4/5 της όρθής. Νά ύπολογισθοΰν αί λοιπαί έπτά 
γωνίαι είς μέρη όρθης καί είς μοίρας. 

37. Δίδονται δύο παράλληλοι καί όμορροποι ήμιευθεΐαι Αχ καί Βγ. Φέρομεν τό 
τμήμα ΑΒ καί λαμβάνομεν σημεϊον Ο έντός της ζώνης των παραλλήλων ήμιευθειών, φέ- 
ρομεν δέ καί τά τμήματα ΟΑ, ΟΒ, Δείξατε δτι : 

ΑΟΒ = ΟΑχ + ΟΒγ 

38. Δίδεται ευθεία (δ) καί δύο σημεία Α καί Β αύτής. ’Άγομεν τάς ήμιευθείας Αχ 
καί Βγ παραλλήλους μεταξύ των καί πρός τό αύτό μέρος της (δ), λαμβάνομεν δέ σημεϊον Ο 
έκτός της ζώνης των παραλλήλων ήμιευθειών καί πρός τό μέρος της (δ) δπου εύρίσκονται 

αί ήμιευθεΐαι. Δείξατε δτι ή γωνία ΑΟΒ ίσοΰται μέ τήν διαφοράν των γωνιών ΟΑχ καί ΟΒγ. 

39. Έάν δύο εύθεϊαι τεμνόμεναι υπό τρίτης σχηματίζουν τάς έκτός έναλλάξ γωνίας 
ϊσας ή τάς έκτός καί έπί τά αυτά μέρη γωνίας παραπληρωματικάς, τότε αί εύθεϊαι είναι 
παράλληλοι. 

40. Δίδεται ή κυρτή τεθλασμένη γραμμή ΑΒΓΔ. Δείξατε δτι αί διχοτόμοι τών κυρ- 
τών γωνιών ΑΒΓ καί ΒΓΔ τέμνονται. 

41. Έάν (ε Χ ) καί (ε 2 ) είναι δύο παράλληλοι εύθεϊαι καί (δ) μία τέμνουσά αύτάς, δεί- 
ξατε δτι αί διχοτόμοι δύο έντός έναλλάξ γωνιών είναι παράλληλοι, ένώ αί διχοτόμοι δύο 
έντός καί έπί τά αύτά μέρη γωνιών είναι κάθετοι. 

42. Νά άποδειχθή δτι τό σχήμα πού άποτελοϋν δύο άντίρροποι ήμιευθεΐαι, έχει 
κέντρον συμμετρίας. 


43. Δύο συνεπίπεδοι εύθεϊαι (ε Χ ) καί (ε 2 ) έχουν τήν άκόλουθον ιδιότητα : Κάθε 
εύθεΐα τοϋ έπιπέδου τέμνουσά τήν μίαν τέμνει καί τήν άλλην. Νά άποδειχθή δτι (ε 1 )//(ε 2 ). 

44. Έάν δύο ήμιεπίπεδα (Π^) καί (Π 2 ) τοϋ αύτοϋ έπιπέδου ούδέν κοινόν σημεϊον 
έχουν, δείξατε δτι αί άρχικαί των εύθεϊαι είναι παράλληλοι ή ταυτίζονται. 

Γωνίαι μέ τάς πλευράς των πα- 
ραλλήλους ή καθέτους. 

94. Θεώρημα. Δύο γωνίαι μέ τάς / 

πλευράς των παραλλήλους είναι ΐσαι ή . — X. 

παραπληρωματικοί. ψ 4 ί ^ ψ 

Άπόδειξις. ΐ) Έστω σαν χΟγ καί * ^ 

χΌ'/ δύο γωνίαι (σχ. 88), μέ 0χ||0'χ' Χ(η\ 

καί 0γ| ΙΟ'γ 7 . 'Η εύθεΐα 0γ, έφ’ δσον 0 X- “ ^ Φ 

τέμνει τήν Οχ, θά τέμνη καί τήν παράλ- 
ληλόν της Ο'χ' είς σημεϊον Ο χ . Τότε θά Σχ ' 88 

είναι : ω =ω Χ (1) λόγω τών παραλλήλων Οχ||0'χ' τεμνομένων υπό της 
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Γωνίαι μέ πλευράς καθέτους 


Ον καί ω, = ω' (2 ) λόγφ των παραλλήλων 0γ||0Υ τεμνομένων υπό της 

' ;ΐ · ύ. & . /'ν XV 

Ο'χ'. Έκ τών σχέσεων (1) καί (2) έπεται ω = ω' (3) => χΟγ = χ'0Υ. 
μ) Επειδή είναι προφανώς ω + φ επί τη βάσει της σχέσεως (3), 

XX XV 

ή τελευταία γράφεται ω 7 -{- φ = 2 1 - => X Ο ν Τ-χΟ)^ — 2^-. 

Σημείωσις. Πρός διευκρίνισιν δυνάμεθα νά διαχωρίσωμεν τάς δύο περι-ί 
πτώσεις του προηγουμένου θεωρήματος, ώς άκολούθως : 

Δύο γωνίαι μέ τάς πλευράς των παραλλήλους είναι ϊσαι, εάν αί πλευραί 
των είναι όμόρροποι ή άντίρροποι, ενώ είναι παραπληρωματικαί, εάν £ν ζεύγος 
πλευρών είναι όμόρροποι, τό δέ έτερον ζεύγος πλευρών είναι άντίρροποι. 


95. Θεώρημα. Δύο γωνίαι μέ τάς πλευράς των καθέτους είναι ΐσαι ή 
παραπληρωματικαί. 

XV XV 

Άπόδειξις. ί) Έστωσαν χΟγ καί χ'ΟΥ δύο γωνίαι (σχ. 89), μέ τάς 
πλευράς των καθέτους, ήτοι Οχ _|_ Ο'χ' (1) 
καί Ογ _]_ 0'γ' (2). Έκ της κορυφής Ο' 
φέρομεν 0'χ Χ _]_ Ο'χ' (3) καί ΟΥ _Γ Ο'γ' 

(4) . Έκ των σχέσεων (1) καί (3) έπεται 
Οχ//0'χ 1 καί έκ τών (2) καί (4) έπεται 
Ογ // 0'Υι, ήτοι (κατά τό προηγούμενον 

XV XV 

θεώρημα) αί γωνίαι χΟγ καί χ^ΟΥ είναι ί- 
σαι, μέ τήν προϋπόθεσιν ότι έχουν τάς πλευ- 
ράς των όμορρόπους (άντιστοίχως άντιρρό- 
πους), ή ω Χ = ω (5). Είναι φανερόν όμως 
δτι = ω' (6), διότι άμφότεραι είναι 
συμπληρωματικαί τής αύτής γωνίας σ 

ΥΟ'χ' = γ χ 0Υ — I 1 -). Έκ τών σχέσεων 

XV 

(5) καί (6) λαμβάνομεν ω = ω' => χΟγ = 
ίί) Επειδή είναι προφανώς ω + φ = 2 ι => ω' -}- φ = 2 1 -. 
Ιϊαρατήρησίς. 5 Από τα δύο προηγούμενα θεωρήματα δύνανται νά εξα- 
χθούν τά άκόλουθα συμπεράσματα διά δύο γωνίας μέ τάς πλευράς των παραλ- 
λήλους μίαν πρός μίαν ή καθέτους μίαν προς μίαν : 

ί) Αί γωνίαι είναι ίσαι εάν άμφότεραι είναι όξείαι. 
ίί) Αί γωνίαι είναι ίσαι εάν άμφότεραι είναι άμβλείαι. 
ίϊί) Αί γωνίαι είναι παραπληρωματικαί εάν μία έξ αύτών είναι οξεία καί 
ή άλλη άμβλεΐα. 

96. * Ισότης καί πράξεις εις τό σύνολον τών προσανατολισμένων 

εύθυγράμμων τμημάτων. Μία προσανατολισμένη ευθεία (δ) εφοδιάζει τό έπί- 
πεδον μέ μίαν θετικήν φοράν (καί τήν άντίθετον αύτής άρννητικήν). Τό σύνο- 




"Άθροισμα προσανατολισμένων τμημάτων 
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λον βλων των προσανατολισμένων εύθυγράμμων τμημάτων του έπιπέδου, των 

— ► 

παραλλήλων πρδς τήν διεύθυνσιν (δ), άποτελεί έν ύποσύνολον Δ του συνόλου 
των προσανατολισμένων εύθυγράμμων τμημάτων του έπιπέδου. Κάθε εύθύ- 
γραμμον τμήμα του Δ μέ άκρα σημεία Α καί Β καί φοράν διαγραφής έκ του Α 
πρδς τδ Β, συμβολίζεται μέ ΑΒ. Τδ Α καλείται άρχή αυτού καί τδ Β τέλος 
ή πέρας. Είς την σχηματικήν άπεικόνισιν (σχ. 90), τοποθετοΰμεν αιχμήν 
βέλους είς τδ τέλος Β τού ΑΒ, ένδεικτικήν τής φοράς διαγραφής του. 

Δύο προσανατολισμένα τμήματα τής αύτής διευθύνσεως καλούνται δία- 
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Α «— 

X — 

— >Γ 

Α! 

X Β 
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ζ<- 

) 

— ΧΕ 

(δ) 
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_ 

(δ) 

4 * 


Σχ. 90 Σχ. 91 

δοχικά, δταν τδ τέλος τού ένδς είναι άρχή διά τδ άλλο άνεξαρτήτως τού εάν 
αύτά είναι όμόρροπα ή άντίρροπα. 

— ^ . — > — 4 

Είς 1*0 σχήμα 91 τά ΑΒ καί ΒΓ είναι διαδοχικά, ως έπίσης καί τά ΔΕ 
καί ΕΖ. 

Ίσα καλούνται δύο προσανατολισμένα τμήματα, τότε καί μόνον τότε 
δταν ίχοψ : 

α ) ΐσα μήκη 

β) τήν αύτήν διεύθυνσιν [παράλληλα πρδς τήν αύτήν εύθεΐαν (δ)], 
γ) τήν αύτήν φοράν (όμόρροπα). 

*Η σχέσις τής ίσότητος είναι άνακλαστική, συμμετρική καί μεταβα- 
— ► — ► 

τική, ήτοι άν α, β, γ είναι προσανατολισμένα τμήματα, τότε : 
ί) α = α 

— ► — 4 — ► — ► 

ϋ) α — β => β=α 

-*> — ► — ► — ► — ► — ► 
ϊϋ) α — β Λ β = γ => α = γ 

97. "Αθροισμα προσανατολισμένων τμημάτων τής αύτής διευθύν- 

— ► Η* 

σεως. "Αθροισμα δύο διαδοχικών προσανατολισμένων τμημάτων ΑΒ καί ΒΓ 

(σχ. 91) καλείται τδ προσανατολισμένον τμήμα ΑΓ μέ αρχήν τήν άρχήν τού 

— ► 

πρώτου καί τέλος τδ τέλος τού δευτέρου τμήματος. Συμβολικώς γράφομεν ΑΒ -9 
+ ΒΓ =ΑΓ (ομοίως είς τδ σχήμα είναι ΔΕ + ΕΖ =ΔΖ). Είναι φανερδν 
δτι τδ ΑΓ είναι παράλληλον πρδς τήν αύτήν διεύθυνσιν (δ) (διατί ;) καί επομέ- 
νως ανήκει καί αύτδ είς τδ σύνολον Δ. "Αρα ή πράξις τής προσθέσεωε (δια- 
δικασία εύρέσεως τού αθροίσματος) είναι εσωτερική πράξις τού συνόλου Δ , 
ήτοι τδ σύνολον Δ είναι κλειστδν ως πρδς τήν πρόσθεσιν. 



Αντίθετα προσανατολισμένα τμήματα 


Έάν τά προς άθροισιν προσανατολισμένα τμήματα δέν είναι διαδοχικά, 
ταΰτα δύνανται νά καταστούν διαδοχικά διά μετατοπίσεως. 

Άναλόγως ορίζεται τδ άθροισμα περισσοτέρων των δύο προσανατολι- 
σμένων τμημάτων, έάν εις τδ άθροισμα των δύο πρώτων προσθέσωμεν τδ 
τρίτον κ.ο.κ. 

Ή πράξις της προσθέσεως εις τδ σύνολον Α, είναι άντιμεταθετική προσε- 
ταιριστική καί μονότροπος, έχει δέ ουδέτερον στοιχεΐον τδ μηδενικόν προσα- 

— ► — ^ — > — λ 

νατολισμένον τμήμα, συμβολιζόμενον με 0, ήτοι έάν α, β, γ ανήκουν εις τδ 
Δ ισχύουν αί ιδιότητες : 

ί)α+β=β+α 

ϋ) (α + β) +γ— α +(β 4- υ) 

— — Φ· — ► — ► — ► 

ΐΐϊ ) α -)- 0 == 0 - 1- α == α 

Αί άποδείξεις είναι περίπου άνάλογοι πρδς έκείνας διά τά εύθύγραμμα 
τμήματα. 

98. Αντίθετα καλούνται δύο προσανατολισμένα τμήματα τότε καί 

μόνον τότε, 6ταν έχουν άθροισμα τδ μηδενικόν προσανατολισμένον τμήμα. 

Δύο άντίθετα προσανατολισμένα τμήματα είναι οπωσδήποτε άντίρροπα. Διά 
—> — > — ► 

κάθε τμήμα ΑΒ, αντίθετον είναι το ΒΑ, διότι ΑΒ + ΒΑ = ΑΑ = Ο. "Αρα 

ΑΒ = — ΒΑ + Ο => ΑΒ — — ΒΑ. 

— ► — ► 

Ή διαφορά ΑΒ — ΓΔ δύο προσανατολισμένων τμημάτων, άνάγεται εις 

άθροισιν, διότι ΑΒ — ΓΔ = ΑΒ — ( — ΔΓ) — ΑΒ + ΔΓ 

'Ο πολλαπλασιασμός καί ή διαίρεσις προσανατολισμένου τμήματος έπί 
ακέραιον, άντιστοίχως ρητόν, άνάγονται εις τάς άντιστοίχους πράξεις των 
εύθυγράμμων τμημάτων μέ την παρατήρησιν 6τι εδώ δυνάμεθα νά έπεκτεί- 
νωμεν τάς πράξεις ταύτας καί δι’ άρνητικούς πολλαπλασιαστάς (άντιστοίχως 
διαιρέτας). "Οταν είναι θετικός 6 πολλαπλασιαστής (ή διαιρέτης), τδ αποτέ- 
λεσμα είναι όμόρροπον τμήμα του άρχικού, ένφ όταν εΐναι άρνητικός ό πολλα- 
πλασιαστής (ή διαιρέτης), τδ άποτέλεσμα είναι άντίρροπον τμήμα τού άρχικού. 


ΑΣΚΗΣΕΙΣ 


45. Δίδονται δύο ζεύγη παραλλήλων εύθειών (ε Χ )//(ε 2 ) καί (ζ Χ ) // (ζ 2 ) όποια ι 

τέμνονται είς τέσσαρα σημεία Α, Β, Γ,Δ· Είς τό σχήμα ΑΒΓΔ νά άποδειχθή δτι : 

ϊ) Αί άπέναντι γωνίαι εΐναι ΐσαι. 

ϋ) Αί διπλαναί γωνίαι εΐναι παραπληρωματικαί. 

XV * % 

46. Δίδεται γωνία χΟχ. Φέρομεν Οχ χ _1_Οχ καί πρός τό μέρος όπου κεΐται ή Οχ καί 

XV XV 

ΟΧιΑΟχ καί δχι πρός τό μέρος δπου κεΐται ή Οχ. Δέίξατε ότι αί γωνίαι χΟχ, ΧιΟχ! εί- 
ναι ΐσαι καί δτι αί διχοτόμοι των εΐναι κάθετοι. 


ΒΙΒΛΙΟΝ ΠΡΩΤΟΝ 


ΠΟΛΥΓΩΝΑ 

99. * Ορισμός. Πολύγωνον καλείται τό σχήμα τό όποιον άποτελεΐ μία 
κλειστή τεθλασμένη γραμμή ΑΒΓ ··· ΝΑ. 

Αί κορυφαί της τεθλασμένης γραμμής καλούνται κορυφαί του πολυγώνου 
καί αί πλευραί της πλευραι αύτοΰ. 

'Έν πολύγωνον δέν δύναται να εχη όλιγωτέρας από τρεις κορυφάς, διότι 
όλιγώτερα άπό τρία σημεία δέν ορίζουν 
τεθλασμένην γραμμήν. 

Προσανατολισμένον καλείται τό πο- 
λύγωνον 6ταν ή τεθλασμένη γραμμή, πού 
τό άποτελεΐ, είναι προσανατολισμένη, 
δηλαδή βταν εχη όρισθή ή φορά διαγρα- 
φής της. 

100. Θεώρημα. Έν πολύγωνον *έχει τόν ίδιον άριθμόν κορυφών και 
πλευρών. 

Άπόδειξις. "Εστω πολύγωνον ΑΒΓ···Ν με ν τό πλήθος πλευράς (σχ. 
92). Παρατηρουμεν δτι υπάρχει άμφιμονοσήμαντος άντιστοιχία μεταξύ των 
κορυφών καί των πλευρών του, κατά την έννοιαν Α 4-* ΑΒ, Β 4 -> ΒΓ,..., 
Ν 4-*- ΝΑ. "Αρα οι κορυφαί τού πολυγώνου είναι ίσοπληθεΐς πρός τάς πλευ- 
ράς του. 

Καθ’ δσον ό άριθμός τών πλευρών ή κορυφών ενός πολυγώνου, είναι 
3,4,5,... ν, τό πολύγωνον καλείται τρίγωνον ή τρίπλευρον, τετράπλευρον, πεν- 
τάγωνον ή πεντάπλευρον, ...,ν /γωνον ή ν /πλευρον άντιστοίχως. 

Περίμετρος ένός πολυγώνου καλείται τό άθροισμα τών πλευρών αύτοΰ. 

Διαδοχικαι κορυφαί καλούνται δύο κορυφαί, αί όποΐαι είναι άκρα μιας 
καί τής αυτής πλευράς. 

Διαδοχικαι πλευραι καλούνται δύο πλευραί, αί όποΐαι συμβάλλουν εις 
μίαν καί την αύτήν κορυφήν. 

Διαγώνιος ένός πολυγώνου καλείται κάθε εύθύγραμμον τμήμα, τό όποιον 
έχει ως άκρα δύο μή διαδοχικάς κορυφάς. 





βφ Πολύγωνα 

Κυρτόν πολύγωνον καλείται κάθε πολύγωνον, όταν ή κλειστή τεθλασμένη 
γραμμή, ή όποία τό άποτελεί είναι κυρτή. . Τότε §ν κυρτόν πολύγωνον είς 
δύο τό πολύ σημεία δύναται νά τέμνεται υπό μιας 

εύθείας (δ) ή όποία δέν περιέχει πλευράν αύτοΰ (σχ. Α 

93) και κάθε πλευρά του προεκτεινόμενη άφήνει τό Κ / \ 

πολύγωνον πρός τό £ν έκ των δύο ήμιεπιπέδων, τά \ Α 

όποια ορίζει. \ 

Μή κυρτόν καλείται κάθε πολύγωνον όταν ή ^ ' ■ Ρ 

κλειστή τεθλασμένη γραμμή, ή όποια τό αποτελεί εΐ- Σχ. 93 

ναι μή κυρτή. 

Τότε υπάρχει μία τούλάχιστον εύθεΐα (δ), ή όποια δέν περιέχει πλευράν 
αύτοΰ καί ή όποια τό τέμνει εις περισσότερα των δύο σημεία Κ,Λ,Μ,Ν (σχ. 

94) καί έπί πλέον υπάρχει μία τούλάχιστον πλευρά αύτοΰ ΑΒ, ήόποίαπροε- 
κτεινομένη χωρίζει τό πολύγωνον εις δύο μέρη έκατέρωθεν αυτής. 

Γωνία ενός κυρτοΰ πολυγώνου καλείται ή κυρτή γωνία, τήν οποίαν σχη- 
ματίζουν δύο διαδοχικαί πλευραί του. 

Κάθε γωνία κυρτοΰ πολυγώνου περιέχει εντός αύτής ολόκληρον τό πολύ- 
γωνον (σχ. 95). 


(δ)— κ 






Σχ. 94 


Σχ. 95 


Εξωτερική γωνία μιας γωνίας Β κυρτοΰ πολυγώνου λέγεται ή εφεξής 
παραπληρωματική αυτής γωνία ω (σχ. 95). 

Εσωτερικόν σημεΐον ενός κυρτοΰ πολυγώνου καλείται κάθε σημεΐον 
Μ, 6ταν κάθε εύθεία (δ) διερχομένη δι’ αύτοΰ τέμνει ^ 
τό πολύγωνον εις δύο σημεία Ρ καί Σ (σχ. 96). ιί! 

Τό σύνολο ν όλων των έσωτερικών σημείων I (|ί|]|]>Β 

καλείται εσωτερικόν τοΰ πολυγώνου. 1] 111/ 


★ Παρατήρησις. Επειδή παντός κυρτοΰ πολυγώνου 
ΑΒΓ...Ν, έκάστη γωνία περιέχει έντός αύτης όλόκληρον τό 
πολύγωνον, τό έσωτερικόν τοΰ πολυγώνου δύναται νά θεω- 
ρηθη ώς τό κοινόν μέρος των έσωτερικών των γωνιών 
του (σχ. 97 ), δηλαδή ώς ή τομή 

έσ. Α Π ^ σ · Β Π ·*· Π ® σ · ^ 


Σχ. 96 



Σχ. 97 
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ 


Β'. 

47. Δείξατε δτι τδ έσωτερικδν ένδς τριγώνου ΑΒΓ ταυτίζεται μέ τήν τομήν των 
εσωτερικών δύο γωνιών αύτοϋ, ήτοι : 

έσ. ΑΒΓ = έσ. Β' Π έσ. Γ. 

48. Δείξατε δτι τδ έσωτερικδν ένδς κυρτοϋ τετραπλεύρου ΑΒΓΔ ταυτίζεται μέ τήν 
τομήν των έσωτερικών δύο άπέναντι γωνιών αύτοΰ, ήτοι : 

έσ. ΑΒΓΔ = έσ. Α Π έσ. Ϋ = έσ. Β Π έσ. Δ^ 

49. Δείξατε δτι τδ έσωτερικδν ένδς κυρτοϋ πολυγώνου Α 1 Α 2 Α 3 ...Α 3ν μέ 2ν πλευράς 
ταυτίζεται μέ τήν τομήν των έσωτερικών άρτίας διαδοχικής τάξεως γωνιών του, ήτοι 

έσ. Α 1 Α 2 Α 3 ...Α 2ν = έσ: . Α* Π έσ · Π ··· Π έσ. Α, ν 

ΤΟ ΤΡΙΓΩΝΟΝ 

101. Τδ τρίγωνον είναι το άπλούστερον άλλα καί τό σημαντικώτερον 
των πολυγώνων, διότι κάθε πολύγωνον δύναται κατά διαφόρους τρόπους νά 
άναλυθη εις τρίγωνα (σχ. 98). 

Κύρια στοιχεία του τριγώνου καλούνται αί τρεις πλευραί καί αί τρεις 
γωνίαι του. Ούτως Ιν τρίγωνον Ιχει Ιξ κύρια 
στοιχεία. Έκάστη πλευρά του τριγώνου δύνα- 
ται νά λέγεται καί βάσις αύτού. 

102 . Ύψη - διάμεσοι - διχοτόμοι. Έστω 
τρίγωνον ΑΒΓ. 

ί) Τό κάθετον εύθύγραμμον τμήμα ΑΔ Σχ. 98 

πού άγεται άπό τήν κορυφήν Α επί τήν εύ- 

θεΐαν, επί τής οποίας κεΐται ή άπέναντι πλευρά ΒΓ, καλείται ύψος τού τρι- 
γώνου πού άγεται άπό τήν κορυφήν Α επί τήν πλευράν ΒΓ. Άναλόγως ορί- 
ζονται καί τά ύψη άπό τάς κορυφάς Β καί Γ. Οΰτω κάθε τρίγωνον έχει τρία 
ύψη άγόμενα έκ των τριών κορυφών του, ήτοι ΑΔ, ΒΕ, ΓΖ (σχ. 99). 

Η) "Αν Μ είναι τό μέσον τής πλευράς ΒΓ, τό εύθύγραμμον τμήμα ΑΜ 
καλείται διάμεσος τού τριγώνου άπό τήν κορυφήν Α ή επί τήν πλευράν ΒΓ. 
Άναλόγως ορίζονται καί αί διάμεσοι άπό τάς κορυφάς Β καί Γ. Ούτω κάθε 
τρίγωνον έχει τρεις διαμέσους άπό τάς τρεις κορυφάς του, ήτοι ΑΜ, ΒΝ, ΓΡ 
(σχ. 100). 

ίϋ) Έστω Αχ ή διχοτόμος τής γωνίας Α, ή οποία τέμνει εις τό σημεΐον 
Ε τήν πλευράν ΒΓ. Τό εύθύγραμμον τμήμα ΑΕ καλείται διχοτόμος τής 

γωνίας Α τού τριγώνου ΑΒΓ. Άναλόγως ορίζονται καί αί διχοτόμοι τών 
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γωνιών Β καί Γ του τριγώνου ΑΒΓ. Οΰτω, κάθε τρίγωνον έχει τρεις διχοτό- 



τήν προέκτασιν της άπέναντι πλευράς ΒΓ εις τό Ε (σχ. 102), το τμήμα ΑΕ 

καλείται εξωτερική διχοτόμος τής γωνίας Α του τριγώνου ΑΒΓ. Ουτω κάθε 
τρίγωνον έχει τρεις έξωτερικάς διχοτόμους, αί όποΐαι άγονται άπό τάς τρεις 
κορυφάς του. 

Τα ύψη καί αί διάμεσοι ενός τριγώνου καθώς καί αί διχοτόμοι των γωνιών 
αυτού καλούνται δευτερεύοντα στοιχεία του τριγώνου. 'Τπάρχουν καί άλλα 
δευτερεύοντα στοιχεία ενός τριγώνου τά όποια θά γνωρίσωμεν εις τά έπόμενα. 

103. Συνηθέστεροι συμβολισμοί. Έν τρίγωνον μέ κορυφάς τά ση- 

Δ 

μεΐα Α, Β καί Γ συμβολίζεται μέ τριγ. ΑΒΓ ή ΑΒΓ ή άπλώς ΑΒΓ δταν 
προηγουμένως έχή άναφερθή ή λέξις τρίγωνον. 

Αί πλευραί ΒΓ, ΓΑ καί ΑΒ πού κεΐνται άπέναντι τών κορυφών Α, Β καί 
Γ άντιστοίχως, συμβολίζονται μέ α, β καί γ άντιστοίχως, ενώ ή περίμετρος 
του τριγώνου συμβολίζεται μέ 2τ, ήτοι 

α β Τ' Υ — 2τ. 

Τά ύψη άπό τάς κορυφάς Α, Β καί Γ συμβολίζονται μέ υ α , υβ καί υ γ 
άντιστοίχως, ομοίως αί άντίστοιχοι διάμεσοι μέ μ α , μβ καί μγ καί αί άντίστοι- 
χοι διχοτόμοι μέ δ α , δβ καί δ γ , ενώ αί έξωτερίκαί διχοτόμοι μέ Δ α , Δβ καί Δ γ 
(σχ. 103). 




Σχ. 103 

104. Είδη τριγώνων. Τά τρίγωνα δυνάμεθα νά τά κατατάξω μεν εις 
έξ κατηγορίας έξετάζοντες τά κύρια στοιχεία αυτών, ήτοι τάς πλευράς καί τάς 
γωνίας των. Καί ως προς τάς πλευράς έ'χομεν τάς έξης κατηγορίας. 
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ΐ) Άνισόπλευρον ή σκαληνόν καλείται έν τρίγωνον, δταν αί πλευραί 
του είναι άνισοι άνά δύο. 

ίί) Ισοσκελές καλείται Ιν τρίγωνον δταν δύο πλευραί του είναι ϊσαι. 
'Η τρίτη πλευρά του συνήθως καλείται βάσις. 

Ηί) Ισόπλευρον καλείται έν τρίγωνον, δταν και αί τρεις πλευραί του 
είναι ϊσαι. 



Σχ. 104 




'Ως πρδς τάς γωνίας εχομεν : 

ίν) ’Οξυγώνιον καλείται έν τρίγωνον, τού οποίου καί αί τρεις γωνίαι 
είναι όξέΐαι. 

ν) Όρθογώνιον καλείται έν τρίγωνον, δταν ή μία των γωνιών του είναι 




ορθή. 'Η άπέναντι τής ορθής γωνίας πλευρά καλείται ύποτείνουσα, αί άλλαι 
δέ πλευραί καλούνται κάθετοι πλευραί τού τριγώνου. 

νί) Αμβλυγώνιον καλείται έν τρίγωνον, δταν ή μία έκ των γωνιών 
του είναι αμβλεία. 


ΑΘΡΟΙΣΜΑ ΤΩΝ ΓΩΝΙΩΝ ΤΡΙΓΩΝΟΥ 

105. Θεώρημα. Είς κάθε τρίγωνον τό άθροισμα τών γωνιών του εί- 
ναι 2 1 ·. 

Άπόδείξίς. Έστω τδ τρίγωνον ΑΒΓ. Θεωρούμεν την έκ τού Α παράλ- 
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ληλον χ'Αχ της ΒΓ (σχ. 106). Τότε Θά είναι χ'ΑΒ == Β = ω και χΑΓ — Γ = 
φ, ώς εντός έναλλάξ των παραλλήλων χχ' και ΒΓ τεμνομένων ύπό των ΑΒ και 
ΑΓ άντιστοίχως. Επειδή χΑχ' είναι ευθεία, έχομεν 


χ'ΑΒ + Α + χΑΓ — 2*- ή ω+Α+φ=2 ί 

/Ν /Ν 

ή Β + Α + Γ = 2<-. 




Πόρισμα I. Κάθε έξωτερική γωνία τριγώνου ίσουται πρός τό άθροισμα 
των δύο έντός και άπέναντι γωνιών αύτοΰ. 

Πράγματι, άν Γ 4 είναι ή έξωτερική γωνία εις τήν κορυφήν Γ του τριγώ- 
νου ΑΒΓ (σχ. 107), έχομεν άφ’ ένός μέν Γ 4 + Γ — 2 1 - άφ’ ετέρου δέ Α -}- Β 
+ Γ — 2 1 -. Έξ αυτών έπεται 8τι Γ 1 — Α -}- Β. 

Πόρισμα II. Έάν δύο τρίγωνα έχουν δύο γωνίας ΐσας μία πρός 
μίαν, θά έχουν και τήν τρίτην αύτών γωνίαν ίσην. Τά τρίγωνα τότε θά 
λέγονται ισογώνια. 

Πόρισμα III. Τό άμβλυγώνιον τρίγωνον, μίαν μόνον άμβλεΐαν γωνίαν 
δύναται να έχη, τό δέ όρθογώνιον μίαν μόνον όρθήν καί τάς άλλας δύο οξείας. 

Πόρισμα IV. Αί δύο όξεΐαι γωνίαι ένός όρθογωνίου τριγώνου είναι συμ- 
πληρωματικοί. 

Πόρισμα V. "Αν δύο εύθεΐαι (ε Χ ) και (ε^ τεμνόμεναι ύπό τρίτης εύθείας 
(δ) σχηματίζουν δύο έντός και έπι τά αυτά μέρη γωνίας μέ άθροισμα μικρό- 
τερον τών 2 1 ·, αί εύθεΐαι αύται τέμνονται είς 
σημεΐον Μ πρός τό μέρος τών γωνιών τούτων 
(σχ. 108). / ω 



106. Θεώρημα. Τό άθροισμα τών γωνιών (£*) 
κυρτού πολυγώνου μέ ν πλευράς ίσούται μέ 

2ν - 4 όρθάς γωνίας. (6)' Σχ. 108 

Άπόδειξις. ’Έστω Α 1 Α 2 ...Α ν κυρτόν ν /γωνον. Έκ μιας κορυφής, έστω 
τής Α 1 φέρομεν δλας τάς διαγώνιους Α 1 Α 3 , Α 1 Α 4 ..., Α 1 Α ν _ ΐ5 διά τών οποίων 
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τό πολύγωνον χωρίζεται είς ν - 2 τρίγωνα (σχ. 109). Τό άθροισμα των γωνιών 
των τριγώνων τούτων είναι προφανώς ίσον πρός τό 
άθροισμα τών γωνιών του πολυγώνου. Επειδή τό κάθε ζ' ^>.^3 

τρίγωνον |χει άθροισμα γωνιών 2 1 ·, Ιπεται δτι τά ν - 2 \ 

τρίγωνα Ι^ουν άθροισμα γωνιών 2 1 · ■ (ν-2), ήτοι 2ν - 4 — . — \ 

όρθάς γωνίας. \ 

ΑΖ 

Σχ. 109 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ 


50. Εις έν τρίγωνον ΑΒΓ ή γωνία Α είναι 70°, ή δέ γωνία Β είναι τά 4/5 της Α. 

/Ν 

Νά εύρεθη ή γωνία Γ αυτού. 

/Ν /Ν 

51. Είς παν τρίγωνον ΑΒΓ δείξατε δτι : α) αΐ διχοτόμοι τών γωνιών Β καί Γ, 

/Ν 

Α 

τεμνόμεναι είς σημεΐον Ο, σχηματίζουν γωνίαν ϊσην μέ 1ί -}- -χ~, β) αΐ έξωτερικαί διχο- 

* 

^ ^ Α 

τόμοι τών γωνιών Β καί Γ τεμνόμεναι είς τό Ζ σχηματίζουν γωνίαν ϊσην μέ 1ί— -π- καί 

XV. XV. 

γ) μία έσωτερική καί μία έξωτερική διχοτόμος τών γωνιών Β καί Γ άντιστοίχως τεμνόμεναι 
είς τό Κ σχηματίζουν γωνίαν ϊσην μέ Α/2. 

52. Δείξατε δτι ή γωνία του ύψους καί τής διχοτόμου τριγώνου, πού άγονται άπό 
τήν αυτήν κορυφήν, ίσοΰται πρός τήν ήμιδιαφοράν τών δύο άλλων γωνιών τού τριγώνου. 

/Ν - _ 

53. ’Εάν είς κυρτόν τετράπλευρου ΑΒΓΔ αί διχοτόμοι τών γωνιών Α καί Β αύτού 

/Ν 

τέμνονται ε(ς σημεΐον Ε, δείξατε δτι Ε =— <> . 

54. Νά υπολογισθη τό άθροισμα τών γωνιών ένός κυρτού : α) πενταγώνου, β) 
έξαγώνου, γ) δωδεκαγώνου. 

55. *Εάν δύο γωνίαι κυρτού τετραπλεύρου είναι παραπληρωματικαί, δείξατε δτι 
καί αί άλλςιι δύο γωνίαι αύτού θά είναι παραπληρωματικαί. 

56. Πόσας πλευράς έχει Ιν κυρτόν πολύγωνον, δταν τό άθροισμα τών γωνιών του 
είναι α) 10 όρθαί γωνίαι, β) 16 όρθαί γωνίαι. 

57. Δείξατε δτι, έάν μία γωνία τριγώνου ίσοΰται πρός τό άθροισμα τών δύο άλλων 
γωνιών του, τότε τό τρίγωνον είναι όρθογώνιον. 

58- Έάν μία γωνία τριγώνου είναι μεγαλυτέρα τού άθροίσματος τών δύο άλλων 
γωνιών του, τό τρίγωνον είναι άμβλυγώνιον. 

59. Είς τρίγωνον ΑΒΓ νά άποδειχθή δτι ή διχοτόμος της γωνίας Α σχηματίζει μέ 
τήν πλευράν ΒΓ δύο γωνίας, τών όποίων ή διαφορά ίσοΰται μέ τήν διαφοράν τών γωνιών 

/Ν /Ν 

Β καί Γ τού τριγώνου. 

60. Δείξατε δτι αί διχοτόμοι τών γωνιών κυρτού τετραπλεύρου, τεμνόμεναι άνά δύο, 
σχηματίζουν τετράπλευρου, τού όποιου αί άπέναντι γωνίαι είναι παραπληρωματικαί. 

61 . Νά δειχθή τό αύτό καί διά τάς διχοτόμους τών έξωτερικών γωνιών κυρτού τετρα- 
πλεύρου. 



66 


Ίσότης τριγώνων 


Β\ 

- , ν,. ■« *-~ί ' , ί : ·\ :· _ . ν . . _ > - ««"■"ν - 

62. Δείξατβ 8τι αΐ έξωτερικαί διχοτόμοι των γωνιών Β καί Γ Ορθογωνίου τριγώνου 
ΑΒΓ (Α =4ί }, τέμνονται ύπό γωνίαν 45°. 

" 63. Ή όξεΐα γωνία πού σχηματίζουν αί διχοτόμοι δύο άπέναντι γωνιών κυρτού 

τετραπλεύρου, ίσοϋται μέ τήν ήμιδιαφοράν τών δύο άλλων γωνιών του. 

64. Τό άθροισμα τών έξωτερικών γωνιών παντός κυρτού πολυγώνου ίσοϋται μέ 4 

όρθάς. 

65. Έάν ή γωνία Α τριγώνου ΑΒΓ είναι 60°, αί διχοτόμοι τών γωνιών Β καί Γ 
αύτού είναι ίσον κεκλιμέναι προς τάς ΑΓ καί ΑΒ άντιστοίχως. 

/Ν /Ν 

66. Είς τρίγωνον ΑΒΓ είναι Β — Γ = 90°. Δείξατε οτι ή διχοτόμος της γωνίας Α 
σχηματίζει μέ τήν πλευράν ΒΓ γωνίαν 45°. 

67. Έκαστη γωνία κυρτού ν - γώνου είναι μικροτέρα τού αθροίσματος τών άλλων 
γωνιών αύτού. (ν § 4). 

68. Νά ύπολογισθή τό πλήθος τών πλευρών ένδς κυρτού πολυγώνου, δταν τό άθροι- 
σμα τών γωνιών αύτού είναι Ιί δρθαί γωνίαι. Διερεύνησις. 


ΚΡΙΤΗΡΙΑ ΙΕΟΤΗΤΟΣ ΤΡΙΓΩΝΩΝ 

107. Α' περίπτωσις. Θεώρημα. Έάν μία πλευρά τριγώνου ίσοϋται 
πρός μίαν πλευράν άλλου τριγώνου καί αί προσκείμενοι γωνίαι τής πλευράς 
αύτής τοϋ ένός τριγώνου είναι άντιστοίχως Ισαι προς τάς προσκειμένας γω- 
νίας τής ίσης πλευράς το(5 άλλου τριγώνου, τά τρίγωνα είναι Ισα. 

Άπόδειξις. Έστωσαν τά τρίγωνα καί Α 2 Β 2 Γ 2 μέ Β^ = 

✓Ν Α. /Ν /Ν 

Β 2 Γ 2 — α καί Β Χ = Β 2 , Γ 2 = Γ 2 (σχ, 110), Μετατοπίζομεν τό £ν έξ αυτών, 
έστω τό Α 1 Β 1 Γ 1 είς τρόπον, ώστε ή 
πλευρά αύτοΰ Β 1 Γ 1 νά ταυτίσθη μέ 
την ίσην της Β 2 Γ 2 ταυτιζομένων 
τών κορυφών είς τάς όποιας άντι- 
στοιχοϋν ίσαι γωνίαι καί επί πλέον 
αί κορυφαί Α χ καί Α 2 νά εύρίσκων- 
ται πρός τό αυτό μέρος της Β 2 Γ 2 . 

/Ν 

Τότε, επειδή Β* = Β 2 καί Γ Χ = Γ 8 , 
ή ήμιευθεΐα Β 1 Α 1 θά ταυτίσθη 
μετά της ήμιευθείας Β 2 Α 2 ώς καί ή ήμιευθεΐα ^Α.,^ μετά της Γ 2 Α 2 . Τότε θά 
ταυτισθοΰν καί αί τομαί αύτών Α! καί Α 2 . *Αρα τά τρίγωνα είναι ίσα, διότι δύ- 
νανται νά ταυτισθοΰν διά μετατοπίσεως. 

Παρατήρησις. Είς τά έπόμενα, έάν δύο τρίγωνα Α 1 Β 1 Γ 1 καί Α 3 Β 2 Γ 2 
άποδειχθοΰν ίσα επί τη βάσει του προηγουμένου κριτηρίου, χάριν συντο- 
μίας θά συμβολίζωμεν Α 1 Β 1 Γ 1 — Α 2 Β 2 Γ 2 (Γ -Π-Γ), όπου τό Γ - Π - Γ 
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θά σημαίνη Γωνία - Πλευρά - Γωνία, συμβολικών του προηγουμένου κριτη- 
ρίου. Μ 

108. ?' περίπτωσις. Θεώρημα. Έάν δύο πλευραί ένός τριγώνου είναι 
Ισαι μία ποός μίαν πράς δύο πλευράς ^λλου τριγώνου καί ή γωνία τοΟ ένάς 
τριγώνου η περιεχομένη είς τάς έν λόγφ πλευράς είναι ίση πράς τήν γωνίαν 
τοΟ άλλου τριγώνου τήν περιεχομένην είς τάς ϊσας πράς τάς πλευράς τοΟ 
πρώτου τριγώνου, τά τρίγωνα είναι ίσα. 

*Απόδειξις. "Ας θεωρήσωμεν τά τρίγωνα Α^Β]^ καί Α 2 Β 2 Γ 2 μέ Β 1 Γ 5 

/Ν 

= Β 2 Γ 2 =? α, Γ^! = Γ 2 Α 2 == β καί Γ Χ =Γ 2 (σχ. 111). Μετατοπίζομεν τά 
τρίγωνον ΑχΒ^ έπί του Α 2 Β 2 Γ 2 

Λ 

ούτως, ώστε ή γωνία Γ Χ νά ταυτι- 

σθή μέ τήν ίσην της Γ 2 καί ή πλευ- 
ρά Β 1 Γ 1 νά ταυτισθη μέ τήν ίσην 
της Β 2 Γ 2 . Τότε προφανώς καί ή 
Γ^! θά έλθη έπί της ίσης της Γ 2 Α 2 
καί επομένως τά τρίγωνα είναι ίσα, 
έφ’ όσον δύνανται διά μετατοπίσεως 
νά ταυτισθοΰν. 

Παρατήρησις. Είς τά έπόμενα, ή Ισότης δύο τριγώνων επί τη βάσει 

. .· Δ 

του προηγουμένου κριτηρίου θά συμβολίζεται, χάριν συντομίας, μέ Α 1 Β 1 Γ 1 = 

= Α 2 Β 2 Γ 2 (Π-Γ-Π), δπου τώ Π-Γ-Π θά σημαίνη Πλευρά - Γωνία - 
Πλευρά, συμβολικών του προηγουμένου κριτηρίου. ] 

109. Γ' Περίπτωσις. Θεώρημα. ’Εάν δύο τρίγωνα Ιχουν καί τάς τρεϊς 
πλευράς των άντιστοίχως ίσας είναι ίσα. 

Άπόδειξις. *Έστωσαν τά τρίγωνα 
Α 1 Β 1 Γ 1 κρεί Α 2 Β 2 Γ 2 μέ Α 2 Βι — Α 2 Β 2 , 

ΒιΓ Χ = Β 2 Γ 2 , ΓΑ = Γ,Α, (σχ. 112). Με- 
τατοπίζομεν τώ Ιν έξ αύτών, έστω τώ Α 2 Β 2 Γ 2 , 
ώστε ή πλευρά Β 2 Γ 2 νά συμπέση μέ τήν 
ίσην της Ι^Γ*, ή κορυφή Α 2 νά κατα^άβη 
θέσιν Α ' 2 ούτως, ώστε τά σημεία Α 1 αί Α ' 2 
νά είναι έκριτέρωθεν της Β^, άλλά καί είς 
τάς κορυφής Β 2 καί Γ 2 νά συντρέχουν ΐσαι 
πλευραί Β^! = 6^2 καί Γ^! — Γ^Α'^ Τότε τά. σημεία Β Χ καί Γ 2 , ώς 
άπέχοντα έκαστον ίσας άποστάσεις άπώ τώ Α 1 καί Α ' 2 κεΐνται έπί της μεσο- 
καθέτου του τμήματος ΑιΑ'%. ’Άρα ή Β ι Γ 1 είναι ή μεσοκάθετρς του τμήματος 
Α 1 Α / 2 . Τότε τά τρίγωνα Α 1 Β 1 Γ 1 καί Α 2 '·Β ι Γ 1 , είναι συμμετρικά ώς πρώς τήν 

Δ Δ 

Β 1 Γ 1 , άρα είναι ίσα. Επομένως θά ε]ίναι καί Α 1 Β 1 Γ 1 =Α 2 Β 2 Γ 2 , διότι τώ 
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δ λ ^ 

Α 2 Β 2 Γ 2 είναι ίσον πρός τό Α' 2 ΒχΓχ, έφ’ δσον τό τελευταίον προέκυψε διά μετα- 
τοπίσεως του Α 2 Β 2 Γ 2 . 

Παρατηρήσεις I). Εις τά έπόμενα, ή ίσότης δύο τριγώνων επί τη βάσει 

Δ 

του προηγουμένου κριτηρίου θά συμβολίζεται, χάριν συντομίας, μέ Α 1 Β 1 Γ 1 = 

Α 2 Β 2 Γ 2 ( Π - Π - Π), βπου τό Π - Π - Π θά σημαίνη Πλευρά - Πλευρά - 
Πλευρά, συμβολικόν τού προηγουμένου κρινηρίου. 

η). Έκ των τριών άνωτέρω θεωρημάτων (κριτηρίων) έπεται δτι διά 
τήν σύγκρισιν δύο τριγώνων, άπαιτούνται τρία ζεύγη άντιστοίχων στοιχείων, 
έκ των οποίων τό έν τούλάχιστον ζεύγος νά είναι ζεύγος πλευρών τών δύο 
τριγώνων. 

ίίί), Είς δύο ίσα τρίγωνα άπέναντι ίσων πλευρών κείνται ίσαι γωνίαι 
καί άντιστρόφως. 

ίν). Κατά τήν συμβολικήν άναγραφήν δύο ίσων τριγώνων θά έπιδιώκω- 

μεν αί κορυφαί, είς τάς οποίας άντιστοιχοΰν ίσαι γωνίαι νά άναγράφωνται κατά 

Δ Δ Δ Δ 

τήν αύτήν σειράν, δηλαδή ΑχΒχΓχ = Α 2 Β 2 Γ 2 καί $χι ΑχΒχΓχ = Β^^. 
Αύτό μάς διευκολύνει άπό τήν άναγραφήν της ίσότητος καί μόνον νά διακρίνω- 
μεν τά ίσα στοιχεία χωρίς νά είναι άπαραίτητον νά άνατρέξωμεν είς τό σχήμα. 


ΚΡΙΤΗΡΙΑ ΙΣΟΤΗΤΟΣ ΟΡΘΟΓΏΝΙΩΝ ΤΡΙΓΩΝΩΝ 


110. Θεώρημα. Δύο όρθογώνια τρίγωνα είναι Ισα δταν έχουν, (έκτός 
τής όρθής γωνίας), δύο έκ τών κυρίων στοιχείων των άντιστοίχως ίσα έκ 
τών όποίων τό έν τούλάχιστον νά είναι πλευρά. 

Άπόδειξις. Θεωροΰμεν δύο όρθογώνια τρίγωνα ΑχΒχΓχ καί Α 2 Β 2 Γ 2 μέ 

/Ν 

Αχ =Α 2 =1·- (σχ. 113). Διακρίνομεν τάς έξης περιπτώσεις : 

ί). "Εχουν τάς ύποτεινούσας των ίσας καί μίαν τών όξειών γωνιών των 
ίσην, ήτοι ΒχΓχ = Β 2 Γ 2 καί Βχ = Β 2 . 

/Ν /Ν Δ 

Τότε θά έχουν καί Γχ = Γ 2 ως συμπληρώματα ίσων γωνιών, άρα ΒχΓχΑχ 

= Β 2 Γ 2 Α 2 (Γ-Π-Γ) (§ 107). 

ίί) . "Εχουν μίαν κάθετον πλευράν ίσην καί β β 

τήν προσκειμένην αύτης όξεΐαν γωνίαν ίσην άν- 'χ 'Ν 

Ν. Ν. 

τιστοίχως, ήτοι ΑχΒχ = Α 2 Β 2 καί Βχ *= Β 2 . χ. χ. 

Επειδή έπί πλέον έχουν Αχ = Α 2 = I 1 -, έπεται <*£ — ^ *£ -χ 

δ δ Αι Π Αϊ 4 

δτι ΑχΒχΓχ = Α 2 Β 2 Γ 2 (Γ-Π-Γ). 

Σχ. Π3 

ίϋ) . "Εχουν μίαν κάθετον πλευράν ίσην καί 
τήν άντικειμένην αύτης γωνίαν ίσην άντιστοίχως, ήτοι ΑχΒχ = Α 2 Β 2 καί 

XV XV 

Γχ^ΙΥ 
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Τότε θά έχουν καί Β Χ — Β 2 ώς συμπληρώματα ίσων γωνιών καί έπομένως 
Α Χ Β Χ Γ Χ *=Α 2 Β 2 Γ 2 (Γ-Π-Γ). 

ίν). Τά τρίγωνα έχουν τάς ύποτεινούσας των ίσας καί μίαν των καθέτων 
πλευρών ϊσην άντιοτοίχως, ήτοι 
Β 1 Γ 1 = Β 2 Γ 2 καί Α Χ Β Χ — Α 2 Β 2 
(σχ. 114). 

Μβτατοπίζομεν τό Α Χ Β Χ Γ Χ άπό 
τήν θέσιν I είς τήν θέσιν II ούτως, 
ώστε ή πλευρά Α Χ Β Χ νά συμπέση μέ 
τήν ίσην της Α 2 Β 2 καί έτσι ώστε αί 
κορυφαί τών όρθών γωνιών νά ταυ- 
τισθοΰν, ή δέ κορυφή Γ Χ νά έλθη 
είς τήν θέσιν Γ\ είς τρόπον, ώστε τά σημεία Γ' Χ κοιί Γ 2 νά εύρίσκωνται έκα- 

/^ν 

τέρωθεν της Α 2 Β 2 . *Η Γ' Χ Α 2 Γ 2 είναι εύθεΐα δεδομένου βτι ή γωνία Γ' Χ Α 2 Γ 2 , 
ώς άθροισμα δύο όρθών είναι πεπλατυσμένη. Επειδή Β 2 Γ' Χ = Β 2 Γ 2 , Ιπεται 
ότι τό σημεΐον Β 2 άνήκει είς τήν μεσοκάθετον του τμήματος Γ' 1 Γ ί , άρα ή 
Β 2 Α 2 είναι μεσοκάθετος του τμήματος Γ / Χ Γ 2 . Τότε θά είναι Α 2 Γ' Χ — Α 2 Γ 2 , 

Δ Δ Δ 

έπομένως είναι Α 2 Β 2 Γ 2 = Α 2 Β 2 Γ' Χ (Π - Π - Π). "Αρα θά είναι καί Α 2 Β 2 Γ 2 

— Α Χ ^ Χ Γ Χ , διότι τό Α 2 Β 2 Γ' Χ είναι Ισον πρός τό Α Χ Β Χ Γ Χ , ώς προελθόν έξ 
αύτού διά μετατοπίσεις; 

?). Τά τρίγωνα έχουν τάς δύο καθέτους πλευράς των ίσας άντιστοίχως, 

/Ν ^ 

ήτοι Α Χ Β Χ = Α 2 Β 2 καί Α Χ Γ Χ = Α 2 Γ 2 . Επειδή έπί πλέον είναι Α χ = Α 2 = I 1 -, 
Ιπεται δγι Β Χ Α Χ Γ Χ = Β 2 Α 2 Γ 2 (Π - Γ - Π ). 



ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

Α\ 

69. Έάν 8ύο τρίγωνα είναι ίσα, τότε καί αί διχοτόμοι τών ΐσων γωνιών των είναι 

ΐσαι. 

70. Δύο εύθεΐαι (ε ι ) καί (ε 8 ) τέμνονται είς σημεΐον Ο. Έπί της (ε, ) λαμβάνομεν 
σημεία Α καί Β ούτως, ώστε ΟΑ = ΟΒ καί έπί της (ε 2 ) σημεία Γ καί Δ ούτως, ώστε ΟΓ — 
ΟΔ. Δείξατε δτι θά είναι ΑΓ = ΒΔ* καί ΑΔ — ΒΓ. 

71 . Είς τήν προέκτασιν της διαμέσου ΑΔ τριγώνου ΑΒΓ λαμβάνομεν τμήμα ΔΕ = 
ΑΔ. Νά δζίχθη ότι ΑΒ = ΕΓ. 

72. Έπί τών πλευρών γωνίας χΟγ λαμβάνομεν τμήματα ΟΑ = ΟΒ. Νά άποδειχθή 
ότι παν σημεΐον της διχοτόμου ΟΖ τής γωνίας Ισαπέχεί άπδ τά Α καί Β. 

73. Έάν δύο τρίγωνα είναι ίσα τότε καί αί διάμεσοι αυτών πού άντιστοιχοΰν είς ϊσας 
πλευράς είναι ϊσαι. 

74. Έάν δύο κυρτά τετράπλευρα έχουν τάς πλευράς των ϊσας, μίαν πρός μίαν καί 
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ομοίως κειμένας καί μίαν γωνίαν ϊσην περιεχομένην μεταξύ ίσων πλευρών, τά τετράπλευρα 
είναι ίσα. 

75. Είς τρίγωνον ΑΒΓ προ εκτείνομεν τάς πλευράς ΑΒ καί ΑΓ πρύς τύ μέρος της 
κορυφής Α καί έπί των προεκτάσεων λαμβάνομεν άντιστοίχως τμήματα ΑΒ' — ΑΒ καί 
ΑΓ' = ΑΓ. Δείξατε δτι ή διάμεσος ΑΔ τοϋ τριγώνου ΑΒΓ προεκτεινομένη διέρχεται άπύ 
τύ μέσον της ΒΤ'. 

76. Δίδεται γωνία χΟγ καί σημεΐον Δ της διχοτόμου αυτής. Θεωροΰμεν την έκ του 
Λ κάθετον έπί την διχοτόμον, ή όποία τέμνει τάς πλευράς της γωνίας είς τά Α καί Β. Δείξατε 
οτι ΟΑ = ΟΒ καί ΔΑ = ΔΒ. 

77. Έάν δύο τρίγωνα είναι ίσα, τότε καί τά ύψη αυτών πού άντιστοιχοϋν είς ϊσας 
πλευράς είναι ίσα. 

78. Είς τρίγωνον ΑΒΓ άγομεν τήν διάμεσον ΑΜ. Δείξατε δτι αί κορυφαί Β καί Γ 
Ισαπέχουν άπύ τήν ευθείαν ΑΜ. 

79. ’Απύ τύ μέσον Ο εύθυγράμμου τμήματος ΑΒ άγομεν τυχοϋσαν εύθεΐαν (δ) 
πλαγίαν ώς πρύς τήν ΑΒ. Έάν αί κάθετοι έκ τών Α καί Β έπί τήν ΑΒ τέμνουν τήν (δ) είς 
τά Ε καί Ζ άντιστοίχως, δείξατε ότι ΟΕ = ΟΖ. 

80 . Άπύ τύ μέσον Ο εύθυγράμμου τμήματος ΑΒ φέρομεν τυχοϋσαν εύθείαν (δ ) καί 
έκ τών Α καί Β καθέτους ΑΓ καί ΒΔ έπ’ αύτήν. Δείξατε δτι ΑΔ = ΒΓ. 

Β'. 

81. Δίδεται γωνία χΟγ. Έπί τής Οχ λαμβάνομεν σημεία Α καί Β καί έπί της Ογ 
σημεία Γ καί Δ ούτως, ώστε ΟΑ = ΟΓ καί ΟΒ = ΟΔ. Δείξατε δτι α) ΑΒ = ΓΔ, β) Άν 
Ε είναι τύ σημεΐον τομής τών ΑΔ καί ΒΓ τότε τρίγ. ΕΑΒ = τριγ. ΕΓΔ, γ) ή ΕΟ είναι 

διχοτόμος της γωνίας χΟγ. 

82. Δίδεται τρίγωνον ΑΒΓ. Έκ της κορυφής Α φέρομεν καθέτους έπί τάς ΑΒ καί 
ΑΓ όχι πρύς τύ μέρος τοϋ τριγώνου καί έπ’ αυτών λαμβάνομεν άντιστοίχως ΑΒ' — ΑΒ καί 
ΑΓ' - ΑΓ. Δείξατε δτι α) ΒΓ' = ΓΒ' καί β) ΒΓ' _]_ΓΒ\ 

83. Τριγώνου ΑΒΓ φέρομεν τά υψη ΒΔ καίΓΕ. Προεκτείνομεν αύτά πρύς τύ μέρος 
τών κορυφών καί έπί τών προεκτάσεων λαμβάνομεν τμήματα ΒΒ' = ΑΓ καί ΓΓ' = ΑΒ 
άντιστοίχως. Δείξατε δτι α) ΑΒ' = ΑΓ' καί β) ΑΒ' ΑΓ'. 


ΤΟ ΙΣΟΣΚΕΛΕΣ ΤΡΙΓΩΝΟΝ 


111. Θεώρημα. Έάν τρίγωνον ΑΒΓ είναι Ισοσκελές μέ ΑΒ = ΑΓ, 
τότε αί παρά τήν βάσιν ΒΓ γωνίαν είναι Ισαι και άντιστρόφως. ^ 


Άπόδειξις, Έκ τής κορυφής Α φέρομρν τήν κά- 
θετον ΑΔ έπί τήν ΒΓ (σχ. 115). Επειδή είναι ΑΒ = 
ΑΓ, ή ΑΔ είναι μεσοκάθετος του τμήματος ΒΓ, επο- 
μένως υπάρχει συμμετρία ώς πρύς τήν ΑΔ. Τότε θά εΐ- 

ναι Β — Γ ώς συμμετρικαί μεταξύ των. 


Άντιστρόφως. Έστω δτι είναι Β = Γ. Θά δεί- 
;ωμεν δτι τύ τρίγωνον ΑΒΓ είναι Ισοσκελές. Συγκρί- 
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νομεν τά ορθογώνια τρίγωνα ΑΔΒ καί ΑΔΓ. Ταϋτα ξχουν τήν ΑΔ κοινήν 

XX XX 

και τής όξείας γωνίας των Β καί Γ ϊσας, άρα είναι ίσα. Έξ αύτου . έπεται 
6τι ΑΒ = ΑΓ, άρα τό τρίγωνον είναι ισοσκελές. 

Πόρισμα I. Κάθε ίσόπλευρογ τρίγωνον είναι Ισογώνιον καί έκάστη 
γωνία του ίσοδται πρός 60°, διότι τό άθροισμα των τριών γωνιών του ίσοΰται 
πρός 2 1 · ήτοι 180°. 

Πόρισμα II. *Εάν Ισοσκελές τρίγωνον έχη μίαν τών γωνιών του 60°, 
είναι Ισόπλευρον. 


Πόρισμα III. Έάν δύο Ισοσκελή τρίγωνα έχουν τήν γωνίαν τής κορυ- 
φής τών Ισων πλευρών των ίσην ή μίαν τών παρά τήν βάσιν γωνιών ϊσην, 
τά τρίγωνα είναι Ισογώνια. 

Πόρισμα IV. Έκάστη τών ίσων γωνιών Ισοσκελούς τριγώνου είναι 
όξεΐα. 


112. Θεώρημα. £ίς παν ίσοσκελές τρίγωνον τό ύψος πού άγεται άπό 
τήν κορυφήν τών ίσων πλευρών, είναι καί διάμεσος καί διχοτόμος. 


Άπόδειξις. "Εστω ίσοσκελές τρίγωνον ΑΒΓ μέ ΑΒ = ΑΓ (σχ. 116). 
Τότε τό ΰψος ΑΔ θά είναι καί μεσοκάθετος του τμήματος ΒΓ, διότι τό σημείον 
Α ίσαπέχει άπό τά άκρα Β καί Γ. Έφ’ δσον είναι μεσοκάθετος είναι καί διά- 
μεσος, διότι ΔΒ = ΔΓ. Έπί πλέον είναι καί διχοτόμος της γωνίας Α, διότ 6 

Λ. 

ώς μεσοκάθετος του ΒΓ είναι άξων $υμμετρίας.τοΰ σχήματος,συνεπώς Α ι =Α 2 . 

113. Θεώρημα. Έάν είς ένα τρίγωνον συμβαίνει : I) ένα ΰψος νά είναι 
και διάμεσος ή Η) ένα ΰψος νά είναι καί διχοτόμος ή ίΐί) μία διάμεσος νά εί- 
ναι καί διχοτόμος, τότε τό τρίγωνον είναι ίσοσκελές. 

’ Απόδειξις. "Εστω τρίγωνον ΑΒΓ (σχ. 117), ένθα: 


Α 



Σχ. 116 


Α 



ί) Τό ΰψος ΑΔ είναι και διάμεσος. Τότε τό ΑΔ είναι μεσοκάθετος 
του τμήματος ΒΓ, συνεπώς άξων συμμετρίας, άρα ΑΒ — ΑΓ. Επομένως τό 
τρίγωνον είναι ίσοσκελές. 
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ϋ) Τό δψος ΑΛ έϊναι καί διχοτόμος. Τότε τά όρθογώνια τρίγωνα 

ΑΔΒ καί ΑΔΓ, ώς έχοντα τήν ΑΔ κοινήν καί Α Χ — Α 2 είναι ίσα, άρα Οά είναι 
καί ΑΒ = ΑΓ. Επομένως τό τρίγωνον ΑΒΓ είναι ισοσκελές. 

ίϋ) Ή διάμεσος ΑΔ είναι καί διχοτόμος, Είς τήν προέκτασιν αύτής 
λαμβάνομεν τμήμα ΔΕ = ΔΑ καί συγκρί^ομεν τά τρίγωνα ΔΑΒ καί ΔΕΓ. 
Ταΰτα είναι ίσα, διότι έχουν ΔΒ = ΔΓ έξ ύποθέσεως, ΔΑ = ΔΕ καί τάς γω- 
νίας των εις τό Δ ΐσας ώς κατά κορυφήν (Π - Γ - Π). "Αρα θά είναι 

(1) ΑΒ = ΕΓ καί Α Χ = Ε 

Α. Α Α 

Επειδή δμως είναι καί Α Χ = Α 2 έξ ύποθέσεως, Ιπεται 6τι Α 2 = Ε, άρα 
τό τρίγωνον ΑΓΕ είναι Ισοσκελές μέ 
(2) ΑΓ =ΕΓ 

Έκ των σχέσεων (1) καί (2) έπεται δτι 

ΑΒ == ΑΓ. 

"Αρα τό τρίγωνον ΑΒΓ είναι ισοσκελές. 

114. Θεώρημα. Άν είς όρθογώνιον τρίγωνον, ή μία όξεΐα γωνία του 
είναι 30°, τότε ή άπέναντι αυτής πλευρά ίσοΟται πρός τό ήμισυ τής ύποτει- 
νούσης καί άντιστρόφως. 


είναι ΑΓ 


Εστω τό όρθογώνιον τρίγωνον ΑΒΓ μέ Β — 30°. Θά δείξωμεν 6τι 


Άπόδείξις. Επειδή Β =30° έπεται ότι Γ =60°. Προεκτείνομεν τήν 
πλευράν ΑΓ πρός τό μέρος του Α καί επ’ αύτής λαμ- 
βάνομεν τμήμα ΑΔ =ΑΓ (σχ. 118). Φέρομεν τήν 1 

ΒΔ καί τό σχηματιζόμενον τρίγωνον ΒΔΓ είναι / \ 

ισοσκελές μέ ΒΔ = ΒΓ, διότι ή ΒΑ είναι ύψος καί / 3 θ\ 

/ ^ \ 

διάμεσος αύτοΰ. Έπί πλέον μία γωνία του, ή Γ είναι / \ 

60°. "Αρα τούτο είναι Ισόπλευρον. Τότε θά είναι : / \ 

ΔΓ = ΒΓ άλλά ΔΓ = 2ΑΓ, Έξ αύτών Ιπεται: / ---» /&ο\ 

Ο — Ο*^ €> 

2ΑΓ = ΒΓ => ΑΓ = -5ΐ~- δ.έ.δ. Δ Α Γ 

2 Σχ. 118 

Άντιστρόφως. "Αν είς όρθογώνιον τρίγωνον ΑΒΓ 
ή μία κάθετος πλευρά ίσοΰται πρός τό ήμισυ τής ύποτεινούσης, τότε ή άπέ- 
ναντι αύτής γωνία είναι 30°. 

ΒΓ 

Άπόδειξις. "Εχομεν 5τι ΑΓ = — ^ — > Προεκτείνομεν ώς καί προηγου- 
μένως, τήν ΑΓ πρός τό μέρος τού Α καί έπ’ αύτής λαμβάνομεν τμήμα ΑΔ = 




ι 
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ΑΓ. Τότε τό τρίγωνον ΒΔΓ είναι Ισοσκελές μέ ΒΔ = ΒΓ (1), διότι ή ΒΑ 
εΐναι ύψος καί διάμεσος αύτοΰ. ^Αρα θά είναι καί διχοτόμος της γωνίας ΔΒΓ. 
Έξ ύποθέσεως δμως είναι ΑΓ = - => 2.ΑΓ =ΒΓ ή ΔΓ — ΒΓ (2). 

Έκ των σχέσεων (1) καί (2) Ιπεται δτι ΒΔ = ΒΓ = ΔΓ, ήτοι τδ τρίγωνον 
ΒΓΔ είναι Ισόπλευρον. Επομένως ΔΒΓ — 60° => ΑΒΓ = 30°. 


ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

Α'. 

84. Ισοσκελούς τριγώνου ή βάσις είναι τύ τρίτον έκάστης των ίσων πλευρών του. 
"Αν ή περίμετρος αύτοΰ είναι 35 Πΐ. νά εύρεθοΰν αί πλευραί του. 

85. Δίδεται ισοσκελές τρίγωνον ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ). ΕΙς τάς προεκτάσεις της βάσεως 
ΒΓ καί έκατέρωθεν των Β καί Γ λαμβάνομεν τμήματα ΒΒ' = ΓΓ'. Δείξατε δτι τύ τρίγωνον 
ΑΒΎ' είναι ισοσκελές. 

86 . Τά δψη πού άγονται έπΐ τών ίσων πλευρών ισοσκελούς τριγώνου είναι ίσα. 

87. Έάν τρίγωνον έχη δύο ίσα ύψη είναι Ισοσκελές. 

88. Αί διάμεσοι πού άγονται έπί τών ίσων πλευρών Ισοσκελούς τριγώνου είναι ίσαι. 

89. Αί διχοτόμοι πού άγονται έπΐ τών ίσων πλευρών Ισοσκελούς τριγώνου είναι 

ίσαι. 

90. Τά μέσα τών πλευρών ισοσκελούς τριγώνου εΐναι κορυφαί Ισοσκελούς τριγώνου. 

91. Ισοσκελούς τριγώνου ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ) προεκτείνομεν τάς ϊσας πλευράς πρύς 
τύ μέρος τής κορυφής Α καί έπΐ τών προεκτάσεων λαμβάνομεν άντιστοίχως τμήματα ΑΕ — 
ΑΖ. Δείξατε δτι τά τρίγωνα ΕΒΔ καί ΖΓΔ είναι ίσα καί 8τι τά Ε καί Ζ Ισαπέχουν άπύ 
τύ μέσον Δ της ΒΓ. 

XV XV 

92. Κυρτύν τετράπλευρον ΑΒΓΔ Ιχει ΑΒ = ΒΓ καί Α = Γ. Δείξατε δτι α) ΑΔ 
= ΔΓ καί β) αί διαγώνιοι αύτοΰ τέμνονται καθέτως. 

93. ΕΙς τρίγωνον ΑΒΓ φέρομεν τήν διχοτόμον ΑΔ καί έκ τού Β κάθετον έπΐ τήν 
διχοτόμον, ή όποία τέμνει αύτήν είς τύ Ε καί τήν ΑΓ είς τύ Ζ. Δείξατε δτι ΕΒ = ΕΖ. 

94 . Τύ μέσον τής βάσεως ισοσκελούς τριγώνου άπέχει έξ ίσου άπύ τάς ϊσας πλευράς 

του. 

95. Δίδεται γωνία χΟ>\ ΈπΙ τής Οχ λαμβάνομεν σημείον Α καί έξ αύτού φέρομεν 

ΑΒ Ογ. Ή διχοτόμος της γωνίας ΟΑΒ τέμνει τήν Ογ είς τύ Γ, έκ τού ύποίου φέρομεν 
κάθετον έπί τήν Ο γ, ή όποία τέμνει τήν Οχ είς τύ Δ. Δείξατε δτι ΔΑ = ΔΓ. 

/Ν Λ 

96. Άπύ τύ σημείον Ο, είς τύ όποιον τέμνονται αί διχοτόμοι τών γωνιών Β καί Γ 
τριγώνου ΑΒΓ, φέρομεν παράλληλον τής ΒΓ, ή όποία τέμνει τάς ΑΒ καί ΑΓ είς τά Δ καί 
Ε άντιστοίχως. Δείξατε δτι ΔΕ = ΒΔ + ΓΕ. 

97. Δίδεται κυρτή γωνία χΟγ. Έκ τής κορυφής Ο φέρομεν ΟΑ Ογ καί έπί τής 
πλευράς Οχ λαμβάνομεν ΟΒ = ΟΑ, φέρομεν δέ καί τήν ΒΔ _|_ Ογ. Δείξατε δτι ή ΑΒ εΐναι 

/Ν />ν 

διχοτόμος τής γωνίας ΔΒΟ ή τής γωνίας ΔΒχ. 



» 
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’■ ·98. Έστω τρίγωνον ΑΒΓ μέ ΑΒ > ΑΓ· Έπί της πλευράς ΑΒ λαμβάνομεν τμήμα 
ΑΔ == ΑΓ. Δείξατε δη 



/Α, 

99. Δίδεται Ορθογώνιον καί Ισοσκελές τρίγωνον ΑΒΓ (Α == Ιί). ΕΙς τήν προέκτασίν 
της πλευράς ΒΑ λαμβάνομεν τμήμα ΑΔ = ΑΒ Καί μέ πλευράν τήν ΒΔ κατασκευάζομεν 
Ισόπλευρον τρίγωνον ΒΔΕ, φέρομεν δέ καί τήν ΙΈ. Νά ύπολογισθουν αί γωνίαι του τριγώ- 
νου ΓΒΕ (δύο περιπτώσεις). 

100. Δίδεται γωνία χΟχ. Άπδ σημεϊον Α τής Οχ φέρομεν παράλληλον τής Ογ καί 
έπ’ αυτής λαμβάνομεν ΑΒ = ΑΟ. Δείξατε δτι ή 0Β είναι διχοτόμος (έσωτερική ή έξωτε- 

ρική) τής γωνίας χΟχ. 

/Ν /Ν 

101. Δίδεται δρθή γωνία ΒΑΤ. Κατασκευάζομεν γωνίαν ΑΒΔ = 30° ένθα ή ΒΔ 

τέμνει τήν ΑΓ ή τήν προέκτασίν της είς τδ Δ. Έπίίτης κατασκευάζομεν γωνίαν ΑΓΕ *= 30°, 
ένθα ή ΓΕ τέμνει τήν ΑΒ ή τήν προέκτασίν της εί4 τδ Ε. Έάν αί ΒΔ καί ΓΕ τέμνωνται είς 
τδ Ζ, δείξατε δτι τά τρίγωνα ΒΕΖ καί ΖΔΓ είναι Ισοσκελή ή όρθογώνια. 

102. Δίδεται εόθύγραμμον τμήμα ΑΒ καί Σημεϊον Γ έπ’ αύτοΰ. Έκ των Α καί Β 
άγομεν δύο παραλλήλους ήμιευθείας Αχ καί Βγ πρδς τδ αύτδ μέρος του ΑΒ καί έπ’ αύτών 

λαμβάνομεν τμήματα ΑΔ = ΑΓ καί ΒΕ = ΒΓ άντιστοίχως. Δείξατε δτι ΔΓΕ = 11-. 

103. Έάν ή έξωτίρική διχοτόμος γωνίας Τριγώνου εΐναι παράλληλος τής άπέναντι 
πλευράς, τότε τδ τρίγωνόν είναι Ισοσκελές. 

104. Δίδεται Ισόπλευρον τρίγωνον ΑΒΓ. Μέ βάσεις τάς πλευράς του κατασκευά- 
ζομεν έκτδς αύτοΰ ίσόπλεύρα τρίγωνα ΑΒΔ, ΑΓΕ, ίΒΓΖ. Δείξατε δτι : α) αί γραμμαί ΔΑΕ, 
ΕΓΖ, ΖΒΔ είναι εύθείαι β) τδ τρίγωνον ΔΕΖ είναι Ισόπλευρον. 


- Β' . 

105. Μέ βάσεις τάς ΐσας πλευράς ΑΒ, ΑΓ Ισοσκελούς τριγώνου ΑΒΓ κατασκευά- 
ζομεν έκτδς αύτοΰ Ισόπλευρα τρίγωνα ΑΒΔ καί ΑΓΕ. Δείξατε δτι ή ΔΕ είναι παράλληλος 
τής ΒΓ. Πότε ή γραμμή ΔΑΕ εΤναι ευθεία ; 

106. Δύο εύθείαι (έχ) καί (ε 2 ) τέμνονται είς σημεϊον Ο. Έπί της (ε^ λαμβάνομεν 
σημεία Β, Γ καί έπί τής (% ) σημεϊον Α, ούτως ώστε νά είναι ΟΑ = ΟΒ = ΟΓ. Δείξατε 
δτι τδ τρίγωνον ΑΒΓ είναι δρθογώνιον. 

/Ν 

107. Τριγώνου ΑΒΓ είναι Β = 2Γ. Φέρομεν τί> ΰψος ΑΔ καί είς τήν προέκτασίν 
τής ΑΒ λαμβάνομεν τμήμα ΒΕ — ΒΔ. Έάν ή ΕΔ τέμνη τήν ΑΓ είς τδ Ζ, δείξατε δτι τά 
τρίγωνα ΖΔΓ καί ΖΔΑ έΐναι Ισοσκελή. 

108. Έπ’ εύθείας δίδονται διαδοχικώς τά σημεία Α, Β, Γ. Σχηματίζομεν τά ισό- 
πλευρα τρίγωνα ΑΒΔ καί ΒΓΕ. Δείξατε δτι ΑΕ — ΓΔ. 

109. Έάν ισοσκελές τρίγωνον ΑΒΓ (ΑΒ == ΑΓ) διαιρήται διά τής ΒΔ είς δύο 
Ισοσκελή τρίγωνα ΑΔΒ καί ΒΔΓ μέ ΑΔ = ΔΒ κάί ΒΔ = ΒΓ, νά ύπολογισθουν αί γωνίαι 
τοϋ τριγώνου ΑΒΓ. 



» 
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ΑΝΙΣΟΤΙΚΑΙ ΣΧΕΣΕΙΣ ΑΙΑ ΤΑ ΤΡΙΓΩΝΑ 


άνισότητος : 

(1) 

α < Ρ + γ καί 

(4) 

α > 

1 β — Υ 1 

(2) 

Ρ < α + γ 

(5) 

β> 

1 α — υ 1 ! 

(3) 

γ < α + Ρ 

(6) 

γ > 

1 « — β 1 


ϋ). Αί άνωτέρω £ξ σχέσεις συγχωνεύονται είς τήν διπλήν άνισότητα : 
(7) | Ρ — γ | < α < β + γ 

δπου α, ρ, γ αί πλευραι τοΟ τριγώνου καί ρ — γ | = Ρ — γ έάν Ρ ^ γ ένώ 
| Ρ — γ | = γ — Ρ έάν ρ < γ. 

Άπόδειξις. I). Αί τρεις πρώται είναι προφανείς βάσει του άξιώματος 
§ 40 κατά τδ όποιον έν εύθύγραμμον τμήμα είναι μι- . Α 

κρότερον πάσης άλλης γραμμής μέ τά αύτά άκρα. V * 

Έκ των ( 2 ) καί (3) λαμβάνομεν άντιστοίχως / V 3 
α > β — γ καί α > γ — β. ν' \ 

Έξ αύτών έπεται δτι α > | β — γ ], ήτοι Ισχύει ή 0 α ρ 

σχέσις (4). 'Ομοίως έκ των σχέσεων ( 1 ), (3) καί ( 1 ). Σχ. 119 

( 2 ) λαμβάνομεν άντιστοίχως : 

β > | α — γ | καίγ > | α — β |, ήτοι ισχύουν αί σχέσεις (5) καί ( 6 ). 

ϋ). Έάν ισχύουν αί σχέσεις (1) έως ( 6 ) τότε προφανώς ισχύει καί ή (7) 
διότι τά δύο σκέλη της άποτελοΰν αί (4) καί (1) άντιστοίχως. 

Άντιστρόφως. Έάν ίσχύη ή (7) θά δείξωμεν δτι ισχύουν αί (1) έως ( 6 ). 
Αμέσως έκ τής (7) έπεται δτι ισχύουν αί (4) καί (1 ), διότι είναι τά δύο σκέλη 
της. 

Χωρίς νά βλάπτεται ή γενικότης δυνάμεθα νά θεωρήσωμεν μίαν τυχαίαν 
σχέσιν διατάξεως μεταξύ των πλευρών του τριγώνου καί έστω α ^ β ^ γ. 
Τότε ή (7) γράφεται β — ·γ < α< β + γ καί διασπάται είς τάς : 

( 8 ) β — γ < α καί 

(9) α < β +γ 

Έκ τής ( 8 ) έπεται β < α γ, άρα ισχύει ή (2). Επειδή ή γ ύπετέθηή μι- 
κροτέρα πλευρά του τριγώνου, έπεται δτι είναι μικροτέρα καί του άθροίσματος 
τών δύο άλλων ήτοι γ < α + β, άρα Ισχύει ή (3). Έκ τής (9) έπεται β > 
α — γ καί γ > α — β, έπειδή δέ ύπετέθη α ^ γ καί α ^ β, αί δύο τελευ- 
ταΐαι σχέσεις δύνανται άκόμη νά γραφούν β > | α — γ | καί γ > | α — β 
"Αρα ισχύουν καί αί (5) καί ( 6 ). Έπομένος αί άνισότητες (1) έως ( 6 ) είναι 
ισοδύναμοι προς τήν (7 ). 
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116. θεώρημα. ΈκΑστη έξωτερική γωνία τριγώνου είναι μεγαλυτέρα 
έκάστης τών δύο δλλων γωνιών τού τριγώνου. 

Άπόδειξις. Έστω τρίγωνον ΑΒΓ (σχ. 120) καί Γ* ή έξωτερική γωνία 

της Γ. Γνωρίζομεν 8τι (§ 105 πόρ. I) : Α 

/Ν /ν /\ 

Γ\ = Α 4- Β 

Άρα θά είναι Γ Χ > Α καί Ι\ > Β. 



Σχ. 120 



117. θεώρημα. "Αν α( δύο πλευραί ένός 
τριγώνου είναι δνισοι, τότε καί αί Απέναντι αύ- 
τών γωνίαι είναι δνισοι, Απέναντι δέ τής μεγαλυτέρας πλευράς κείται 
μεγαλυτέρα γωνία καί Αντιστρόφως. 

Άπόδειξις. Έστω τρίγωνον ΑΒΓ, είς το όποιον είναι β > γ. Θά δείξω- 

/Ν 

μεν δτι είναι καί Β > Γ (σχ. 121 ). 

Έπί της ΑΓ = β λαμβάνομεν τμήμα 
ΑΔ = ΑΒ = γ. Τότε τδ τρίγωνον ΑΒΔ είναι 
ισοσκελές, επομένως 

(1) ω Χ =ω 2 
Τδ σημείον Δ είναι προφανώς ενδιάμεσον 

των Α καί Γ, συνεπώς ή ΒΔ είναι εσωτερική 

διά τήν γωνίαν Β. Άρα : 

(2) Β > ω 1 
Έπί πλέον δέ είναι : 

(3 ) ω 2 > Γ _ 

διότι (§ 116) ή ω 2 είναι έξωτερική του τριγώνου ΔΒΓ. Τότε έκτων (2), (1) 

/Ν /Ν 

καί (3 ) λαμβάνομεν Β > ω Χ = ω 2 > Γ. Άρα : 

Β > Γ 

/Ν /Ν 

Αντιστρόφως. Έστω 8τι είναι Β > Γ. Θά δείξωμεν δτι είναι καί β > γ 

(σχ. 122). 

/Ν 

Έκ του Β φέρομεν ήμιευθείαν έσωτερικήν της γο>νίας Β, ή οποία νά σχη- 

ματίζη μετά τής ΒΓ γωνίαν φ — Γ. Τότε τδ σημείον Δ, είς τδ όποιον ή ήμιευ- 
θεΐα τέμνει τήν ΑΓ, είναι ένδιάμεσον τών Α καί Γ καί τδ τρίγωνον ΔΒΓ είναι 
ισοσκελές. Άρα : * 

(4) ΔΒ — ΔΓ 
Έκ του τριγώνου ΑΒΔ έχομεν : 

γ < ΑΔ + ΔΒ 
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γωνίαν ίσην. Τούτο όμως άντίκειται έΐς τήν ύπόθεσιν. Επίσης αποκλείεται ή 

περίπτωσις Α χ < Α 2 , διότι τότε, ώς έδείχθη, θά ήτο καί < Β 2 Γ2, 

άλλά καί αύτδ άντίκειται είς τήν ύπόθέσιν. *Άρα τδ μόνον τδ όποιον δύναται νά 

Λ /Ν 

συμβαίνη είναι Α Χ > Α 2 . ! 


ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

Α'. 


110. ΈπΙ τών πλευρών ΑΒ, ΒΓ, ΓΑ τριγώνου ΑΒΓ λαμβάνομεν τρία τυχόντα ση- 
μεία Δ, Ε, Ζ άντιάτοίχως. Δείξατε δτι ή περίμετρος τοΰ τριγώνου ΔΕΖ είναι μικροτέρα 
τής περιμέτρου τοΰ τριγώνου ΑΒΓ. 

111. Έκάστή διάμεσος τριγώνου είναι μικροτέρα τοΰ ήμιαθροίσματος τών πλευρών 
πού τήν περιέχουν καί μεγαλυτέρα τής ήμιδιαφοράς αύτών. 

112. Έάν Μ είναι έσωτερικύν σημεΐον τριγώνου ΑΒΓ, δείξατε δτι τ < ΜΑ + ΜΒ 
ΜΓ < 2τ, δπου 2τ ή περίμετρος τοΰ τριγώνου. 

113. ’Εάν είς τρίγωνον ΑΒΓ είναι β > γ καί Ε τυχδν σημεΐον της διαμέσου 
ΑΜ, δείξατε δτι ΕΓ > ΕΒ. 

114. Δίδεται τμήμα ΑΒ καί δύο σημεία Γ καί Δ πρδς τύ αύτύ μέρος του. Άν τά 
τμήματα ΓΒ καί ΔΑ τέμνωνται, δείξατε δτι ΑΓ + ΒΔ < ΑΔ + ΒΓ. 

115. Έστω Τρίγωνον ΑΒΓ καί ΑΔ ή διχοτόμος τής γωνίας Α. Δείξατε δτι ΑΒ > 
ΒΔ καί ΑΓ > ΓΔ. 

116. Είς τύ έσωτερικύν κυρτοΰ τετράπλεύρου ΑΒΓΔ λαμβάνομεν τά σημεία Ε καί 
Ζ ούτως, ώστε ή τεθλασμένη ΑΕΖΔ νά είναι κυρτή. Δείξατε δτι ή περίμετρος τοΰ τετρα- 
πλεύρου ΑΕΖΔ είναι μικροτέρα τής περιμέτρου του τετράπλευρου ΑΒΓΔ. 

117. Έάν τά σημεία Δ, Ε, Ζ είναι έσωτερικά τριγώνου ΑΒΓ, δείξατε δτι ή περί- 
μετρος του τριγώνου ΔΕΖ είναι μικροτέρα τής περιμέτρου τοΰ τριγώνου ΑΒΓ. 



118.. ΈπΙ τών προεκτάσεων τών πλεύρών ΑΒ καί ΑΓ τριγώνου ΑΒΓ λαμβάνομεν 
άντιστοίχως τμήματα ΒΔ — ΓΕ. Δείξατε δτι ΔΕ > ΒΓ. 

119. Τύ άθροισμα τών διαγωνίων κυρτοΰ τετράπλεύρου είναι μεγαλύτερον τής [ήμι- 
περιμέτρου καί μικρότερον τής περιμέτρου άύτοΰ. 

120. Είς δρθόγώνιον τρίγωνον ΑΒΓ (Α = 11.) φέρομεν τήν διχοτόμον ΒΔ τής γω- 


νίας Β. Δείξατε δτι ΑΔ < ΓΔ. 

121 . Έάν είς κυρτύν τετράπλευρου ΑΒΓΔ είναι ΑΔ = ΒΓ καί ΑΔΓ > ΒΓΔ, νά 
συγκριθοΰν αΐ διαγώνιοι ΑΓ καί ΒΔ. 

122. Έάν ή πλευρά ΒΓ Ισοσκελούς τριγώνου ΑΒΓ (ΑΒ == ΑΓ) είναι μικροτέρα. 


ίση ή μεγαλυτέρα μιας τών ίσων πλευρών του, τότε ή γωνία Α θά είναι άντιστοίχως μικρο- 
τέρα, ίση ή μεγαλυτέρα τών 60°. 

123. Έστω τρίγωνον ΑΒΓ καί ΑΜ ή διάμεσος αύτοΰ. Δείξατε δτι : α) έάν ΑΜ 


ΒΓ 


Β^ 


< — κ — , τότε Α > 11-, β) έάν ΑΜ = — η~, τότε Α = 11- καί γ) έάν ΑΜ > 


ΒΓ 


τότε Α < 1·-. 


Τετράπλευρα 
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124. Έάν τδ ύψος ΑΑ τριγώνου ΑΒΓ ίσοΰται πρδς τδ ήμισυ της πλευράς ΒΓ, δεί- 
ξατε δτι ή γωνία Α είναι δξεΐα ή δρθή. Πότε είναι δρθή ; 

125. Δίδεται κυρτδν τετράπλευρου ΑΒΓΔ, του δποίου ή πλευρά ΑΒ είναι ή μεγαλύ- 
τερα καί ή ΓΔ ή μικροτέρα. Δείξατε βτι ΒΓΔ > ΒΑΔ καί ΑΔΓ > ΑΒΓ. 

126. Έάν ή διάμεσος τριγώνου περιέχεται μεταξύ άνίσων πλευρών, σχηματίζει μέ 
αύτάς άνίσους γωνίας καί μικροτέραν γωνίαν μέ τήν μεγαλυτέραν πλευράν. Επίσης ή διά- 
μεσος αύτη σχηματίζει άμβλεΐαν γωνίαν μέ τδ τμήμα τής τρίτης πλευράς, τδ όποιον κεΐται 
πρδς τδ μέρος τής μεγαλυτέρας έκ τών δύο άλλων πλευρών. 

127. Έάν ΑΒΓ είναι τυχδν τρίγωνον, δείξατε δτι υ α ^ δ α ^ μ* δπου τδ — Ισχύει 
μόνον διά τδ ισοσκελές. 

128 . Έάν τριγώνου ΑΒΓ μέ ΑΒ > ΑΓ, ΑΔ είναι ή διχοτόμος τής γωνίας Α, τότε 
θά είναι ΔΒ > ΔΓ. 

129. Εις παν τρίγωνον ΑΒΓ δείξατε δτι είναι 2μ α > β + γ - α. 


ΤΕΤΡΑΠΛΕΥΡΑ 


119. Τυχόν τετράπλευρον . Τετράπλευρου είναι τδ πολύγωνον, τδ 
όποιον έχει τέσσαρας πλευράς. Τότε θά έχη τέσσαρας κορυφάς, τέσσαρας γω- 
νίας καί δύο διαγώνιους. 

Εις έν τετράπλευρον ΑΒΓΔ θά λέγωμεν δτι εύρίσκονται απέναντι άλλή- 
λων : 

ΐ) Αί κορυφαί Α καί Γ, Β καί Δ. 


ϋ) Αί άντίστοιχοι αυτών γωνίαι Α *αί Γ, Β καί Δ. 
ίίί) Αί πλευραί ΑΒ καί ΓΔ, ΒΓ καί ΑΔ. 

Αί απέναντι κορυφαί Α καί Γ, Β καί Δ δρίζουν τάς δύο διαγώνιους ΑΓ 



Δ μή χνρτόν ώ κυρτόν καί 

κυρτόν (Γιαστα,υροϋμί.νο\> Ρ 7 ) διασταυρούμενου 


Σχ. 124 


Τετράπλευρα υπάρχουν κυρτά καί μή κυρτά. Τδ άθροισμα τών γωνιών 
κυρτού τετραπλεύρου είναι 4 δρθαΐ (§ 106). 

"Οταν §ν τετράπλευρον είναι μή κυρτόν, μία τουλάχιστον άπδ τάς εύθείας 
έπί τών όποιων κέΐνται αί πλευραί του τέμνει τήν άπέναντι αύτής πλευράν (δια- 
τί; ). Έάν ένδς μή κυρτού τετραπλεύρου ΑΒΓΔ (σχ. 124) ή εύθεΐα ΑΒ τέμνη 
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τήν άπέναντι πλευράν εις σημείον Ε καί συμβαίνη τό Ε νά είναι σημείον του 
τμήματος ΑΒ, τότε λέγομεν 6τι αί πλευραί ΑΒ καί ΓΔ διασταυροΰνται καί 
τό τετράπλευρον καλείται διασταυρούμενον. Έάν τό σημείον Ε τής ευθείας 
ΑΒ δέν είναι σημείον του τμήματος ΑΒ (σχ. 124), τότε αί πλευραί ΑΒ καί 
ΓΔ δέν διασταυρουνται καί τό τετράπλευρον καλείται μή διασταυρούμενον. 

Τέλος παρατηρουμεν δτι είς τά κυρτά τετράπλευρα αί διαγώνιοι είναι 
έσωτερικά τμήματα του τετραπλεύρου καί τέμνονται, ένώ είς τά μή κυρτά δέν 
τέμνονται. Είς τά μή κυρτά καί διασταυρούμενα αί διαγώνιοι είναι έξωτερικά 
τμήματα, ένφ είς τά μή κυρτά καί μή διασταυρούμενα ή μία διαγώνιος είναι 
έσωτερικόν καί ή άλλη έξωτερικόν τμήμα του τετραπλεύρου. Είς τήν περί- 
πτωσιν του μή κυρτου καί μή διασταυρουμένου τετραπλεύρου (σχ. 124), ή 
έσωτερική διαγώνιος τό διαιρεί είς δύο τρίγωνα καί κατά συνέπειαν τό άθροι- 
σμα των γωνιών του τετραπλεύρου είναι 4 1 ·. Δέν συμβαίνει τό ίδιο καί διά τό 
διασταυρούμενον τετράπλευρον. 

Είς τά έπόμενα λέγοντες «τετράπλευρον» θά έννοοΰμεν κυρτόν τετράπλευ- 
πλευρον έκτός έάν γίνη Ιδιαίτερα μνεία περί μή κυρτου τετραπλεύρου. 

ΠΑΡΑΛΛΗΛΟΓΡΑΜΜΟΝ 

120. * Ορισμός. Παραλληλόγραμμον καλείται τό τετράπλευρον, τό όποίον 
Εχει τάς Απέναντι πλευράς του παραλλήλους. 

Δύο ζεύγη παραλλήλων ευθειών (ε!) (ε 2 ) καί (ζ Χ ), (ζ 2 ) τεμνόμενα όρίζουν 
Ιν παραλληλόγραμμον (σχ. 125 ). 'Έν παραλληλόγραμμον είναι πάντοτε κυρτόν. 

121. Θεώρημα. "Εν κυρτόν τετράπλευρον διά νά είναι παραλληλό- 
γραμμον, πρέπει καί Αρκεί νά ίχη τάς προσκειμένας είς δύο διαδοχικός 
πλευράς γωνίας παραπληρωματικός. 

Άπόδειξις. Έστω τό τετράπλευρον ΑΒΓΔ διά τό όποίον είναι Α 4* Β 

= 2 1 -, Β 4" Γ = 2 ι (σχ. 125). Τότε, έκ της πρώτης τών ανωτέρω σχέσεων 
δπεται δτι ΑΔ / /ΒΓ, ώς σχηματίζουσαι μετά 
της τεμνούσης ΑΒ τάς έντός καί έπί τά αύτά 
μέρη γωνίας παραπληρωματικάς, όμοίως δέ έκ 
τής δευτέρας τών άνω σχέσεων έπεται δτι 
ΑΒ / /ΓΔ. ’Άρα κατά τόν ορισμόν, τό ΑΒΓΔ 
είναι παραλληλόγραμμον. 

* Αντιστρόφους. "Εστω τό παραλληλόγραμ- ( £§ ) 
μον ΑΒΓΔ. Θά δείξωμεν βτι αί προσκείμε- ^ 
ναι είς δύο διαδοχικάς πλευράς γωνίαι είναι πα- 
ραπληρωματικαί. 

Α Α 

Πράγματι, είναι Α 4- Β = 2 1 · ώς έντός καί έπί ΐά αύτά μέρη τών παραλ- 

Α Α 

λήλων ΑΔ καί ΒΓ τεμνομένων υπό τής ΑΒ. Όμοίως είναι Β 4* Γ =2*·. 
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122. Θεώρημα. Έν κυρτόν τετράπλευρον, διά νά είναι παραλληλό- 
γραμμον, πρέπει καί Αρκεί νά ϊχη τάς Απέναντι αύτοΰ γωνίας Ισος. 

'Απόδειξις. Έστω τό κυρτόν τετράπλευρον ΑΒΓΔ (σχ. 125) διά τό 
όποιον είναι : 

/\ /Ν /Ν /Ν 

(1) Α = Γ καί Β = Δ 

/\ /V /V XV 

Γνωρίζομεν όμως ότι Α + Β + Γ + Δ = 4 1 ·, έφ’ όσον τούτο είναι κυρτόν 
τετράπλευρον. Τότε ή τελευταία, λόγω των σχέσεων (1), γράφεται : 

2Α + 2Β -= 4*· => 

(2) Α+Β=2>- 
'Ομοίως άποδεικνύεται ότι : 


(3) Α Α Δ = 2 1 · 

Τότε, έκ των (2), (3) καί δυνάμει του προηγουμένου θεωρήματος, έπεται βτι 
τό ΑΒΓΔ είναι παραλληλόγραμμον. 

*Αντιστρόφως. "Εστω τό παραλληλόγραμμον ΑΒΓΔ. Κατά τό προη- 


γούμενον θεώρημα, θά είναι Α + Β =2*- καί Α -(- Δ =2·-. Έξ αύτών 

XV XV XV XV XV XV 

Ιπεται ότι Α-}-Β=Α-ΓΔ=>Β=Α. 


'Ομοίωςθά είναι καί Α Β = 2 1 · καί Β + Γ = 2 1 · έκ των όποιων Ιπε- 

XV XV 

ται ότι Α =Γ. "Αρα τό παραλληλόγραμμον ΑΒΓΔ έχει τάς απέναντι γωνίας 
του ΐσας. 

123. Θεώρημα. Έν κυρτόν τετράπλευρον διά νά είναι παραλληλό- 
γραμμον, πρέπει καί Αρκεί νά έχη τάς Απέναντι 
πλευράς του Ισας. 

’Απόδειξις. "Εστω τό τετράπλευρον ΑΒΓΔ, είς 
τό όποιον είναι ΑΒ = ΓΔ καί ΑΔ =ΒΓ (σχ. 126). 

*Η διαγώνιος ΑΓ χωρίζει τό τετράπλευρον είς δύο 
τρίγωνα ΑΒΓ καί ΑΔΓ, τά όποια έχουν ΑΒ = ΓΔ, 

ΒΓ = ΑΔ καί τήν ΑΓ κοινήν. "Αρα είναι ίσα (Π - Π - Π ), έπομένως : 



ΑΒΓ = ΑΔΓ 

Φέροντες καί τήν διαγώνιον ΒΔ, όμοίως άποδεικνύομεν ότι τριγ. ΑΒΔ = 

XV XV 

τριγ. ΓΒΔ άρα ΒΑΔ =ΒΓΔ. Τότε αύτό, δυνάμει του προηγουμένου θεωρή- 
ματος, είναι παραλληλόγραμμον, ώς έχον τάς απέναντι γωνίας του ϊσας. 


Άντιστρόφως. ’Έστω τό παραλληλόγραμμον ΑΒΓΔ. Θά δείξωμεν ότι 
ΑΒ = ΓΔ καί ΒΓ = ΑΔ. Τά τρίγωνα ΑΒΓ καί ΓΔΑ έχουν τήν πλευράν Α Γ 
κοινήν καί τάς γωνίας ω Χ = ω 2 καί <ρ Χ — φ 2 , ώς έντός έναλλάξ των παραλ- 
<5 
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λήλων ΑΒ / / ΓΔ καί ΒΓ / /ΑΔ άντιστοίχως τεμνομένων ύπό της ΑΓ. "Αρα τά 
τρίγωνα είναι ίσα (Γ - Π - Γ). Επομένως ΑΒ = ΓΔ καί ΒΓ — ΑΔ. 

Πόρισμα I. Έκάστη διαγώνιος παραλληλογράμμου χωρίζει αύτό είς 
δύο Ισα τρίγωνα. 

Πόρισμα II. Παράλληλα τμήματα εχοντα τά άκρα αύτών έπι δύο παραλ- 
λήλων εύθειών είναι Ισα (σχ. 127). 

124. Θεώρημα. Έάν §ν κυρτόν τετράπλευρον Εχη δύο άπέναντι πλευράς 
του ίσας και παραλλήλους, είναι παραλληλόγραμμον. 

Άπόδειξις. "Εστω κυρτόν τετράπλευρον ΑΒΓΔ (σχ. 128) του οποίου 
θεωρουμεν τάς πλευράς ΑΒ καί ΓΔ ίσας καί παραλλήλους. Φέρομεν τήν δια- 
γώνιον ΑΓ, ή οποία χωρίζει, τούτο εις δύο τρίγωνα ΑΒΓ καί ΓΔΑ, τά οποία 



έχουν δύο πλευράς άντιστοίχως ίάας ΑΓ = ΑΓ, ΑΒ = ΓΔ καί την περιεχο- 
μένην ύπ’ αύτών γωνίαν ίσην λόγω των ΑΒ//ΓΔ τεμνομένων υπό της ΑΓ. 
"Αρα είναι ίσα (Π - Γ - Π), έπομένως θά είναι καί ΑΔ =ΒΓ. "Ηδη τό τε- 
τράπλευρον έχει τάς απέναντι πλευράς του άνά δύο ίσας. "Αρα (§ 123) είναι 
παραλληλόγραμμον. 

125. Θεώρημα. Έν κυρτόν τετράπλευρον, διά νά είναι παραλληλό- 
γραμμον, πρέπει καί άρκεϊ αί διαγώνιοι του νά διχοτομούνται. 


Απόδειξις. "Εστω τό κυρτόν τετράπλευρον ΑΒΓΔ (σχ. 129), του όποιου 
αί διαγώνιοι τεμνόμεναι είς τό σημείον Ο διχοτομούνται, ήτοι είναι ΟΑ = ΟΓ 
καί ΟΒ — ΟΔ. Τότε τά τρίγωνα ΑΟΒ καί ΓΟΔ, ως Α 
έχοντα δύο πλευράς ίσας καί τήν περιεχομένην ύπ’ 
αύτών γωνίαν ίσην, ώς κατά κορυφήν, είναι ίσα 
(Π - Γ - Π ). Έπομένως ΑΒ = ΓΔ.’ Επί πλέον είνα' ^ 

ΑΒ//ΓΔ, διότι αύται τεμνόμεναι υπό της ΑΓ σχη- 
ματίζουν τάς έντός εναλλάξ γωνίας ίσας. "Αρα, κατά 
τό προηγούμενον θεώρημα τό ΑΒΓΔ είναι παραλληλόγραμμον. 



Σχ. 129 


Αντιστρόφους. "Εστω τό παραλληλόγραμμον ΑΒΓΔ του οποίου αί 
διαγώνιοι ΑΓ καί ΒΔ τέμνονται είς τό Ο. Θά δείξωμεν ότι τό σημείον τούτο 
είναι τό μέσον έκάστης. 

Πράγματι, τά σχηματιζόμενα τρίγωνα ΑΟΒ καί ΓΟΔ είναι ίσα ώς έχον- 
τα τάς πλευράς των ΑΒ καί ΓΔ ίσας καί τάς προσκειμένας αύτών γωνίας άνά 
δύο ίσας λόγω των παραλλήλων ΑΒ//ΓΔ τεμνομένων υπό τών ΑΓ καί ΒΔ 
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άντιστοίχως. Επομένως θά είναι ΟΑ = ΟΓ καί ΟΒ — ΟΔ, ήτοι αί διαγώ- 
νιοι του παραλληλογράμμου διχοτομούνται. 

126. Κέντρον συμμετρίας παραλληλογράμμου. 

Θεώρημα. Τό σημείον τομής τών διαγωνίων παραλληλογράμμου είναι 
κέντρον συμμετρίας αύτοΰ. 

Άπόδειξις. "Εστω παραλληλόγραμμον ΑβΓΔ (σχ. 130) καί Ο τό ση- 
μείου τομής των διαγωνίων του. ’ Επειδή τό Ο είναι μέσον έκάστης των δια- 
γώνιων (§ 125), δυνάμεθα νά θεωρήσωμεν τάς άκολούθους άπεικονίσεις κεν- 
τρικής συμμετρίας ώς πρός κέντρον τό Ο : 


\ 

Α « * Γ 

Β <<- >- Δ 

Γ < * Α 

Δ « > Β 


=> ΑΒΓΔ « ^ ΓΔΑΒ 


Άρα τό παραλληλόγραμμον ΑΒΓΔ άπεικονίζεται εις εαυτό μέσω κεν- 
τρικής συμμετρίας ώς πρός τό σημείον τομής των διαγωνίων του Ο, ήτοι τό Ο 
είναι κέντρον συμμετρίας του παραλληλογράμμου. 


127. Θεώρημα, (άντίστροφον τοΟ προηγουμένου). Έάν εν τετράπλευρον 
έχει κέντρον συμμετρίας, είναι παραλληλόγραμμον. 

Άπόδειξις. Άς θεωρήσωμεν τετράπλευρον ΑΒΓΔ (σχ. 130) μέ κέν- 
τρον συμμετρίας σημείον Ο. *Η πλευρά ΑΒ, μέσω τής 0 

συμμετρίας κέντρου Ο, απεικονίζεται οπωσδήποτε επί 
τής ΓΔ, διότι μετά των ΑΔ καί ΒΓ έχει κοινά σημεία 
(§ 82). Τότε, λόγω τής κεντρικής συμμετρίας, θά 
είναι ΑΒ =ΓΔ καί ΑΒ / /ΓΔ => ΑΒΓΔ παράλληλό-^ 
γραμμον (§ 124). 



Σημείωσίς. Τό κέντρον συμμετρίας Ο καλείται απλώς κέντρον του παραλληλογράμ- 
μου ή καί κέντρον βάρους αύτου. Ό δρος αυτός έχει ληφθή άπό τήν φυσικήν διότι τό κέντρον 
του παραλληλογράμμου συμπίπτει μέ τό κέντρον βάρους υλικής πλακός έξ δμογενοΰς υλι- 
κού, σχήματος παραλληλογράμμου. 

128. Άπόστασις δύο παραλλήλων ευθειών καλείται τό μήκος έύθυ- 
γράμμου τμήματος καθέτου πρός αύτάς καί έχοντος τά άκρα του έπί τών 
παραλλήλων. 


129. Μεσοπαράλληλος δύο παραλλήλων ευθειών (ε^ καί (ε^ καλείται 
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μία εύθετα (ε) παράλληλος πρδς αύτάς καί άπέχουσα ίσας Αποστάσεις άπ* 
αύτάς (σχ. 131). 

'Η μεσοπαράλληλος δύο παραλλήλων ευ- 
θειών εύρίσκεται έντός τής ζώνης την οποίαν 
ορίζουν αύται. 

130. Βάσις παραλληλογράμμου δύναται 

νά λέγεται οίαδήποτε πλευρά του. Σχ. 131 

131. "Υψος παραλληλογράμμου καλείται ή άπόστασις δύο παραλ- 
λήλων πλευρών του. ’Άρα κάθε παραλληλόγραμμον έχει δύο ύψη υ Χ καί υ 2 
(σχ. 132). 

132. Σύνοψίς των Ιδιοτήτων των 
παραλληλογράμμων . 

Κάθε παραλληλόγραμμον έχει τάς 
κάτωθι ιδιότητας : 

ί) Αί Απέναντι αυτού πλευραί είναι 
παράλληλοι. 

ϋ) Αίγωνίαι αί προσκείμενοι είς έ- 
κάστην πλευράν είναι παραπληρωματι- 
κοί. 

ϋί) Αί Απέναντι γωνίαι είναι ίσαι. 

ίν) Αί Απέναντι πλευραί είναι ίσαι. 

ν ) Αί διαγώνιοι διχοτομούνται. 

νί) Τό σημεϊον τομής ιών διαγωνίων του είναι κέντρον συμμετρίας 
αύτοΰ. 

Αί προηγούμεναι ιδιότητες δύνανται νά χρησιμεύσουν καί ώς γνωρίσματα 
των παραλληλογράμμων. " Λ Αν δηλαδή άνακαλύψωμεν δτι είς |ν τετράπλευρον 
ισχύει μία έξ αύτών, τότε τούτο είναι παραλληλόγραμμον. 



Σχ. 132 


(ε-,) 
(ε) · 
(ε 2 ) 


α 


ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

Α'. 

130 . Αί διχοτόμοι των άπέναντι γωνιών παραλληλογράμμου είναι παράλληλοι, ένώ 
αί διχοτόμοι των προσκειμένων γωνιών του είναι κάθετοι. 

131. Δίδεται τρίγωνον ΑΒΓ. Άπό σημεΐον Δ της ΒΓ άγομεν παραλλήλους πρδς 
τάς δύο άλλας πλευράς του, αί όποΐαι τέμνουν τήν έκ του Α παράλληλον τής ΒΓ είς τά ση- 
μεία Ε καί Ζ. Δείξατε δτι τά τρίγωνα ΑΒΓ καί ΔΕΖ είναι ίσα. 

132. Είς παν παραλληλόγραμμον δείξατε δτι ή μεγαλυτέρα διαγώνιος είναι ή έχουσα 
ως άκρα τάς κορυφάς των μικροτέριον γωνιών, 

133. Είς παραλληλόγραμμον ΑΒΓΔ συνδέομεν δι’ εΰθυγράμμων τμημάτων τά μέσα 
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Ε καί Ζ δύο άπέναντι πλευρών του, έκαστον μέ τάς δύο άπέναντι κορυφάς. Δείξατε δτι τά 
τέσσαρα τμήματα τβμνόμενα σχηματίζουν παραλληλόγραμμον. 

134. Τά μέσα τών τεσσάρων τμημάτων, εις τά όποια τό κέντρον ένός παραλληλο- 
γράμμου χωρίζει τάς δύο διαγώνιους του, είναι κορυφαί παραλληλογράμμου μέ τό αύτό 
κέντρον. 

135. Εις τρίγωνον ΑΒΓ φέρομεν τάς διαμέσους ΑΔ καί ΒΕ καί ΙπΙ τών προεκτά- 
σεων αύτών λαμβάνομεν τμήματα ΔΗ = ΔΑ, ΕΖ = ΕΒ άντιστοίχως. Δείξατε ότι τά ση- 
μεία Η, Γ, Ζ κεΐνται έπ’ ευθείας καί δτι τό Γ είναι τό μέσον του τμήματος ΗΖ. 

136. Άπό τό κέντρον Ο παραλληλογράμμου ΑΒΓΔ φέρομεν εύθεΐαν (δ), ή όποια 
τέμνει τάς δύο άπέναντι πλευράς ΑΒ, ΓΔ τοϋ παραλληλογράμμου εις τά Ε καί Ζ. Δείξατε 
δτι τό ΑΕΓΖ είναι παραλληλόγραμμον. 


Β . 

137. Δίδεται τρίγωνον ΑΒΓ καί 2στω ΑΔ ή διχοτόμος τ^ς γωνίας Α αύτου. Έκ του 
Δ άγομεν παράλληλον τής ΑΒ, ή όποια τέμνει τήν ΑΓ εις τό Ε καί έκ τοϋ Ε παράλληλον 
της ΒΓ, ή όποια τέμνει τήν ΑΒ εις τό Ζ. Δείξατε δτι είναι ΑΕ = ΒΖ. 

138. "Εστω ισοσκελές τρίγωνον ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ) καί Μ τυχόν σημεΐον της πλευ- 
ράς ΒΓ. ’Εκ τοϋ Μ φέρομεν παραλλήλους πρός τάς ΐσας πλευράς τοϋ τριγώνου, έκάστη τών 
όποίων τέμνει τήν άπέναντι πλευράν είς τά Δ καί Ε. Δείξατε δτι τό άθροισμα ΜΔ + ΜΕ 
παραμένει σταθερόν. 

139. Παραλληλογράμμου ΑΒΓΔ προεκτείνομεν τάς πλευράς του κατά κυκλικήν 
σειράν καί έπί τών προεκτάσεων λαμβάνομεν τμήματα ΒΑ' = ΒΑ, ΓΒ' — ΓΒ, ΔΓ' = 
ΔΓ, ΑΔ' = ΑΔ. Δείξατε δτι : 

α) τό τετράπλευρον Α'ΒΤ'Δ' είναι παραλληλόγραμμον, 

β) τά κέντρα τών δύο παραλληλογράμμων συμπίπτουν. 

140. Άπό σημεΐον Δ της πλευράς ΒΓ τριγώνου ΑΒΓ άγομεν παραλλήλους πρός τάς 
άλλας πλευράς του, αί όποΐαι τάς τέμνουν είς τά σημεία Ε καί Ζ. Έάν β > γ, δείξατε δτι 
ή τεθλασμένη γραμμή ΕΔΖ είναι μεγαλυτέρα της γ καί μικροτέρα της β. 

141 . ’Εάν κυρτοΰ έξαγώνου ΑΒΓΔΕΖ αί άπέναντι γωνία είναι ίσαι, ήτοι Α = Δ, 

Β = Ε, Γ = Ζ, δείξατε δτι αί άπέναντι πλευραί είναι παράλληλοι, ήτοι ΑΒ//ΔΕ, ΒΓ//ΕΖ, 
ΓΔ//ΖΑ. 


ΕΙΔΙΚΑ ΤΙΝΑ ΠΑΡΑΛΛΗΛΟΓΡΑΜΜΑ 

133. "Ορθογώνιον καλείται τό τετράπλευρον τό όποιον Εχει δλας τάς 
γιονίας του όρθάς. 

134. Θβώρημα. Έάν τετραπλεύρου δλαι αί γωνίαι είναι Ισαι, τοδτο 
είναι όρθογώνιον. 

Α 

Άπόδειξτς. Πράγματι, έπειδή τό άθροισμα 
τών γωνιών κάθε τετραπλεύρου είναι τέσσαρες όρ- 
θαΐ γωνίαι καί έπειδή είναι δλαι ίσαι μεταξύ των, 
έπεται δτι έκάστη είναι όρθή. ’Άρ ατό τετράπλευρον ^ 
εΐναι όρθογώνιον (σχ. 133). 



Σχ. 133 



86 


Όρθογώνιον 


: 135. Θεώρημα. Τό όρθογώνιον είναι παραλληλόγραμμον. 

.... . Άπόδειξις. Πράγματι, έφ’ βσον αί προσκείμεναι εις έκάστην πλευράν 
γωνίαι είναι παραπληρωματικά ί (§ 121) τούτο είναι παραλληλόγραμμον. 
Καλείται δέ καί όρθογώνιον παραλληλόγραμμον. 


136. Θεώρημα. Έάν εν παραλληλόγραμμον Εχη μίαν γωνίαν όρθήν, 
είναι όρθογώνιον. 

Άπόδειξις. Έστω τό παραλληλόγραμμον ΑΒΓΔ, τό όποιον έχει Α — 
11· (σχ. 133). Τότε θά έχη καί Β = Δ = I 1 ·, ώς παραπληρωματικαί τής Α 

(§ 121 ), ώς επίσης καί Γ — I 1 ·, ώς ίση προς τήν Α (§ 122). Άρα τούτο είναι 
όρθογώνιον. 


137. Θεώρημα. Τό όρθογώνιον Εχει ϊσας διαγωνίους. 


Άπόδειξις. Έστω τό όρθογώνιον ΑΒΓΔ καί ΑΓ, ΒΔ αί διαγώνιοι 
αότου (σχ. 134). Τα τρίγωνα ΑΔΓ καί ΒΓΔ είναι όρθογώνια, έχουν ΑΔ — ΒΓ, 

ώς απέναντι πλευράς όρθογωνίου καί την ΔΓ κοινήν, άρα είναι ίσα. Τότε θά 
είναι καί ΑΓ = ΒΔ. 


138. Θεώρημα. Έάν Εν παραλληλόγραμμον Εχη τάς διαγωνίους του 
ϊσας, είναι όρθογώνιον. 

Άπόδειξις. Θεωροΰμεν τό παραλληλόγραμμον ΑΒΓΔ (σχ. 134). μέ 
ΑΓ = ΒΔ. Τα τρίγωνα ΑΓΔ καί ΒΔΓ έχουν τότε καί τάς τρεις πλευράς των 

Αν 

ίσας, άρα είναι ίσα. Έξ αυτών λαμβάνομεν ΑΔΓ = ΒΓΔ. Αλλά αί γωνίαι 
αύται είναι καί παραπληρωματικαί, ώς προσκείμεναι τής πλευράς ΓΔ του πα- 
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Σχ. 135 


ραλληλογρ άμμου, συνεπώς είναι όρθαί. Άρα τό παραλληλόγραμμον είναι όρ- 
θογώνιον. 

139. Άξονες συμμετρίας του όρθογωνίου. Εις όρθογώνιον ΑΒΓΔ(σχ. 
135), έάν φέρωμεν την εύθείαν την όριζομένην άπό τά μέσα Μ καί Ν τών δύο 
απέναντι πλευρών του ΑΒ καί ΓΔ, αυτή θά είναι παράλληλος πρός τάς ΑΔ καί 



Ρόμβος 
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ΒΓ καί κάθετος πρδς τάς ΑΒ καί ΓΔ, διότι τδ σχηματιζόμενον τετράπλευρου 

ΑΜΝΔ είναι δρθογώνιον, ώς έχον ΑΜ// = ΔΝ καί τήν γωνίαν Α δρθήν. 
Επομένως ή εύθεΐα ΜΝ είναι κοινή μεσοκάθετος των ΑΒ καί ΓΔ, άρα είναι 
άξων συμμετρίας του σχήματος. Επίσης ή ΡΣ, ή δριζομένη άπδ τά μέσα των 
δύο άλλων πλευρών του δρθογωνίου, είναι άξων συμμετρίας του σχήματος. 
"Αρα τδ δρθογώνιον έχει δύο άξονας συμμετρίας καθέτους. 


140. Θεώρημα. Ή διάμεσος δρθογωνίου τριγώνου πού άγεται έκ τής 
κορυφής τής όρθής γωνίας, είναι ίση μέ τδ ήμισυ τής ύποτεινούσης, καί 
άντιστρόφως. 


Άπόδειξις. "Εστω δρθογώνιον τρίγωνον ΑΒΓ 
μέσος αύτοΰ έκ της κορυφής Α τής δρθής γωνίας. 
Είς τήν προέκτασιν αύτής λαμβάνομεν σημεΐον Δ 
ούτως, ώστε νά είναι ΟΑ = ΟΔ. "Αρα : 

(1) 2-ΟΑ — ΑΔ 

Τό τετράπλευρον ΑΒΔΓ είναι παραλληλόγραμμον, 
διότι αί διαγώνιοι του διχοτομούνται καί μάλιστα 


(σχ. 136) καί ΑΟ ή διά- 



είναι δρθογώνιον, διότι έχει Α = I 1 ·. Επομένως αί διαγώνιοι του θά είναι 
ίσαι, ήτοι : 


(2) ΑΔ — ΒΓ 

Έκτων σχέσεων (1) καί (2) λαμβάνομεν 2-ΟΑ = ΒΓ ή ΟΑ 


Άντιστρόφως. Έστω 6τι ή διάμεσος ΑΟ τού τριγώνου ΑΒΓ είναι τδ 
ήμισυ τής ΒΓ. 

Είς τήν προέκτασιν τής ΑΟ λαμβάνομεν σημεΐον Δ ούτως, ώστε ΟΑ — 
ΟΔ. Τδ σχηματιζόμενον τετράπλευρον ΑΒΓΔ είναι παραλληλόγραμμον, διότι 


αί διαγώνιοί του διχοτομούνται. Έξ ύποθέσεως δέ είναι ΟΑ 


ΒΓ 

2 ~ 


2·ΟΑ = ΒΓ ή ΑΔ — ΒΓ. Άρα, έφ’ δσον έχει καί διαγώνιους ίσας, είναι όρ- 
θογώνιον, έπομένως Α — I 1 ·, ήτοι τδ τρίγωνον ΑΒΓ είναι δρθογώνιον. · 


141. Ρόμβος καλείται τό τετράπλευρον, τό όποιον Μχει δλας τάς πλευ- 
ράς του ϊσας. 

Ό ρόμβος είναι παραλληλόγραμμον, διότι έχει τάς απέναντι πλευρά του 

ίσας. 

Πόρισμα. Τό παραλληλόγραμμον, τό όποιον Εχει δύο διαδοχικός πλευ- 
ράς Ϊσας, είναι ρόμβος. 

142 . Θεώρημα . Αί διαγώνιοι τού ρόμβου είναι κάθετοι. 
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Τετράγωνον 


Άπόδειξις. "Εστω ό ρόμβος ΑΒΓΔ (σχ. 137). Τό σημεΐον Α ίσ απέχει 
έκτώνΒκαίΔ,έφ’ δσον εΐναι ΑΒ = ΑΔ, ώς πλευραί ρόμβου. Τότε τό σημεΐον 
Α ανήκει εις τήν μεσοκάθετον του τμήματος ΒΔ. Όμοίως τό σημεΐον Γ άνή- 
κει είς τήν μεσοκάθετον του ΒΔ. Επομένως ή ΑΓ εΐναι μεσοκάθετος του τμή- 
ματος ΒΔ. ΆραΑΓ_1_ΒΔ. 


Σχ. 138 

143. Θεώρημα (άντίστροφον τού προηγουμένου). Έάν αί διαγώνιοι 
παραλληλογράμμου είναι κάθετοι, τό παραλληλόγραμμον είναι ρόμβος. 

Άπόδειξις. "Εστω τό παραλληλόγραμμον ΑΒΓΔ (σχ. 137), του οποίου 
αί διαγώνιοι ΑΓ καί ΒΔ τέμνονται είς τό Ο καί εΐναι κάθετοι μεταξύ των. 
Τό τρίγωνον ΑΒΔ έχει τό τμήμα ΑΟ ύψος καί διάμεσον. ’Άρα τό τρίγωνον 
εΐναι ισοσκελές, ήτοι ΑΒ — ΑΔ. Τότε τό παραλληλόγραμμον ΑΒΓΔ εΐναι 
ρόμβος (§ 141 πόρισμα). 

Πόρισμα I. Αί διαγώνιοι τού ρόμβου είναι άξονες συμμετρίας τοΰ σχή- 
ματος. 

Πόρισμα II . Έάν κυρτού τετράπλευρου αί διαγώνιοι είναι άξονες συμ- 
μετρίας αύτού, τό τετράπλευρον είναι ρόμβος. 

144 . Θεώρημα . Αί διαγώνιοι τοΰ ρόμβου διχοτομούν τάς γωνίας του. 

Άπόδειξις. Τούτο έπεται έκ του δτι αί διαγώνιοι τού ρόμβου εΐναι 
άξονες συμμετρίας του σχήματος. 

145. Θεώρημα (άντίστροφον τοΰ προηγουμένου). Έάν αί διαγώνιοι 
παραλληλογράμμου διχοτομούν τάς γωνίας του, τό παραλληλόγραμμον 
είναι ρόμβος. 

Άπόδειξις. "Εστω παραλληλόγραμμον ΑΒΓΔ (σχ. 137), τοΰ όποιου 
αί διαγώνιοι ΑΓ καί ΒΔ διχοτομούν τάς γωνίας του. Τότε τό τρίγωνον ΑΒΔ, 
έφ’ δσον έχει τό τμήμα ΑΟ ώς διάμεσον καί διχοτόμον, εΐναι Ισοσκελές μέ 
ΑΒ =; ΑΔ. Άρα τό ΑΒΓΔ εΐναι ρόμβος (§ 141 πόρισμα). 

146 . Τετράγωνον καλείται τό τετράπλευρον, τό όποϊον έχει δλας τάς 
γωνίας του όρθάς καί δλας τάς πλευράς του Ισας (σχ. 138). 

Πόρισμα I. Τό τετράγωνον είναι ένας όρθογώνιος ρόμβος. 





Παράλληλος μεταφορά 
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Πόρισμα II. Ένα παραλληλόγραμμον διά νά είναι τετράγωνον, πρέπει 
και άρκεΐ αΐ διαγώνιοι του νά είναι Ισαι και νά τέμνωνται καθέτως. 

Πόρισμα III. Τ5 τετράγωνον, ώς όρΟογώνιον μέν έχει δύο άξονας συμ- 
μετρίας, τάς μεσοκαθέτους τών πλευρών του, ώς ρόμβος δέ έχει δύο άξονας 
συμμετρίας, τάς εύθείας τών διαγωνίων του. "Αρα τό τετράγωνον έχει τέσ- 
σαρας άξονας συμμετρίας (σχ. 138). 

Πόρισμα IV. Αί διαγώνιοι τού τετραγώνου σχηματίζουν μέ τάς πλευ- 
ράς του γωνίας 45°. ^ 

147. Παράλληλος μεταφορά. Παράλληλος μεταφορά σχήματος (Σ) 
καλείται ή άπεικόνισις αύτοΰ είς σχήμα (Σ' ) διά του έξης νόμου άπεικονίσεως : 

Κάθε σημεΐον Μ του σχήματος (Σ) άπεικονίζεται είς σημεΐον Μ' του 

σχήματος (Σ') διά του αύτου προσανατολισμένου τμήματος α, ήτοι ΜΜ' — α 
(σχ. 139). Τό προσανατολισμένον τμήμα α καλείται δείκτης τής μεταφοράς. 




148. Θεώρημα. Τυχόν προσανατολισμένον τμήμα ΑΒ, άπεικονίζεται 
διά παραλλήλου μεταφοράς είς ίσον προσανατολισμένον τμήμα Α'Β'. 


Άπόδειξις. "Εστω α 6 δείκτης τής μεταφοράς. Άπεικονιζομεν τά άκρα 

Α και Β του προσανατολισμένου τμήματος ΑΒ κατά τόν δείκτην α είς τά Α' 

καί Β' άντιστοίχως, ήτοι ΑΑ' = α, ΒΒ' = α (σχ. 140). Έξ αυτών έπεται 

οτι τό τετράπλευρον ΑΆ'Β'Β είναι παραλληλόγραμμον, διότι ΑΑ' = ΒΒ' = α 

=> ΑΑ' || = ΒΒ'. "Αρα είναι καί ΑΒ || = Α'Β' => ΑΒ = Α%'. 

Πρέπει άκόμη νά άποδειχθή οτι τό τυχόν σημεΐον Μ του ΑΒ άπεικονί- 

ζεται είς σημεΐον Μ' του Α'Β' καί άντιστρόφως. Πράγματι, έάν έκ τυχόντος 
— ^ 

σημείου Μ του ΑΒ φέρωμεν ευθείαν ΜΜ' //ΑΑ', δπου τό Μ' είναι έπί του 
Α'Β'. Τό τετράπλευρον ΑΑ'Μ'Μ εΐναι παραλληλόγραμμον, ώς έχον τάς άπέ- 

ναντι πλευράς του παραλλήλους. "Αρα θά είναι ΜΜ' — ΑΑ' = α, ήτοι τό 


^0 


Παράλληλος μεταφορά 


Μ' είναι ή είκών του σημείου Μ κατά τήν μεταφοράν δείκτου α· Όμοίως υπο- 
δεικνύεται καί το άντίστροφον, ήτοι τυχόν σημεΐον Μ' του Α'Β' Ιχει ώς πρό- 
τυπον £ν σημεΐον Μ του ΑΒ κατά τήν μεταφοράν δείκτου α. 

Άναφερόμενοι καί εις μή προσανατολισμένα τμήματα, παρατηρούμεν 
οτι ή παράλληλος μεταφορά τά άπ^ικονίζει εις παράλληλα καί ίσα. 

Πόρισμα I. Κάθε τρίγωνον Απεικονίζεται διά παραλλήλου μεταφοράς 
εις ίσον τρίγωνον καί τοΰ αύτοΰ προσανατολισμοΰ (φοράς διαγραφής). 

Πράγματι, έν τρίγωνον ΑΒΓ άπεικονίζεται διά του δείκτου μεταφοράς 

α εις ίσον τρίγωνον Α'ΒΤ' καί του αύτοΰ προσανατολισμού (σχ. 141), 
διότι τά δύο τρίγωνα έχουν τάς πλευράς των ίσας μίαν πρός μίαν καί τού 
αύτοΰ προσανατολισμού. 

Πόρισμα II. Κάθε πολύγωνον άπεικονίζεται διά παραλλήλου μετα- 
φοράς εις ίσον πολύγωνον καί τού αύτοΰ προσανατολισμού. 

Πράγματι αυτό συμβαίνει, διότι τά δύο πολύγωνα δύνανται νά διαιρεθούν 
εις ίσα καί τού αύτοΰ προσανατολισμού τρίγωνα (σχ. 142). 



Τά άνωτέρω δύνανται νά γενικευθοΰν δι’ οίονδήποτε σχήμα (Σ), τό 
όποιον άπεικονίζεται διά παραλλήλου μεταφοράς εις ίσον καί τού αυτού προ- 
σανατολισμού σχήμα (Σ'). Κατά συνέπειαν ή παράλληλος μεταφορά είναι 
μετατόπισις καί ώς έκ τούτου δύναται νά λέγεται καί παράλληλος μετατόπισις. 


ΑΣΚΗΣΕΙΣ 


Α\ 

142. Δίδονται δύο εύθεΐαι (ε ι ) καί (ε 2 ) τεμνόμεναι εις τό Ο. Άπό σημεΐον Α της 
(ε, ) φέρομεν καθέτους ΑΒ καί ΑΓ πρός τάς διχοτόμους τών γωνιών των δύο ευθειών. 
Δείξατε ότι τό τετράπλευρου ΑΒΟΓ είναι όρθογώνιον, ή δέ ΒΓ είναι παράλληλος της (ε 8 ). 

143. Δίδεται γωνία χΟγ κάί σημεΐον Α έντός αυτής. Φέρομεν ΑΒ_1 _Οχ, ΑΓ_]_Πγ 
καί έκ τοϋ μέσου Μ τοΰ τμήματος Ο Α φέρομεν κάθετον έπΐ τήν ΒΓ. Δείξατε δτι ή κάθετος 
αύτη διέρχεται διά τοΰ μέσου του τμήματος ΒΓ. 


Ασκήσεις 
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144. Εις ορθογώνιον τρίγωνον ΑΒΓ (Α = 1ί) φέρομεν τό ύψος ΑΔ. Έάν Ε καί Ζ 

/Ν 

είναι τά μέσα των πλευρών ΑΒ καί ΑΓ, δείξατε δτι ΕΔΖ = 11-. 

145. ’Από σημεΐον Μ της διχοτόμου γωνίας χΟ^ φέρομεν παραλλήλους πρός τάς 
πλευράς της, αί όποΐαι όρίζουν έπ’ αυτών τά σημεία Α καί Β. Δείξατε δτι τά τμήματα ΑΒ 
καί ΟΜ τέμνονται καθέτως καί άλληλοδιχοτομοϋνται. 

146. Συνδέομεν τυχόν σημεΐον Μ της διαγωνίου ΑΓ ρόμβου ΑΒΓΔ μέ τάς κορυφάς 
του Β καί Δ. Δείξατε δτι ό ρόμβος έχει χωρισθη είς δύο ζεύγη ίσων τριγώνων. 

147. Τετραγώνου ΑΒΓΔ προεκτείνομεν τάς πλευράς ΑΒ καί ΒΓ. Είς την προέκτα- 
σιν της ΑΒ καί πρός τό μέρος τοϋ Β λαμβάνομεν σημεΐον Μ, είς δέ την προέκτασιν της ΒΓ 
καί πρός τό μέρος τοϋ Γ λαμβάνομεν σημεΐον Ν τοιοΰτον, ώστε ΓΝ=ΑΜ. Κατασκευάζομεν 
τό παραλληλόγραμμον ΜΔΝΕ. Δείξατε δτι τοϋτο είναι τετράγωνον. 

148. Δείξατε δτι τά ύψη ρόμβου είναι ίσα καί άντιστρόφως, έάν παραλληλόγραμμον 
έχη ίσα ύψη είναι ρόμβος. 

149. Δείξατε δτι εις παν δρθογώνιον τρίγωνον ή διχοτόμος της όρθής γωνίας διχο- 
τομεί καί τήν γωνίαν τοϋ ύψους καί της διαμέσου πού άγονται άπό τήν κορυφήν της όρθής 
γωνίας. 

150. Έάν παραλληλογράμμου ΑΒΓΔ είναι ΑΒ = 2.ΒΓ καί Ε είναι τό μέσον της 
ΓΔ, δείξατε δτι ΑΕΒ = 1»-. 

Β\ 

151 . Ή κάθετος πού άγεται έκ τυχόντος σημείου Δ της βάσεως ΒΓ ισοσκελούς 
τριγώνου ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ) έπ’ αύτήν, τέμνει τήν μίαν πλευράν καί τήν προέκτασιν της 
άλλης είς τά σημεία Ε καί Ζ. Δείξατε δτι τό άθροισμα ΔΕ + ΔΖ είναι σταθερόν. 

/Ν 

152. Είς δρθογώνιον τρίγωνον ΑΒΓ (Α = 1Ι-) φέρομεν τό ύψος ΑΔ καί έκ τοϋ Δ 
τάς καθέτους ΔΕ καί ΔΖ έπί τάς ΑΒ καί ΑΓ. Δείξατε δτι ή ΒΖ είναι κάθετος έπί τήν διά- 
μεσον ΑΜ τοϋ τριγώνου. 

153. Έστω ισοσκελές τρίγωνον ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ) καί Μ τυχόν σημεΐον τής 
πλευράς ΒΓ. Έκ τοϋ Μ φέρομεν καθέτους ΜΕ καί ΜΖ έπί τάς ΑΒ καί ΑΓ. Δείξατε δτι τό 
άθροισμα ΜΕ 4* ΜΖ παραμένει σταθερόν. 

154. Τριγώνου ΑΒΓ φέρομεν τά ύψη ΒΔ καί ΓΕ. Δείξατε δτι ΔΕ<ΒΓ. 

155. Έάν Ο είναι έσωτερικόν σημεΐον ισοπλεύρου τριγώνου ΑΒΓ, δείξατε δτι 
τό άθροισμα των άποστάσεων αύτοϋ άπό τάς πλευράς τοϋ τριγώνου είναι σταθερόν. 

156. Τά τμήματα πού άγονται άπό τυχόν σημεΐον της βάσεως ΒΓ ισοσκελούς τρι- 
γώνου ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ) καί τέμνουν τάς ίσας πλευράς του ύπό τήν αύτήν δοθεΐσαν γωνίαν, 
έχουν άθροισμα σταθερόν. 

157. Δίδονται δύο έφεξής γωνίαι χΟγ, >’0ζ έκάστη 60° καί Μ τυχόν σημεΐον έσω- 
τερικόν της χΟγ. Δείξατε δτι τό άθροισμα των άποστάσεων τοϋ Μ άπό τάς Οχ, καί είναι 
ίσον μέ τήν άπόστασιν τοϋ Μ άπό τήν Οζ. 

158. Όρθογωνίου ΑΒΓΔ φέρομεν ΑΑ'_[_ΒΔ καί ΓΓ'_1_ΒΔ. Έάν Ε καί Ζ είναι τά 
μέσα των πλευρών ΑΒ καί ΒΓ άντιστοίχως, δείξατε δτι αί εύθεΐαι ΑΈ καί Γ'Ζ τέμνονται 
όρθογωνίως. 

159 . Δείξατε δτι αί διχοτόμοι των γωνιών παραλληλογράμμου τεμνόμεναι σχηματί- 
ζουν δρθογώνιον, τοϋ όποιου αί διαγώνιοι είναι παράλληλοι πρός τάς πλευράς τοϋ παραλλη- 
λογράμμου. Πότε τοϋτο είναι τετράγωνον; 
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Τραπέζιου 


' 5 ' : 160 Έάν Ε καί Ζ είναι σημεία των διαγωνίων ΑΓ καί ΒΔ άντιστοίχως ρόμβου 

ΑΒΓΔ, αί ευθεία ι ΕΒ, ΕΔ, ΖΑ, ΖΓ τεμνόμεναι σχηματίζουν κυρτόν τετράπλευρου, τοϋ 
όποιου αί άπέναντι γωνίαι είναι παραπληρωματικαί. 


ΤΡΑΠΕΖΙΟΝ 

149. 'Ορισμός. Κάθε τετράπλευρον, τοϋ όποιου αί δύο μόνον άπέναντι 
πλευραί είναι παράλληλοι, λέγεται τραπέζιον. 

"Εν τραπέζιου ΑΒΓΔ είναι δυνατόν νά είναι κυρτόν (σχ. 143α) ή καί μή 
κυρτόν (σχ. 143β). 

Αί παράλληλοι πλευραί ΑΒ καί ΓΔ του τραπεζίου ΑΒΓΔ λέγονται βά- 
σεις αύτου καί ή άπόστασίς των, ύψος του τραπεζίου. 

Διάμεσος τραπεζίου λέγεται τό εύθύγραμμον τμήμα ΚΛ μέ άκρα τά 
μέσα των μή παραλλήλων πλευρών του. 

150. Θεώρημα. Παντός κυρτού τραπεζίου, αί γωνίαι αί προσκείμενοι 
εις έκάστην τών μή παραλλήλων πλευρών, είναι παραπληρωματικοί 



πλευρά ΑΔ, ώςτέμνουσα τάς παραλλήλους ΑΒ καί ΓΔ, θά σχηματίζητάς εντός 

/Ν /X 

καί επί τά αυτά μέρη γωνίας παραπληρωματικές. "Αρα θά είναι Α + Δ — 2 1 ·. 

✓Ν /Ν /\ /ν. 

Τό αυτό ισχύει καί διά τάς γωνίας Β καί Γ, ήτοι Β + Γ = 2 1 -. 

Πόρισμα. Έάν εν τραπέζιον έχη μίαν γωνίαν όρθήν, Εχει καί μίαν άλλην 
γωνίαν όρθήν. Τότε τό τραπέζιον λέγεται όρθογώνιον τραπέζιον (σχ. 144). 


151. "Ισοσκελές τραπέζιον καλείται τό τραπέζιον, τό όποιον έχει ίσας 
τάς μή παραλλήλους πλευράς του (σχ. 145). 


152. Θεώρημα. Παντός Ισοσκελούς τραπεζίου, αί προσκείμενοι είς 


έκάστην βάσιν γωνίαι είναι ϊσαι 
καί άντιστρόφως. 

Άπόδειξίς. Θεωροΰμεν τό ισο- 
σκελές τραπέζιον ΑΒΓΔ μέ 
(Γ) ΒΓ = ΑΔ 

Θά δείξωμεν ότι Γ = Δ καί Α = Β. 




Ισοσκελές τραπέζιο ν 
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Έκ του άκρου Α τής μικροτέρας βάσεως ΑΒ φέρομεν παράλληλον πρός 
την ΒΓ, ή όποία τέμνει την βάσιν ΓΔ εις τό Ε (σχ. 145) . Τότε θά είναι : 

(2) ΒΓ = ΑΕ, 

διότι είναι παράλληλα τμήματα κείμενα μεταξύ παραλλήλων. Έκ των σχέ- 
σεων (1) καί (2) έπεται δτι ΑΔ = ΑΕ, ήτοι τό τρίγωνον ΑΔΕ είναι 
ισοσκελές. Τότε θά έχη : 

(3) Δ* - ΑΕΔ. 

Έπί πλέον έχομεν δτι : 

(4) ΐ = ΑΕΔ, 

λόγω των παραλλήλων ΑΕ//ΒΓ, τεμνομένων υπό τής ΓΕ. Έκ των σχέσεων 
(3) καί (4) Ιπεται δτι Γ — Δ. 

/ν ^ 

Τότε θά είναι καί Β = Α ώς παραπληρώματα των ίσων γωνιών Γ καί Δ 
άντιστοίχως. Όμοίως άποδεικνύεται καί διά μή κυρτόν τραπέζιον. 

’Αντιστρόφως. Έστω τό τραπέζιον ΑΒΓΔ (σχ. 145) μέ 

XV XV 

(5) Γ = Δ, 

Θά δείξωμε δτι τούτο είναι Ισοσκελές. 

Έκ τής κορυφής Α τής μικροτέρας βάσεως ΑΒ φέρομεν παράλληλον 
προς την ΒΓ, ή όποια τέμνει την ΓΔ εις τό Ε. Τότε θά είναι : 

(6) Τ' = ΑΕΔ, 

λόγω των παραλλήλων ΒΓ // ΑΕ, τεμνομένων υπό τής ΓΕ. 

/V, 

Έκ των σχέσεων (5) καί (6) έπεται δτι Δ = ΑΕΔ, ήτοι τό τρίγωνον 
ΑΔΕ είναι ισοσκελές, ως έχον τάς παρά την βάσιν του ΔΕ γωνίας ϊσας. Έξ 
αύτοΰ λαμβάνομεν : 

(7) ΑΔ = ΑΕ, 

Αλλά είναι καί : 

(8) ΒΓ - ΑΕ, 

ως παράλληλα τμήματα κείμενα μεταξύ 
παραλλήλων. Έκ των (7) καί (8) λαμ- 
βάνομεν ΑΔ = ΒΓ, ήτοι τό τραπέζιον 
είναι ισοσκελές. 



153 . ’Άξων συμμετρίας Ισοσκε- 
λούς τραπεζίου. Επειδή παντός ισο- 
σκελούς τραπεζίου (κυρτού ή μή κυρτού σχ. 146α, β) αί μή παράλληλοι πλευ- 
ραί σχηματίζουν μεθ’ έκάστης των βάσεων γωνίας ίσας, αύται προεκτεινόμεναι 
(ένάνάγκη),τέμνονταιείς σημείον Ε καί σχηματίζουν μετά των βάσεων τού 
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τραπεζίου, δύο ισοσκελή τρίγωνα, τά ΕΑΒ καί ΕΓΔ. Το .έκ τής κορυφής Ε 
ύψος αυτών θά διέρχεται έκ των μέσων Μ καί Ν των βάσεων ΑΒ καί ΓΔ άντι- 
στοίχως, ήτοι θά είναι κοινή μεσοκάθετος των βάσεων, άρα άξων συμμετρίας 
του σχήματος. 

Αί διαγώνιοι ΑΓ καί ΒΔ, ώς συμμετρικαί μεταξύ των, είναι ΐσαι καί 
τέμνονται είς σημεΐον Ζ επί του άξονος συμμετρίας. 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

Λ'. | 

161. Δείξατε δτι έάν αί διαγώνιοι τραπεζίου εΐναι ϊσαι, τούτο είναι ισοσκελές. 

162. Έάν ή ευθεία ή ένοΰσα τά μέσα δύο άπέναντι πλευρών τετραπλεύρου είναι κά- 
θετος έπ’ αύτάς, τό τετράπλευρον είναι ισοσκελές τραπέζιον. 

163. Έάν ή βάσις ΓΔ τραπεζίου ΑΒΓΔ ίσούται πρός τδ άθροισμα τών μή παραλλή- 

κΝ /Ν 

λων πλευρών ΑΔ καί ΒΓ, δείξατε δτι αί διχοτόμοι τών γωνιών Α καί Β τέμνονται έπί τής ΓΔ. 

164. Δείξατε δτι είς κάθε τραπέζιον ή διαφιρά τών δύο βάσεων είναι μεγαλυτέρα τής 
διαφοράς τών δύο μή παραλλήλων πλευρών καί μικροτέρα του άθροίσματος αύτών. 


ΕΦΑΡΜΟΓΑΙ ΤΩΝ ΙΔΙΟΤΗΤΩΝ ΤΩΝ ΠΑΡΑΛΛΗΛΟΓΡΑΜΜΩΝ 

154 . Θεώρημα . Τό εύθύγραμμον τμήμα, πού όρίζεται άπό τά μέσα δύο 
πλευρών τριγώνου, είναι παράλληλον πρός τήν τρίτην πλευράν καί Ισον 
προς τό ήμισυ αύτής. 

Απόδείξις. *Έστω τρίγωνον ΑΒΓ καί Μ, Ν τά μέσα τών πλευρών του 
ΑΒ καί ΑΓ αντιστοίχους (σχ. 147). Φέρομεν τό τμήμα ΜΝ καί είς τήν προέ- 
κτασιν αυτού λαμβάνομεν τμήμα ΝΔ = ΝΜ. Τότε, τού τετραπλεύρου ΑΜΓΔ 
αί διαγώνιοι ΑΓ καί ΜΔ τεμνόμεναι είς τό Ν, διχοτομούνται, άρα τούτο είναι 
παραλληλόγραμμον. ’Εξ αύτοΰ έπεται ότι : 

(1) ΓΔ// = ΜΑ(*) 

Επειδή όμως είναι ΜΑ = ΜΒ καί τό τμήμα ΜΒ 
κεΐται έπ’ εύθείας μετά τού ΜΑ, άπεται έκ τής σχέ- 
σεως (1 ) δτι : 

ΓΔ // = ΜΒ. 

’Άρα τό τετράπλευρον ΒΓΔΜ είναι παραλληλό- 
γραμμον. Τότε θά είναι : 

ΜΔ// = ΒΓ ή 2·ΜΝ// = ΒΓ άρα : 



* Η ΓΔ//=ΜΑ συμβολίζει τήν παραλληλίαν καί Ισότητα διά τά τμήματα ΓΔ, 
ΜΑ καί έπομένως άντικαθιστά τάς ΓΔ//ΜΑ Λ ΓΔ=ΜΑ. 



Σχ. 147 
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155 , Θεώρημα . Έάν εύθεΐα (δ) είναι παράλληλος πρός μίαν πλευράν 
ΒΓ τριγώνου ΑΒΓ και διέρχεται άπό τό μέσον Μ τής πλευράς ΑΒ, τότε θά 
διέρχεται καί άπό τό μέσον Ν τής πλευράς ΑΓ και τό άποκοπτόμενον άπ* αύτήν 
τμήμα ΜΝ ίσοΟται πρός τό ήμισυ τής πλευράς ΒΓ. 

Άπόδειξις. Έστω βτι ή έκ του μέσου Μ της ΑΒ παράλληλος τής ΒΓ, 
τέμνει τήν ΑΓ εις τό Ν (σχ. 148). ’Εάν τό Ν δέν ήτο μέσον τής πλευράς ΑΓ 
καί ήτο τό Ν' μέσον αυτής, τότε ή ΜΝ 7 , κατά τό προηγούμενον θεώρημα, θά 
ήτο παράλληλος τής ΒΓ. Τούτο βμως είναι άτοπον, διότι έκ του σημείου Μ 
θά είχομεν δύο παραλλήλους, τάς ΜΝ καί ΜΝ' πρός την ΒΓ, "Αρα ή έκ του 
Μ παράλληλος τής ΒΓ διέρχεται έκ του μέσου Ν τής ΑΓ. 

Τό τμήμα ΜΝ Ισοΰται πρός τό ήμισυ τής ΒΓ διότι, έπί τή βάσει του προ- 
ηγουμένου θεωρήματος, ορίζεται έκ των μέσων Μ καί Ν των πλευρών ΑΒ καί 
ΑΓ του τριγώνου ΑΒΓ, 

156 . Θεώρημα . Ή διάμεσος κυρτοΟ τραπεζίου είναι παράλληλος πρός 
τάς βάσεις του καί Ισοάται πρός τό ήμιάθροισμα αότών. 

Άπόδειξις. "Εστω κυρτόν τραπέζιον ΑΒΓΔ, του οποίου αί βάσεις είναι 
ΑΒ = α καί ΓΔ == β (σχ. 149). Άν Κ καί Λ είναι τά μέσα των πλευρών 
ΑΔ καί ΒΓ άντιστοίχως, φέρομεν τήν ΒΚ, ή όποια τέμνει τήν προέκτασιν 



Τά σχηματιζόμενα τρίγωνα ΑΒΚ καί ΔΖΚ είναι ίσα, διότι έχουν ΚΑ = 
ΚΔ, ω 1 = ω 2 ώς κατά κορυφήν καί φ Χ == φ 2 , λόγω τών ΑΒ // ΓΔ, τεμνομέ- 
νων ύπό τής ΑΔ. Τότε θά έχωμεν ΒΚ = ΚΖ, ήτοι τό Κ είναι μέσον του ΒΖ 
καί ΑΒ = ΔΖ = α. 


Του τριγώνου πλέον ΒΖΓ, ή πλευρά ΖΓ είναι ίση μέ α + β, ήτοι μέ τό 
άθροισμα τών βάσεων τού τραπεζίου, ένφ ή διάμεσος ΚΛ τού τραπεζίου συν- 
δέει τά μέσα τών πλευρών ΒΖ καί ΒΓ τού τριγώνου ΒΖΓ. Άρα θά είναι 


ΚΛ// 


ΖΓ 

2 


ήτοι ΚΛ// ΑΒ //ΓΔ Λ ΚΛ = 


ΑΒ + ΓΔ 

2 


<* + β 

2 


157 . Θεώρημα. Έάν παράλληλοι εΰθείαι άποκόπτουν άπό εύθεΐαν τέ- 
μνουσαν αύτάς ίσα εύθύγραμμα τμήματα, τότε αΰται άποκόπτουν Ισα εύθύ- 
γραμμα τμήματα καί άπό κάθε άλλην τέμνουσαν αΰτάς. 
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Άπόδειξις. Θεωροϋμεν τρεις παραλλήλους εύθείας (α), (β), (γ) καί 
εύθεΐαν (δ) τέμνουσαν αύτάς εις τά σημεία Α,Β,Γ άντιστοίχως ούτως, ώστε 
ΑΒ — ΒΓ (σχ. 150). "Εστω (ε), μία άλλη τέμνουσα τάς παραλλήλους εις 


18) (ε) 


ιΥ) 


τά Δ, Ε, Ζ άντιστοίχως. Έκ των Α καί 
Β θεωροΰμεν τάς παραλλήλους τής (ε), 
αί όποΐαι τέμνουν ή μέν πρώτη την (β) (α) 
εις τό Ε 7 , ή δέ δευτέρα την (γ) είς τό 
Ζ'. Τότε τά τετράπλευρα ΑΔΕΕ' καί 
ΒΕΖΖ' είναι παραλληλόγραμμα, έπομέ- 1 ^ 
νως : 

(1) ΔΕ = ΑΕ' καί ΕΖ - ΒΖ' 

Τά τμήματα ΑΕ' καί ΒΖ', ώς παράλ- 
ληλα πρός την (ε) είναι καί μεταξύ των 

XV XV 

παράλληλα. Τότε θά είναι Α Χ = Β! ώς έντός καί επί τά αυτά μέρη των παραλ- 

XV XV 

λήλων ΑΕ' καί ΒΖ' τεμνομένων υπό τής (δ). Όμοίως Β 2 — Γ 2ι λόγο) των 
παραλλήλων (β) καί (γ), τεμνομένων υπό τής (δ). Τότε τά τρίγωνα ΑΒΕ' 
καί ΒΓΖ' είναι ίσα, διότι επί πλέον έχουν έξ ύποθέσεως ΑΒ = ΒΓ. Έξ αυτών 
Ιπεται δτι : 

(2) ΑΕ' = ΒΖ'. 

’Εκ των σχέσεων (1) καί (2) έπεται ΔΕ = ΕΖ. 



Πόρισμα. Έάν παράλληλοι εύθεΐαι άποκόπτουν άπό εύθεϊαν τέμνουσαν 
αύτάς ϊσα εύθύγραμμα τμήματα, αύται ίσαπέχουν. 

Παρατήρησις. ’Από τό προηγούμενον θεώρημα φαίνεται ή δυνατότης 
τής διαιρέσεως ένός εύθυγράμμου τμήματος είς όσαδήποτε ίσα τμήματα (βλ. 
καί § 227). 


ΑΣΚΗΣΕΙΣ 


Α'. 

165. Δείξατε ότι τά μέσα των πλευρών παντός κυρτού τετραπλεύρου, είναι κορυφαί, 
παραλληλογράμμου. Πότε τούτο είναι όρθογώνιον, πότε ρόμβος καί πότε τετράγωνον; 

166. Τά τμήματα πού συνδέουν τά μέσα των πλευρών τριγώνου, διαιρούν αυτό είς 
τέσσαρα ίσα τρίγωνα. 

167. Είς κάθε τρίγωνον τά μέσα τών πλευρών του καί τό ίχνος ένός ύψους του, είναι 
κορυφαί Ισοσκελούς τραπεζίου. 

168. Δείξατε δτι ή διάμεσος έπί τινα πλευράν τριγώνου τέμνει είς τό μέσον του τό 
τμήμα πού συνδέει τά μέσα τών δύο άλλων πλευρών. 

169. Έάν ή μία βάσίς κυρτού τραπεζίου είναι διπλασία τής άλλης, τότε ή διάμεσος 
αυτού τριχοτομείται ύπό τών διαγωνίων. 

170. Έάν ή διάμεσος ΚΛ τραπεζίου ΑΒΓΔ τέμνεται ύπό τών διαγωνίων είς τά Ε 
καί Ζ δείξατε δτι ΚΕ — ΛΖ. Πότε ή διάμεσος τριχοτομείται ύπό τών διαγωνίων; 



Περίκεντρου τριγώνου 


97 


171. Τό άθροισμα των άποστάσεων τών κορυφών ενός τριγώνου άπό τυχοΰσαν 
εύθεΐαν, ή οποία δέν τό τέμνει, ίσοΰται μέ τό άθροισμα των άποστάσεων των μέσων των 
πλευρών του άπ’ αύτήν. 

172. Δίδεται τρίγωνον ΑΒΓ. "Αγομεν τυχοΰσαν εύθεΐαν διά της κορυφής Α καί άπό 
τά Β καί Γ φέρομεν καθέτους ΒΔ καί ΓΕ έπ’ αύτήν. Δείξατε δτι τό μέσον Μ του τμήματος 
ΒΓ Ισαπέχει άπό τά Δ καί Ε. 


Β.' 


173. Είς κάθε κυρτόν τετράπλευρον τά τμήματα πού δρίζονται άπό τά μέσα των 
άπέναντι πλευρών καί άπό τά μέσα τών διαγωνίων του διέρχονται διά τοϋ αύτοΰ σημείου, 
τό όποιον είναι μέσον έκάστου. 

174. Ή εύθεΐα ή διερχομένη διά της κορυφής Α τριγώνου ΑΒΓ καί τοϋ μέσου Ε 
της διαμέσου ΒΔ τέμνει τήν πλευράν ΒΓ είς σημεΐον Ζ. Δείξατε δτι ΖΓ = 2.ΒΖ. 

175. Είς τρίγωνον ΑΒΓ φέρομεν τήν διχοτόμον ΑΔ καί !κ τοϋ Β κάθετον έπ’ αύτήν, 
ή όποία τήν τέμνει είς τό Ε. Έάν είναι Μ τό μέσον της πλευράς ΒΓ, δείξατε οτι ΕΜ / / ΑΓ 


καί ΕΜ = 


| ΑΒ — ΑΓ 
2 


176. Τό εύθύγραμμον τμήμα μέ άκρα τά μέσα τών διαγωνίων κυρτοΰ τραπεζίου, 
είναι παράλληλον πρός τάς βάσεις του καί ίσον πρός τήν ήμιδιαφοράν αύτών. 

177. Έστω Δ τυχόν σημεΐον τής πλευράς ΑΒ Ισοσκελούς τριγώνου ΑΒΓ (ΑΒ = 
ΑΓ). Είς τήν προέκτασιν τής πλευράς ΑΓ λαμβάνομεν τμήμα ΓΕ = ΒΔ. Δείξατε δτι τό 
τμήμα ΔΕ διχοτομείται άπό τήν ΒΓ. 

178. Είς κυρτόν τετράπλευρον ΑΒΓΔ φέρομεν τήν ΒΕ παράλληλον καί ϊσην τής ΑΔ 
καί πρός τό αύτό μέρος κειμένην μετά τής ΑΔ ώς πρός τήν ΑΒ. Δείξατε δτι τό τμήμα ΓΕ 
είναι παράλληλον πρός τήν εύθεΐαν τήν ένοΰσαν τά μέσα τών διαγωνίων του τετραπλεύρου. 

179. Λαμβάνομεν τυχόν σημεΐον Ε τής πλευράς ΑΒ παραλληλογράμμου ΑΒΓΔ καί 
έπί τών πλευρών ΑΔ καί ΒΓ αύτοΰ λαμβάνομεν άντιστοίχως σημεία Ζ καί Η οδτως, ώστε 

νά είναι ΑΖ = ΑΕ καί ΒΗ=ΒΕ. Έάν Μ είναι τό μέσον τής ΖΗ, δείξατε δτι ΑΜΒ = 11·. 

180. Διά τής κορυφής Α παραλληλογράμμου ΑΒΓΔ φέρομεν τυχοΰσαν εύθεΐαν (ε). 
Δείξατε δτι ή άπόστασις τής κορυφής Γ άπό τήν (ε) ίσοΰται πρός τό άθροισμα ή τήν διαφο- 
ράν τών άποστάσεων τών κορυφών Β καί Γ άπό τήν (ε), άναλόγως τοΰ έάν ή εύθεΐα (ε) 
δέν τέμνη ή τέμνη τό παραλληλόγραμμον. 

181. Δίδεται παραλληλόγραμμον καί τυχοΰσα εύθεΐα (ε) μη τέμνουσα αύτό. Δεί- 
ξατε δτι τό άθροισμα τών άποστάσεων τών κορυφών τοΰ παραλληλογράμμου άπό τήν (ε) 
Ισοΰται πρός τό τετραπλάσιον τής άπαστάσεως τοΰ κέντρου τοΰ παραλληλογράμμου άπό 
τήν (ε). 

182. Ή άπόστασις τοΰ μέσου εύθυγράμμου τμήματος άπό τυχοΰσαν εύθεΐαν ίσοΰται 
μέ ιό ήμιάθροισμα ή μέ τήν ήμιδιαφοράν τών άποστάσεων τών άκρων τοΰ τμήματος άπό 
τήν εύθεΐαν, άναλόγως τοΰ έάν τό τμήμα δέν τέμνη ή τέμνη τήν εύθεΐαν. 


ΚΕΝΤΡΑ ΤΟΥ ΤΡΙΓΩΝΟΥ 

158 . Θεώρημα. Αί μεσοκάθετοι τών πλευρών παντός τριγώνου διέρ- 
χονται διά τοϋ αύτοΰ σημείου, τό όποιον Ισαπέχει άπό τάς κορυφάς του. 

Άπόδειξις. "Εστω τρίγωνον ΑΒΓ (σχ. 151). Θεωροΰμεν τάς μεσοκα- 
θέτους τών πλευρών ΒΓ καί ΑΓ. Αύται είναι κάθετοι είς μή παραλλή- 
7 
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λους πλευράς ΒΓ καί ΑΓ, συνεπώς δέν είναι παράλληλοι, άρα τέμνονται εις 
!ν σημεΐον Ο. Τδ σημείο ν τούτο, ώς άνήκον εις τήν μεσοκάθετον του τμήματος 
ΒΓ ίσαπέχει άπό τά άκρα του, ήτοι : 

(1) ΟΒ = ΟΓ. 

'Ομοίως τδ σημεΐον Ο ίσαπέχει έκ τών άκρων του τμήματος ΑΓ, ώς άνήκον 
εις την μεσοκάθετον αύτοΰ, ήτοι : 

(2) ΟΓ=ΟΑ. 

Έκ των σχέσεων (1) καί (2) έπεται : 

ΟΑ = ΟΒ, 

δηλαδή τδ Ο ίσαπέχει άπδ τά άκρα του τμήματος ΑΒ, συνεπώς άνήκει είς τήν 
μεσοκάθετον αύτοΰ. *Αρα αί τρεις μεσοκάθετοι διέρχονται διά του αύτοΰ 
σημείου Ο, τδ όποιον καλείται περίκεντρον τοΰ τριγώνου ΑΒΓ καί τδ οποίον 
ίσαπέχει άπδ τάς τρεις κορυφάς τοΰ τριγώνου ώς προκύπτει έκ τών σχέ- 
σεων (1) καί (2). 


159. Θεώρημα. Τά τρία ύψη παντός τριγώνου διέρχονται διά τοΰ αύ- 
τοΰ σημείου. ! 

Άπόδειξις. Έστω τρίγωνον ΑΒΓ καί ΑΔ, ΒΕ, ΓΖ τά τρία ύψη αύτοΰ 
(σχ. 152). Έκ τών κορυφών Α, Β καί Γ φέρομεν παραλλήλους πρδς τάς άπέ- 
ναντι αύτών πλευράς, αί όποΐαι ορίζουν τδ τρίγωνον ΙΚΛ. Τδ τετράπλευρου 


Α 



Σχ. 151 



,ν 

£*. 152 


ΑΒΓΚ έχει τάς απέναντι πλευράς του παραλλήλους, συνεπώς είναι παραλλη- 
λόγραμμον, άρα : 

(1) ΑΚ = ΒΓ - α. 

Τδ ίδιον συμβαίνει καί διά τδ ΑΓΒΛ. Επομένως : 

(2) ΑΑ = ΓΒ = α. 

Έκ τών (1 ) καί (2) έπεται ότι ΑΚ = ΑΑ, ήτοι τδ Α είναι μέσον τής πλευράς 
ΚΛ τοΰ τριγώνου ΙΚΛ. 

Τδ ύψος ΑΔ τοΰ τριγώνου ΑΒΓ, ώς κάθετον επί τήν ΒΓ, θά είναι κάθε- 
τον καί επί τήν παράλληλόν της ΚΛ καί, επειδή διέρχεται άπδ τδ μέσον Α 
τής ΚΛ, έπεται βτι είναι μεσοκάθετος τής πλευράς ΚΛ τοΰ τριγώνου ΙΚΛ. 
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Όμοίως άποδεικνύεται ότι τά ύψη ΒΕ καί ΓΖ του τριγώνου ΑΒΓ είναι 
μεσοκάθετοι των πλευρών ΙΛ καί ΙΚ του τριγώνου ΙΚΛ άντιστοίχως. Τότε 
ταΰτα διέρχονται διά του αύτοΰ σημείου Η (§ 158). Τό σημεΐον Η καλείται 
όρθόκεντρον του τριγώνου ΑΒΓ. 


160. Όρθοκεντρική τετράς σημείων. Αί τρεις κορυφαί παντός 
τριγώνου καί τό όρθόκεντρον αύτου λέγομεν δτι άποτελουν μίαν όρθοκεντρικήν 
τετράδα σημείων, διότι εύκόλως φαίνεται δτι τά οίαδήποτε τρία εξ αυτών ορί- 
ζουν τρίγωνον, τό όποιον έχει ώς όρθόκεντρον τό τέταρτον σημεΐον της 
τετράδος. 


★ 161 . Θεώρημα. Έαν Ε καί Ζ είναι σημεία τών πλευρών ΑΓ καί ΑΒ άντιστοίχως 
τριγώνου ΑΒΓ, αί ήμιευθεΐαι ΒΕ καί ΓΖ τέμνονται είς σημεΐον Σ έσωτερικόν τοΰ τριγώνου 
καί ή ήμιευθεϊα ΑΣ τέμνει τήν ΒΓ είς σημεΐον Δ ένδιάμεσον τών Β καί Γ. 

/Ν /V 

Άπόδειξις. Επειδή τά σημεία Ε καί Ζ είναι έσωτερικά τών γωνιών Β καί Γ άντι- 
στοίχως έπεται δτι (σχ. 153): 


ΕΒΓ<Β καί 
ΖΓΒ<Γ 


Τότε θά είναι καί 



ΕΒΓ + ΖΓΒ<Β + Γ<21- 
"Αρα αί ήμιευθεΐαι ΒΕ καί ΓΖ τέμνονται 
είς έν σημεΐον Σ. Σχ. 153 

/V. /ν 

Αί ήμιευθεΐαι ΒΕ καί ΓΖ είναι έσωτερικαί διά τάς γωνίας Β καί Γ άντιστοίχως ήτοι: 
ΒΕ ε βσ. Β καί 


ΓΖ 6 εσ. Γ . 

Έξ αυτών έπεται δτι: 

(1) ΒΕ Γ) ΓΖ € (εσ. Β)Π (εσ. Γ) 

Αλλά τδ πρώτον μέλος της (1 ) είναι τδ κοινδν σημεΐον τών ήμιευθειών ΒΕ καί ΓΖ, δηλαδή 

ί 

τδ Σ καί τδ δεύτερον μέλος της είναι τδ κοινδν μέρος τών έσωτερικών τών γωνιών Β καί Γ, 
δηλαδή τδ έσωτερικδν του τριγώνου ΑΒΓ. Τότε ή (1) γράφεται. 

Σ £ εσ. ΑΒΓ, 

άρα τό Σ εύρίσκεται είς τδ έσωτερικδν τοΰ τριγώνου ΑΒΓ. 

Κατά ταΰτα ή ΑΣ είναι έσωτερική ήμιευθεϊα της κυρτής γωνίας Α, τά δέ Β καί Γ, 

ώς σημεία τών πλευρών τής Α, εύρίσκονται έκατέρωθεν τής ΑΣ. Συνεπώς τδ τμήμα ΒΓ 
τέμνει τήν ήμιευθεΐαν ΑΣ είς σημεΐον Δ ή Εσοδυνάμως ή ήμιευθεϊα ΑΣ τέμνει τήν ΒΓ είς 
σημεΐον Δ ένδιάμεσον τών Β καί Γ. 


162. Θεώρημα. Αί τρεις διάμεσοι παντός τριγώνου διέρχονται διάτοδ 
αύτοΰ σημείου, τό όποϊον είναι έσωτερικόν τοΰ τριγώνου, άπέχει δέ άπό 
έκάστην κορυφήν άπόστασιν ϊσην πρός τά 2/ 3 τής Αντιστοίχου διαμέσου. 
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Άπόδειξις. "Έστω τρίγωνον ΑΒΓ καί ΒΕ, ΓΖ αί δύο διάμεσοι αυτού 
(σχ. 154). Αΰται τέμνοντα,ι είς σημεΐον Σ (βλ. § 161), τό όποιον είναι 
εσωτερικόν του τριγώνου. 

Φέρομεν την ΑΣ, ή οποία τέμνει την ΒΓ είς τό 
Δ καί αρκεί νά δείξωμεν δτι τό Δ είναι τό μέσον 
ΒΓ. 

Έπί τής ΑΔ, λαμβάνομεν τμήμα : 

(1) ΣΚ = ΣΑ, 
ώστε τό Σ νά είναι τό μέσον του τμήματος ΑΚ. 
τε, επειδή τό Ζ είναι τό μέσον τής πλευράς 
έπεται δτι ΖΣ / /ΒΚ ή 

(2) ΖΓ //ΒΚ 
'Ομοίως άποδεικνύεται δτι ΕΣ//ΓΚ ή 

(3) ΕΒ//ΓΚ 

Έκ των σχέσεων (2) καί (3) έπεται δτι τό τετράπλευρον ΒΚΓΣ είναι 
παραλληλόγραμμον, ώς έχον τάς άπέναντι πλευράς του παραλλήλους. "Αρα 
αί διαγώνιοι του ΣΚ καί ΒΓ διχοτομούνται, ήτοι τό Δ είναι τό μέσον τής ΒΓ. 
Επομένως καί ή έκ του Α διάμεσος του τριγώνου διέρχεται έκ τοΰ κοινού 
σημείου Σ των δύο άλλων διαμέσων. 

Έκ τοΰ παραλληλογράμμου ΒΚΓΣ λαμβάνομεν ΣΚ = 2*ΣΔ. Τότε ή 
σχέσις (1 ) γράφεται : 

(4) 2 · ΣΔ = ΣΑ 
Έχομεν όμως δτι ΣΑ + ΣΔ = ΑΔ ή 

2ΣΑ Η- 2ΣΔ = 2ΑΔ καί λόγιρ τής (4) ή τελευταία γράφεται 
2ΣΑ + ΣΑ — 2ΑΔ => 3ΣΑ = 2ΑΔ έκ τής οποίας έπεται δτι : 

ΣΑ— — ΑΔ, 

3 

ήτοι τό σημεΐον Σ τής τομής των διαμέσων, άπέχει από την κορυφήν Α από- 
στάσιν ΐσην προς τά 2 /3 τής διαμέσου ΑΔ. 

'Ομοίως άποδεικνύεται δτι είναι : 

ΣΒ= — ΒΕ καί ΣΓ= — ΓΖ. 

3 3 

1 ό κοινόν σημεΐον Σ των διαμέσων τριγώνου ονομάζεται κέντρον βάρους 

η βαρύκεντρον αύτοΟ. 'Ο δρος ούτος έχει ληφθή έκ τής φυσικής, διότι τό Σ 

συμπίπτει μέ τό κέντρον βάρους υλικής πλακός έξ ομογενούς υλικού, σχήμα- 
τος τριγώνου. 

Σημείωσις. Είναι επίσης ΣΔ ==· _ί_ ΑΔ, ΣΕ = — ΒΕ, ΣΖ = -ί- ΓΖ. 

3 3 3 

163. Θεώρημα. Αί τρεις έσωτερικαί διχοτόμοι τών γωνιών παντός τριγώ- 
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νου, διέρχονται διά τοδ αύτοΰ σημείου, τό όποιον είναι έσωτερικόν το® τρι- 
γώνου καί Ισαπέχει άπό τάς τρεις πλευράς. 

/Ν /Ν 

'Απόδειξις. *Ας θεωρήσωμεν τάς διχοτόμους των γωνιών Β καί Γ 

/Ν /\ 

(σχ. 155). Αΰται είναι έσωτερικαί των γωνιών Β καί Γ άντιστοίχως, έπομέ- 
νως, τέμνονται εις σημεΐον Θ έσωτερικόν του τρι- 
γώνου. Έκ του Θ φέρομεν ΘΙ_]_ΒΓ, ΘΚ_1_ΑΓ καί 
ΘΛ_1_ΑΒ. Τό σημεΐον Θ, ώς άνήκον εις τήν διχο- 

τόμον της γωνίας Β, ίσαπέχει άπό τάς πλευράς της, 
ήτοι : 

(1) ΘΙ = ΘΑ. 

Επειδή επί πλέον τούτο άνήκει καί είς τήν διχοτό- 
μον της γωνίας Γ έπεται δτι : 

(2) ΘΙ = ΘΚ 

Έκ τών σχέσεων (1) καί (2) συνεπάγεται δτι : 

ΘΑ = ΘΚ. 

ν Αρα τό σημεΐον Θ άνήκει καί είς τήν διχοτόμον τής γωνίας Α, ώς ίσαπέχον 
άπό τάς πλευράς της. Επομένως αί τρεις διχοτόμοι τών γωνιών του τριγώνου 
ΑΒΓ διέρχονται διά του αύτοΰ σημείου Θ, τό όποιον είναι έσωτερικόν τοΰ 
τριγώνου. Τό σημεΐον Θ καλείται έγκεντρον τοΰ τριγώνου καί ίσαπέχει άπό 
τάς τρεις πλευράς του. 

★ 164. Θεώρημα. Είς κάθε τρίγωνον αί έξωτερικαι διχοτόμοι δύο γωνιών του τέ- 
μνονται είς σημεΐον εύρισκόμενον έντός τής τρίτης γωνίας του. 

Άπόδείξις. Έστω τρίγωνον ΑΒΓ (σχ. 156). Ή εύθεΐα ΒΓ, έπί της όποιας εύρίσκεται 



(Ρ,Γ 


ν(Ρ 2 ) <!*>/ 


'<Σ,> 


ή πλευρά τοΰ τριγώνου, χωρίζει τό έπίπεδον είς 
δύο ήμιεπίεπδα (Πχ) καί (Π 2 ) δπου ή κορυφή Α 
εύρίσκεται είς τό (Π, ), αί δέ εύθεΐαι ΑΓ καί 
ΑΒ χωρίζουν τό έπίπεδον είς δύο ήμιεπίπεδα 
έκάστη, (Ρ Χ ), (Ρ 2 ) καί (Σχ), (Σ 2 ) άντιστοίχως 
δπου αί κορυφαί Β καί Γ εύρίσκονται είς τά (Ρχ) 
καί (Σ Χ ) άντιστοίχως. "Αν 2ω καί 2φ είναι αί 

έξωτερικαι γωνίαι τών Β καί Γ άντιστοίχως, ί- 
χομεν: 2ω < 21- καί 2φ < 2>- ώς παραπληρω- ^ 

ματικαί τών Βκαίί\ ’Άρα 2ω + 2φ < 4<- ή (Π:ι) 
ω + φ < 21·. Έξ αύτης έπεται δτι αί έξωτε- 

ρικαί διχοτόμοι τών γωνιών Β καί Γ τέμνονται 
είς σημεΐον Κ Χ έντός τοΰ ήμιεπιεπιπέδου (Π 2 ). 

Τό σημεΐον Κ Χ , ώς σημεΐον τοΰ ήμιεπιπέδου (Π 2 ) 
εύρίσκεται έκτός τοΰ τριγώνου ΑΒΓ, διότι τό 
τρίγωνον κεΐται έντός τοΰ (Πχ). ^ ^ 

Αί διχοτόμοι ΒΚχ καί ΓΚχ κεΐνται έντός τών κυρτών γωνιών ΓΒχ καί ΒΓγ ήτοι : 
ΒΚχ € (Π 2 ) Π (Σχ) καί 

ΓΚχ € (Π 2 ) Π (Ρχ) 


<Πι> θ'ν/· Χ ί 

τΛ / 

(Π 2 ) 

7 φ/\ 

/ 

ζ / \ 

/ / \ 

/ Χν νΑ 

/ / 

V. / 



Σχ. 156 



τ 


Παράκεντρα τριγώνου 

•Εξ αύτών δπεται δτι: 

(ΒΚχ) Π (ΓΚι): € ; [ (Π 8 ) Π (Σι) ] Π [ (Π 2 ) Π (Ρχ ) 1 
ή Κ χ ε (Π 3 ) Π (Σι) Π (Ρι) 
ή Κ χ € (Π.) Π [(Σ χ ) Π (Ρχ)3 

έκ της δποίας έπεται Κ χ £ (Σ χ ) Π (Ρι) ή 

Κ χ € εσ. Α. 

"Αρα τδ σημεϊον Κ χ εύρ ί σκέτα ι έκτδς του τριγώνου καί έντδς της γωνίας Α. 

165. Θεώρημα. ΕΙς κάθε τρίγωνον άνά δύο αί έξωτερικαι διχοτόμοι 
τέμνονται είς σημεϊον, άπό τό όποιον διέρχεται ή τρίτη έσωτερική διχοτόμος 
καί τό όποιον ίσαπέχει άπό τάς πλευράς τοδ τριγώνου. 

*Απόδειξις. ’Έστω τρίγωνον ΑΒΓ. Φέρομεν τάς έξωτερικάς διχοτόμους 
των γωνιών Β και Γ, αί όποϊαι τέμνονται, είς σημεϊον Κ Χ (βλ. § 164), 

εξωτερικόν του τριγώνου >ςαΙ εσωτερικόν τής γωνίας Α (σχ. 156). Φέρομεν 
τάς Κ Χ Δ ΒΓ, Κ Χ Ε _!_ ΑΓ καί Κ Χ Ζ _]_ ΑΒ. Τότε, επειδή τό Κ Χ είναι σημεϊον 

/Ν ' /Ν 

των διχοτόμων των γωνιών ΓΒχ και ΒΓγ, θά Ιχωμεν : 

Κ Χ Δ =' Κ Χ Ζ καί Κ Χ Δ = Κ Χ Ε 

έκ τών οποίων έπεται δτι Κ Χ Ζ == Κ^Ε. Έκ τής τελευταίας έπεται ότι τό Κ Χ 

XV 

ανήκει είς την εσωτερικήν διχοτόμον τής γωνίας Α, διότι ίσαπέχει άπό τάς 
πλευράς της καί εύρίσκεται καί είς τό εσωτερικόν αυτής. 

Τό σημεϊον τούτο ίσαπέχει άπό τάς τρεις πλευράς του τριγώνου και 
ονομάζεται παράκεντρον αύτοΰ. Άντιστοίχως υπάρχουν καί δύο άλλα παρά- 

, XV 

κέντρα Κ 2 καί Κ 3 του τριγώνου έντός τών γωνιών Β καί Γ αυτού. 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

Α\ ■ 

183. Έάν Α', Β', Γ' είναι τα συμμετρικά του περικέντρου τριγώνου ΑΒΓ ώς πρδς 
τάς πλευράς του, δείξατε δτι τδ τρίγωνον Α'Β'Γ' είναι ίσον πρδς τδ ΑΒΓ. 

184. Τδ άθροισμα τών , διαμέσων παντδς τριγώνου είναι μεγαλύτερον τών 3/4 
καί, μικρότερον τών 3/2 της περιμέτρου αύτοΰ. 

185. 3 Απδ τδ κέντρον βάρους τριγώνου ΑΒΓ φέρομεν ευθείαν (ε), ή όποια άφήνει 
τάς κορυφάς Β καί Γ πρδς τδ ένα μέρος αυτής. Έάν ΑΑ', ΒΒ', ΓΓ' είναι αί άποστάσεις 
τών τριών κορυφών άπδ αυτήν, δείξατε! δτι είναι ΑΑ' — ΒΒ' + ΓΓ'. 

186. Τδ άθροισμα τών άποστάσεών τών κορυφών τριγώνου άπό τυχοΰσαν ευθείαν 
μή τέμνουσαν αυτό, ίσοΰται μέ τδ τριπλάσιον της άποστάσεως του κέντρου βάρους του 
τριγώνου άπδ αύτήν. 

187. Παραλληλογράμμου ΑΒΓΑ θεωροΰμεν τά μέσα Μ καί Ν τών πλευρών ΑΒ καί 
ΑΔ. Δείξατε δτι ή διαγώνιος ΒΔ τριχοτομείται άπδ τάς ΓΜ, ΓΝ. 

188. Έάν τρίγωνον 2χη δύο ϊσας διαμέσους, τότε είναι Ισοσκελές. 

189. Έστω τρίγωνον ΑΒΓ, ΑΔ, ΒΕ, ΓΖ αί διάμεσοι αύτοΰ καί Ο τδ κέντρον βά- 
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ρους του. Προεκτείνομεν τάς διαμέσους καί έπί τών προεκτάσεων λαμβάνομεν τμήματα 
ΔΑ' — ΔΟ, ΕΒ' = ΕΟ, ΖΓ' = ΖΟ άντιστοίχως. Δείξατε δτι τά τρίγωνα ΑΒΓ καί Α'Β'Γ' 
είναι ίσα. 

Β.' 

190. Έάν ισοπλεύρου τριγώνου ΑΒΓ προεκτείνωμεν τάς πλευράς του κατά κύκλικήν 
σειράν καί έπΐ τών προεκτάσεων λάβωμεν τμήματα ΑΑ' = ΒΒ' = ΓΓ', δείξατε δτι τδ 
τρίγωνον Α'Β'Γ' είναι Ισόπλευρον, του όποιου τό κέντρον βάρους ταυτίζεται μέ τδ κέντρον 
βάρους τοϋ ΑΒΓ. 

191. Μέ πλευράς τάς ΑΒ καί ΑΓ τριγώνου ΑΒΓ κατασκευάζομεν έκτδς αύτοϋ τά 
τετράγωνα ΑΒΔΕ καί ΑΓΖΗ. Δείξατε δτι αί εύθεΐαι ΒΗ καί ΓΔ τέμνονται έπΐ του ύψους 
ΑΘ τού τριγώνου. 

192. Δίδεται Ισοσκελές τρίγωνον ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ). Έάν Μ είναι τυχόν σημεΐον 
της πλευράς ΑΒ καί λάβωμεν εις τήν προέκτασιν της ΑΓ σημεΐον Ν, τοιούτον ώστε ΓΝ = 
ΒΜ, δείξατε δτι ή μεσοκάθετος τού τμήματος ΜΝ διέρχεται διά σταθερού σημείου. 

193. ’Έστω τρίγωνον ΑΒΓ. Έάν Δ καί Ε είναι σημεία τών πλευρών ΑΓ καί ΑΒ 
άντιστοίχως τοιαύτα, ώστε διά τά τμήματα ΒΔ καί ΓΕ τεμνόμενα είς σημεΐον Ο νά είναι 
ΒΟ = 2.0Δ καί ΓΟ = 2,ΟΕ, δείξατε δτι τά Δ καί Ε είναι τά μέσα τών πλευρών ΑΓ 
καί ΑΒ. 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΠΡΟΣ ΕΠΑΝΑΛΗΨϊΝ 
Β'. 

194. Έάν Ε καί Ζ είναι τά σημεία τομής τών άπέναντι πλευρών κυρτού τετραπλεύ- 

ρου ΑΒΓΔ, δείξατε δτι ή γωνία τών διχοτόμων τών γωνιών Ε καί Ζ Ισοΰται μέ τδ ήμιά- 
θροισμα τών δύο άπέναντι γωνιών τού τετράπλευρου. 

195. Όρθογωνίου τριγώνου ΑΒΓ είναι ΑΒ < ΑΓ. Φέρομεν τδ ύψος ΑΔ καί έπΐ 
της ύποτεινούσης λαμβάνομεν τμήμα ΔΕ = ΔΒ. Έκ τής κορυφής Γ φέρμεν ΓΖ _|_ ΑΕ. 

Δείξατε δτι ή ,ΓΒ είναι διχοτόμος τής γωνίας ΑΓΖ. 

196. Έπί τών πλευρών Ισοπλεύρου τριγώνου ΑΒΓ πλευράς α λαμβάνομεν τμήματα 

ΑΑ' = ΒΒ' = ΓΓ' = . Δείξατε δτι: α) τδ τρίγωνον Α'Β'Γ' είναι Ισόπλευρον, β) αί 

3 

πλευραί τού Α'Β'Γ' είναι κάθετοι έπί τάς πλευράς τού ΑΒΓ καί γ) τδ κέντρον βάρους τού 
Α'Β'Γ' συμπίπτει μέ τδ κέντρον βάρους τού ΑΒΓ. 

197. Τριγώνου ΑΒΓ ή γωνία Β είναι ίση μέ 45°. Φέρομεν τά όψη ΑΔ καί ΓΕ καί 
έστω Ζ τδ μέσον τής ΑΓ. Δείξατε δτι ΖΔ ΖΕ. 

198. Αί διάμεσοι τριγώνου πού άντιστοιχοΰν είς άνίσους πλευράς, είναι άνισοι καί 
μεγαλυτέρα είναι ή άντιστοιχοΰσα είς μικροτέραν πλευράν. 

199. Έστω Μ σημεΐον έσωτερικδν όρθογωνίου ΑΒΓΔ. Έάν Ε, Ζ, Η, Θ είναι τά 
συμμετρικά τού Μ ώς πρδς τάς πλευράς ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ, ΔΑ τού όρθογωνίου, α) δείξατε δτι 
αί κορυφαί τού όρθογωνίου είναι τά μέσα τών πλευρών τού τετραπλεύρου ΕΖΗΘ, β) πότε 
τδ ΕΖΗΘ είναι παραλληλόγραμμον; 

200. Έάν Μ είναι τυχόν σημεΐον τής έξωτερικής διχοτόμου τής γωνίας Α τριγώνου 
ΑΒΓ, δείξατε δτι ΜΒ + ΜΓ > ΑΒ + ΑΓ. 

201. Δίδονται δύο παράλληλοι εύθείαι (ε^, (ε 2 ) καί έξ ένδς σημείου Α τής (ε Χ ) 
φέρομεν ΑΓ (ε 2 ) καί ΑΒ πλαγίαν ώς πρδς τήν (ε 2 ). Έκ τού Β θεωρούμε ν εύθεΐαν τέ- 
μνουσαν τήν ΑΓ είς τδ Δ καί τήν (ε Χ ) είς τδ Ζ τοιαύτην, ώστε ΔΖ = 2 ΑΒ. Νά δειχθή 

δτι ΑΒΓ = 3-ΔΒΓ. 

202. Έπί τών πλευρών ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ, ΔΑ τετραγώνου ΑΒΓΔ λαμβάνομεν τά σημεία 
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Ε,Ζ,Η,Θ άντιστοίχως οΰτως, ώστε ΑΕ = ΒΖ — ΓΗ = ΔΘ = λ. α) Δείξατε δτι τό 
ΕΖΗΘ εΐναι τέτραγωνον, β) νά προσδιορισθή τό λ, ούτως, ώστε τό τετράγωνον ΕΖΗΘ 
νά είναι τό έλάχιστον δυνατόν. 

203. Τετράπλευρου αί διαγώνιοι τέμνονται καθέτως. Δείξατε δτι τά μέσα των 
πλευρών του είναι κορυφαί όρθογωνίου. 

204. Κυρτοϋ τετραπλεύρου ΑΒΓΔ αί πλευραί ΑΔ καί ΒΓ είναι ϊσαι. Έάν Ε καί Ζ 
είναι τά μέσα τών ΑΒ καί ΓΔ, δείξατε δτι ή ΕΖ είναι παράλληλος της διχοτόμου της γω- 
νίας των πλευρών ΑΔ καί ΒΓ. 

205. Δίδεται εύθύγραμμον τμήμα ΑΒ καί Γ τυχόν σημείον αύτοϋ. Έκ τών Α καί 
Β φέρομεν τάς παραλλήλους ήμιευθείας Αχ καί Β^ πρός τό αύτό μέρος του ΑΒ, έπί τών 
όποίων λαμβάνομεν τμήματα ΑΔ = ΑΓ καί ΒΕ = ΒΓ άντιστοίχως. Έάν Ζ εΐναι τό μέ- 
σον τοϋ τμήματος ΔΕ, δείξατε δτι ΖΑ Α ΖΒ. 

206. Δίδεται τρίγωνον ΑΒΓ. Έκ της κορυφής Α φέρομεν καθέτους ήμιευθείας έπί 
τάς ΑΒ καί ΑΓ δχι πρός τό μέρος τοϋ τριγώνου καί έπ’ αυτών λαμβάνομεν τμήματα ΑΒ' = 
— ΑΒ καί ΑΓ' = ΑΓ άντιστοίχως. Δείξατε δτι τό ύψος ΑΔ τοϋ ΑΒΓ προεκτεινόμενον 
διέρχεται διά τοϋ μέσου τοϋ τμήματος Β'Γ'. Τί παρατηρεϊται διά τό ύψος ΑΕ τοϋ τριγώνου 
ΑΒΤ' ; 

207. Άπδ τό μέσον Μ της πλευράς ΒΓ τριγώνου ΑΒΓ φέρομεν κάθετον έπί τήν 

διχοτόμον τής γωνίας Α, ή όποία τέμνει τάς πλευράς ΑΒ καί ΑΓ είς τά Β' καί Γ' άντιστοί- 
χως. Δείξατε δτι ΑΒ' = ΑΓ' = . 

208 Έστω τρίγωνον ΑΒΓ. Έκ τοϋ Α φέρομεν άνά μίαν κάθετον ΑΔ, ΑΕ, ΑΖ, ΑΗ, 

/V 

έπί τάς τέσσαρας διχοτόμους τών γωνιών Β καί Γ. Δείξατε δτι τά σημεία Δ. Ε, Ζ, Η 
κεϊνται έπ’ ευθείας. 

209. Μέ πλευράς τάς ΑΒ καί ΑΓ όρθογωνίου τριγώνου ΑΒΓ (Α — I 1 -) κατασκευά- 
ζομεν έκτός αύτοϋ τά τετράγωνα ΑΒΔΕ καί ΑΓΖΘ. Φέρομεν τάς ΔΔ' I ΒΓ καί ΖΖ'_1_ΒΓ. 
Δείξατε δτι : α) ΔΔ' -Η ΖΖ' = ΒΓ, β) τά σημεία Δ, Α, Ζ κεϊνται έπ’ εύθείας καί γ) 
αί ΔΕ καί ΖΘ τέμνονται έπί τής προεκτάσεως τοϋ ΰψους ΑΗ τοϋ τριγώνου ΑΒΓ. 

210. Κυρτοϋ τετραπλεύρου ΑΒΓΔ αί άπέναντι γωνίαι εΐναι παραπληρωματικαί, 
αί δέ άπέναντι πλευραί προεκτεινόμεναι τέμνονται είς τά Ε καί Ζ. Δείξατε δτι αί διχοτόμοι 

/Ν /Ν. ^ 

τών γωνιών Ε καί Ζ τέμνουν τάς πλευράς τοϋ τετραπλεύρου είς τέσσαρα σημεία, τά οποία 
είναι κορυφαί ρόμβου. 

211. Έάν Ε καί Ζ εΐναι τά μέσα τών πλευρών ΑΒ καί ΒΓ άντιστοίχως τριγώνου 
ΑΒΓ καί Δ τό ίχνος τοϋ ΰψους ΑΔ, δείξατε δτι ή γωνία ΔΕΖ ίσοϋται μέ την διαφοράν 
τών γωνιών Β καί Γ τοϋ τριγώνου. 

212. Όρθογωνίου τριγώνου ΑΒΓ (Α = 1ί-) φέρομεν τό ύψος ΑΗ καί έκ τοϋ Η 
τά καθέτους ΗΔ, ΗΕ έπί τάς ΑΒ, ΑΓ άντιστοίχως. Έκ τοϋ Β φέρομεν εύθεΐαν (δ) παράλ- 
ληλον τής ΔΕ. Έάλ Λ καί Μ εΐναι τά μέσα τών ΑΒ καί ΒΓ άντιστοίχως, δείξατε δτι: α) 
ΑΜ _1_ (δ), β) αί ΛΜ καί ΑΗ τέμνονται έπί τής (δ) καί γ) αί ΑΜ καί ΗΕ τέμνονται 
έπί τής (δ).. 

213. Αί μεσοκάθετοι ΔΟ, ΕΟ τών πλευρών ΑΒ, ΒΓ τριγώνου ΑΒΓ τέμνουν τάς 
ΒΓ, ΑΒ είς τά Ζ, Η άντιστοίχως. Έάν σχηματίσωμεν τό παραλληλόγραμμον ΗΒΖΘ, 
δείξατε δτι ή ΘΟ εΐναι μεσοκάθετος τής πλευράς ΑΓ. 

214. Έάν τρίγωνον έχη δύο ϊσας διχοτόμους, τότε είναι Ισοσκελές. 

215. Έστω κυρτόν τετράπλευρον ΑΒΓΔ, έπί τών πλευρών τοϋ όποιου κατασκευά- 
ζομεν έκτός αύτοϋ τά τετράγωνα ΑΒΕΖ, ΒΓΗΘ, ΓΔΙΚ, ΑΔΛΜ. Έάν Σ καί Τ είναι τά 
μέσα τών ΛΕ καί ΙΘ, δείξατε δτι τό τετράπλευρον ΒΣΔΤ εΐναι τετράγωνον. 


ΒΙΒΛΙΟΝ ΔΕΥΤΕΡΟΝ 


Ο ΚΥΚΛΟΣ 

166. 'Ορισμοί: Κύκλος καλείται τό σύνολον τ&ν σημείων (γ. τόπος) 
τού έπιπέδου, τά όποια Εχουν τήν Ιδιότητα νά Απέχουν ώρισμένην άπόστασιν 
Κ Από σταθερόν σμεϊον Ο τού έπιπέδου. 

Τό σημειοσύνολον τούτο συμβολίζεται μέ (Ο, Η) καί τό Ο καλείται κέν- 
τρον του κύκλου. Έάν Μ είναι τυχόν σημεϊον του κύκλου (σχ. 157), τό εύθύ- 
γραμμον τμήμα ΟΜ = Η καλείται ΑκτΙς του κύκλου. 

"Εν σημεϊον Α καλείται έσωτερικόν σημεϊον του κύκλου (Ο, Κ) τότε 
καί μόνον τότε, 8ταν είναι ΟΑ<Κ. Τό σύνολον των έσωτερικων σημείων κα- 
λείται έσωτερικόν τού κύκλου καί συμβολίζεται μέ έσ. (Ο,Β). "Εν σημεϊον 
Β καλείται έξωτερικόν σημεϊον τού κύκλου τότε καί μόνον τότε, όταν είναι 
ΟΒ>Β. Τό σύνολον των έξωτερικών σημείων καλείται έξωτερικόν τού κύκλου 


καί συμβολίζεται μέ έξ. (Ο,Κ). 

Β 

Μ/' 

/ 

/ 

διάμετρος \ 

1 Β 0 Η 



Σχ. 157 

Σχ. 158 


Σημείωσις. Κατ’ άλλον όρισμόν, κύκλος καλείται τό σύνολον των σημείων του έπι- 
πέδου διά τά όποια είναι ΟΜ^Κ, ένω τό σύνολον των σημείων τοϋ έπιπέδου διά τά όποια 
είναι ΟΜ = Β καλείται περιφέρεια κύκλου. Ενταύθα θά δεχθώ μεν τόν προαναφερθέντα 
όρισμόν § 166. 

Χορδή τού κύκλου (Ο,Β) καλείται κάθε εύθύγραμμον τμήμα ΑΒ, τού 
οποίου τά άκρα Α καί Β είναι σημεία τού κύκλου (σχ. 158). 

Διάμετρος τού κύκλου (Ο,Β) καλείται κάθε χορφή ΓΔ αύτού, ή οποία 
διέρχεται διά τού κέντρου Ο τού κύκλου (σχ. 158). Τό μήκος κάθε διαμέτρου 
εΤναι ΐσον μέ τό διπλάσιον τής άκτΐνος, ήτοι ΓΔ = 2Β. "Αρα δλαι αί διάμε- 
τροι τού αυτού κύκλου είναι μεταξύ των ϊσαι. Τά άκρα Γ καί Δ μιας διαμέτρου 
ΓΔ καλούνται Λντιδιαμετρικά σημεία. 

'Η χάραξις τού κύκλου επιτυγχάνεται διά γνωστού όργάνου, τού διαβή- 
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"Ισοι κύκλοι 


του, τό όποιον διατηρεί σταθεράν άπόστασιν μεταξύ τής αιχμής του, ήτις 
καθορίζει τό κέντρον του κύκλου καί τής γραφίδος του, ήτις χαράσσει (γρά- 
φει) τόν κύκλον. 

167. Θεώρημα. Διά κάθε χορδήν ΑΒ κύκλου (Ο,Κ) Ισχύει ΑΒ^2Κ. 

Άπόδειξις ί) Έάν ή χορδή ΑΒ δέν είναι διάμετρος (σχ. 159), τό τρί- 
γωνον ΟΑΒ είναι Ισοσκελές μέ ΟΑ — ΟΒ = Β. Έξ αύτοΰ λαμβάνομεν ΑΒ < 
ΟΑ + ΟΒ => ΑΒ < Η + Η => ΑΒ < 2Β. 

η) Έάν ή χορδή ΑΒ είναι διάμετρος θά έχωμεν ΑΒ = 2Β. 

Άρα διά κάθε χορδήν ΑΒ ισχύει ΑΒ ^ 2 Β καί ή μεγαλυτέρα χορδή 
είναι ή διάμετρος, ίση πρός 2Β. 




168. Θεώρημα. Κάθε σημεΐον χορδής κύκλου, είναι έσωτερικόν σημεΐον 
τού κύκλου. 

Άπόδειξις. Έστω κύκλος (Ο,Β), ΑΒ μία χορδή αύτοΰ καί Σ τυχόν 
σημεΐον τής χορδής (σχ. 160). Αρκεί νά δείξωμεν 6τι ΟΣ< Β. Φέρομεν ΟΜ_]_ 
ΑΒ. Τό σημεΐον Μ εΐναι μέσον τής χορδής ΑΒ, διότι τό τρίγωνον ΑΟΒ εΐναι 
ισοσκελές (ΟΑ = ΟΒ = Β). Επειδή τό Σ εΐναι σημεΐον τής χορδής, έπεται 
ΜΣ < ΜΒ => ΟΣ < ΟΒ (§ 80) ή ΟΣ < Β. 

169. "Ισοι κύκλοι. Δύο κύκλοι είναι ίσοι τότε καί μόνον τότε, δταν έχουν 
ϊσας άκτίνας. Διότι δύνανται νά ταυτισθοΰν διά παραλλήλου μετατοπίσεως 
(σχ. 161). 

170. Αξονική συμμετρία εις τόν κύκλον. Θεώρημα. Πάσα διά- 
μετρος κύκλου είναι δξων συμμετρίας αύτοΰ. 

Άπόδειξις. Έστω ό κύκλος (Ο,Β) καί ΑΒ μία διάμετρος αύτοΰ. Άν 
Ζ εΐναι τυχόν σημεΐον του κύκλου, θεωροΰμεν τό συμμετρικόν του Ζ' ώς πρός 
άξονα την ΑΒ καί άρκεΐ νά δείξωμεν ότι τό Ζ' εΐναι σημεΐον τοΰ κύκλου 
(σχ. 162). Πράγματι τοΰτο. συμβαίνει, διότι λόγω τής συμμετρίας εΐναι ΟΖ — 
ΟΖ'. Αλλά ΟΖ = Β. "Αρα ΟΖ' = Β καί επομένως τό Ζ' εΐναι σημεΐον τοΰ 
κύκλου. 

Πόρισμα I. Πάσα διάμετρος χωρίζει ένα κύκλον είς δύο ίσα μέρη, έκα- 
στον έκ τών όποίων καλείται ήμικύκλιον. 




Αξονική συμμετρία είς τον κύκλον 
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Πόρισμα II. Ή άπό τό κέντρον ένός κύκλου κάθετος έπι μίαν χορδήν 
αυτού διέρχεται άπό τό μέσον αύτής. 




Σχ. 161 



Σχ. 162 


Πόρισμα III. Ή μεσοκάθετος μιδς χορδής κύκλου διέρχεται άπό τό 
κέντρον τού κύκλου. 

Διότι, άν δέν διήρχετο θά ύπήρχον δύο μεσοκάθετοι του αύτοΰ τμήματος. 
*Η δευτέρα θά ήτο ή άπό τό κέντρον του κύκλου. 

Πόρισμα IV. Δύο παράλληλοι χορδαί τού αύτοΰ κύκλου έχουν κοινήν 
μεσοκάθετον, ή όποια διέρχεται διά τού κέντρου τού κύκλου (σχ. 163). 

Πόρισμα V. Δοθέντος κύκλου κέντρου Ο καί εΰθείας (ε), ή άπό τό κέν- 
τρον τού κύκλου ευθεία (δ), ή κάθετος έπί τήν (ε), είναι δξων συμμετρίας τού 
σχήματος. 

Πράγματι ή ευθεία (δ) είναι άξων συμμετρίας διά τόν κύκλον, έφ’ όσον 
περιέχει διάμετρον αύτού.' Έπί πλέον είναι καί άξων συμμετρίας διά τήν εύ- 
θεΐαν (ε), έφ’ όσον είναι κάθετος επ’ αυτήν. ’Άρα είναι άξων συμμετρίας του 
σχήματος (σχ. 164). 


Δ 

Σχ. 163 Σχ. 164 

Πόρισμα VI. Ή εύθεΐα πού ένώνει τό κέντρον μέ τό μέσον μιδς χορ- 
δής είναι κάθετος έπι τήν χορδήν. 

171. Κεντρική συμμετρία εις τόν κύκλον. Θεώρίημα. Τό κέντρον 
ένός κύκλου είναι και κέντρον συμετρίας αύτοΰ. 

Άπόδειξις. Έστω ό κύκλος (Ο, Η) καί Μ τυχόν σημεΐον του. Θεωροΰ- 
μεν τό συμμετρικόν Μ' αύτοΰ ώς πρός κέντρον συμμετρίας τό Ο καί άρκεΐ νά 
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Προσανατολισμός κύκλου 


δείξωμεν 8τι τό Μ' είναι σημεΐον του κύκλου (σχ. 165). Πράγματι τούτο συμ- 
βαίνει, διότι ή συμμετρία μάς εξασφαλίζει ΟΜ = ΟΜ'. Άλλα ΟΜ = Η. 
Άρα ΟΜ' = Κ. Επομένως τό Μ' είναι σημεΐον τού κύκλου. 

172. Προσανατολισμός κύκλου. Εις κύκλος δύναται νά διαγραφή 
ύπό κινητού άνευ παλινδρομήσεως κατά δύο διαφόρους άλλήλων φοράς. Πρός 
διαφοροποίησιν αύτών, μία αύθαιρέτως έκλεγεΐσα φορά καλείται θετική (σχ. 
166). Τότε ή άλλη καλείται άντίθετος τής πρώτης ή Αρνητική. Ώς θετική φο- 
ρά διαγραφής λαμβάνεται συνήθως ή άντίθετος τής κινήσεως των δεικτών τού 
ωρολογίου. 

ΕΙς κύκλος, είς τόν όποιον έχει όρισθή ή θετική φορά διαγραφής του κα- 
λείται προσανατολισμένος κύκλος. 

173. Έπίκεντρος γωνία. Κάθε γωνία, ή όποία Εχει τήν κορυφήν της 
είς τό κέντρον ένός κύκλου, καλείται έπίκεντρος γωνία. Έκάστη πλευρά 
τής έπικέντρου γωνίας, τέμνει τόν κύκλον είς έν σημεΐον (σχ. 167). 

174. Τόξον καλείται τό μέρος τού κύκλου, τό περιεχόμενον είς τό έσω- 




τερικόν μιας έπικέντρου γωνίας. Έάν Α καί Β είναι τά σημεία είς τά όποια 

/Ν 

ή έπίκεντρος γωνία χΟγ τέμνει τόν κύκλον (σχ. 167), τά Α καί Β καλούν- 
ται Ακρα τού τόξου τού άντιστοιχοΰντος είς τήν έπίκεντρον γωνίαν χΟγ. 
Τό έν λόγω τόξον συμβολίζεται ΑΒ. 

Παρατήρησις. Μεταξύ των τόξων ένός κύκλου (Ο,Β) καί των έπικέν- 
τρων αύτοΰ γωνιών ύφίσταται άμφιμονοσήμαντος άντιστοιχία, διότι είς κάθε 

έπίκεντρον γωνίαν χΟγ αντιστοιχεί έν τόξον ΑΒ τού κύκλου (Ο,Κ), άλλά καί 
είς κάθε τόξον ΑΒ τού κύκλου (Ο,Β) άντιστοιχεΐ μία έπίκεντρος γωνία, ή 
ΑΟΒ = χΟγ. 


175 . ’ Ισότης - πράξεις - διάταξις είς τό σύνολον των τόξων . 

Λόγω τής ύφισταμένης άμφιμονοσημάντου άντιστοιχίας μεταξύ τόξων καί 
επικέντρων γωνιών, εύκόλως άποδειξνύεται ή Ισότης καί ορίζονται τά άκό- 


Πράξεις είς τό σύνολον των τόξων 
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λουθα. Τονίζομεν βτι άναφερόμεθα εις τόξα τού αύτού κύκλο» ή ίσων κύκλων, 
ί) Δύο τόξα ΑΒ καί ΑΈ' είναι Ισα, τότε καί μόνον τότε, δταν είς αύτά 

/Ν 

Αντιστοιχούν ΐσαι έπίκεντροι γωνίαι χΟγ καί χ'Ο/. ’Αποδεικνύεται διά 
μετατοπίσεως (σχ. 168) . 

Η) Άθροισμα δύο τόξων είς τά όποια Αντιστοιχούν έπίκεντροι γωνίαι ω 
και φ, καλείται τόξον, είς τό όποιον Αντιστοιχεί έπίκεντρος γωνία ω + φ. 

Είς τό σχήμα 169 είναι ΑΒ + ΒΓ = ΑΓ, διότι ΑΟΒ + ΒΟΓ = ΑΟΓ. 
’Αναλόγως ορίζεται τό άθροισμα περισσοτέρων των δύο τόξων. 



Σχ. 168 Σχ. 169 

ίίί) ΔιαφορΑ δύο τόξων είς τα όποια Αντιστοιχούν έπίκεντροι γωνίαι 
ω και φ μέ ω>φ, καλείται τόξον, είς τό όποιον Αντιστοιχεί έπίκεντρος γωνία 
ω — φ. 

Είς τό σχήμα 170 είναι ΑΒ — ΒΓ = ΑΓ διότι ΑΟΒ — ΒΟΓ = ΑΟΓ. 

ίν) Γινόμενον τόξου, είς τό όποϊον Αντιστοιχεί έπίκεντρος γωνία ω, 
έπί φυσικόν Αριθμόν ν, καλείται τόξον, είς τό όποϊον Αντιστοιχεί έπίκεντρος 
γωνία ν·ω. 

Είς τό σχήμα 171 είναι 4·ΑΒ = ΑΓ, διότι 4* ΑΟΒ = ΑΟΓ. 

ν) Πηλίκον τόξου, είς τό όποϊον Αντιστοιχεί έπίκεντρος γωνία φ, διά 
φυσικού Αριθμού ν, καλείται τόξον, είς τό όποιον Αντιστοιχεί έπίκεντρος 
γωνία φ/ν. 



Σχ. 170 Σχ. 171 
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Μέσον τόξου 


ΑΓ — ' ΑΟΓ ^ 

Εις τό σχήμα 171 είναι = ΑΒ, διότι — - — = ΑΟΒ. 

4 4 

νί) Γινόμενον τόξου, εις τό όποιον άντιστοιχε! έπίκεντρος γωνία ω, έπι 
ρητόν άδιθμόν μ/ν, καλείται τό τόξον είς τό όποιον άντιστοιχεϊ έπίκεν- 
τρος γωνία φ = — . ω. 

ν 

νίί) Έν τόξον ΑΒ (αχ. 172) καλείται μεγαλύτερον τόξου ΓΔ και συμβο- 
λίζεται ΑΒ>ΓΔ, τότε καί μόνον τότε, δταν αί Αντίστοιχοι αυτών έπίκεντροι 

^ /ν 

γωνίαι είναι όμοίως δνισοι, ήτοι δταν ΑΟΒ>ΓΟΔ. Άντιστοίχως ορίζεται 
καί ή σχέσις <. 

176 . Μέσον τόξου καλείται έν σημεΐον αύτού, τό όποιον διαιρεί τό 
τόξον είς δύο ίσα τόξα. Άπό τό μέσον ενός τόξου διέρχεται καί ή διχοτόμος 
τής αντιστοίχου επικέντρου γωνίας καί κατά συνέπειαν έν τόξον έχει έν μόνον 
μέσον, διότι ή αντίστοιχος έπίκεντρος γωνία έχει μία μόνον διχοτόμον. 

177. Διαδοχικά τόξα καλούνται δύο ή περισσότερα τόξα τού αύτοδ 
κύκλου, δταν αί άντίστοιχοι αύτών έπίκεντροι γωνίαι είναι, έφεξής προκει- 
μένου περί δύο, γενικώς διαδοχικοί (σχ. 173). 




178 . Παραπληρωματικά τόξα καλούνται δύο τόξα (τού αυτού κύκλου 
ή Ισων κύκλων), δταν αί άντίστοιχοι αύτών έπίκεντροι γωνίαι είναι παρα- 
πληρωματικοί. 

Παρατήρησις. Δοθέντος κύκλου (Ο, Η), δύο σημεία Α καί Β επ’ αυτού 
είναι προφανώς άκρα δύο τόξων (σχ. 174). Έξ αύτών, έν γένει, τό έν είναι 

μικρότερον ημικυκλίου καί καλείται έλασσον τόξον ΑΒή άπλώς τόξον ΑΒ καί 
τό άλλο είναι μεγαλύτερον ήμικυκλίου καί καλείται μεΐζον τόξον ΑΒ. *0 καθο- 
ρισμός ένός άπό τα τόξα ΑΒ είναι δυνατόν νά γίνη καί μέ την παρεμβολήν ενός 
τρίτου γράμματος άντιστοιχοΰντος είς σημείον τού τόξου ενδιάμεσον τών 
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άκρων Ά καί Β π.χ. ΑΜΒ ή ΑΝΒ διά τά δύο τόξα ΑΒ του σχήματος 174. 


179 . Θεώρημα . ΕΙς ίσα τόξα δύο Ισων κύκλων (ή τοΟ αύτού κύκλου) 
αντιστοιχούν ϊσαι χορδαί *. 

Άπόδειξις. "Ας θεωρήσωμεν δύο ίσους κύκλους (0 1? Β), (0 2 , Β) καί 
Α 1 Β 1 = Α 2 Β 2 δύο ίσα τόξα αυτών (σχ. 175). Τότε θά είναι ίσαι καί αί άντί- 

/Ν Δ 

στοίχοι έπίκεντροι γωνίαι Α 1 0 1 Β 1 = Α 2 0 2 Β 2 των τόξων. "Αρα Α 1 0 1 Β 1 = 

Α 2 θ 2 Β 2 (Π - Γ - Π) διότι 0 1 Α 1 — = Ο 2 Α 2 = 0 2 Β2 = Κ. Επο- 

μένως Α^ = Α 2 Β 2 . 



180 . Θεώρημα . ΕΙς ίσας χορδάς δύο ίσων κύκλων {ή τού αύτού κύ- 
κλου), Αντιστοιχούν ϊσα έλάσσονα (άντιστοίχως μείζονα) τόξα. 

Άπόδειξις. Έξ ύποθέσεως είναι Α^! = Α 2 Β 2 (σχ. 175 ), => .Α 1 0 1 Β 1 = 
Α 2 0 2 Β 2 (Π- Π- Π), διότι 0 1 Α 1 = = 0 2 Α 2 = 0 2 Β 2 = Β. "Αρα 

Α 1 Β 1 =? Α 2 Β 2 . Συμπερασματικούς καί τά μείζονα τόξα μέ τά αυτά άκρα θά 
είναι ίσα. 


181. Θεώρημα . Δύο παράλληλοι χορ- 
δαι τού αύτού κύκλου, όρίζουν έντός τής 
ζώνης αύτών δύο ϊσα τόξα τού κύκλου. 

Άπόδειξις. "Εστω κύκλος κέντρου 
0 καί ΑΒ//ΓΔ δύο χορδαί αύτού. Φέ~ 
ρομεν την διάμετρον ΚΟΛ, ή οποία είναι 
κοινή μεσοκάθετος των δύο παραλλήλων 
χορδών (σχ. 176). Τότε ή ΚΛ είναι ά- 
ξων συμμετρίας τού σχήματος καί επο- 
μένως είναι ΑΓ = ΒΔ. 



Σχ. 176 


(*) Χορδή άντιστοιχοϋσα εις τόξον ΑΒ νοείται ή χορδή ΑΒ μέ άκρα τά άκρα του 
τόξου. ΕΙς £ν τόξον ΑΒ άντιστοιχεΐ μία χορδή, ή ΑΒ, ένω είς μίαν χορδήν ΑΒ άντιστοιχοΰν 
τά δύο τόξα ΑΒ (έλασσον καί μεΐζον). 
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τ 


ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

Α'. 

216. Έάν δύο σημεία μιας χορδής κύκλου Ισαπέχουν τοΰ μέσου αυτής, δείξατε 
δτι Ισαπέχουν καί τοΰ κέντρου τοΰ κύκλου. 

217. Δείξατε δτι δύο παράλληλοι χορδαί άγύμεναι έκ των άκρων μιας διαμέτρου 
κύκλου εϊναι ϊσαι καί ή ένοΰσα τά άλλα άκρα αυτών χορδή είναι έπίσης διάμετρος. 

218. Δείξατε δτι δύο χορδαί κύκλου κάθετοι είς τά άκρα τρίτης χορδής είναι ϊσαι. 

219. Δίδεται ήμικύκλιον διαμέτρου ΑΚΒ. Έπί τής ΑΒ καί έκατέρωθεν τοΰ κέντρου 
Κ λαμβάνομεν σημεία Γ καί Δ ούτως, ώστε ΚΓ = ΚΔ καί έξ αυτών φέρομεν δύο παραλλή- 
λους, αί όποΐαι τέμνουν τό ήμικύκλιον είς τά Ε καί Ζ. Δείξατε δτι ή χορδή ΕΖ εΐναι κάθετος 
έπί τάς παραλλήλους ταύτας. 

220. Ή μεσοκάθετος μιας άκτΐνος ΚΑ κύκλου κέντρου Κ τέμνει τόν κύκλον είς τά 
σημεία Β καί Γ. Δείξατε δτι είναι ΒΚΓ — 120°. 

221. Δίδεται κύκλος διαμέτρου ΑΟΒ καί σημεΐον Γ τής άκτΐνος ΟΑ. "Αν Μ εΐναι 
τυχόν σημεΐον τοΰ κύκλου, δείξατε δτι ΓΑ < ΓΜ < ΓΒ. 

222. Δείξατε δτι δύο χορδαί τοΰ αύτοΰ κύκλου μή διερχύμεναι διά τοΰ κέντρου δέν 
δύνανται νά άλληλοδιχοτομοΰνται. 

ΣΧΕΤΙΚΑΙ ΘΕΣΕΙΣ ΕΥΘΕΙΑΣ ΚΑΙ ΚΥΚΑΟΥ 
ΕΙΣ ΤΟ ΕΠΙΠΕΔΟΝ 

182 . Θεώρημα . Έάν μία εύθεΐα (δ) και είς κύκλος, (Ο, Κ) Εχουν δύο 
κοινά σημεία, τότε είναι α<Κ, δπου α ή άπόστασις τού κέντρου τού κύκλου 
άπό τήν εύθεΐαν. 

Άπόδειξις. Κατ’ άρχάς ας παρατηρήσουμε δτι εΐς κύκλος κα! μία εύθεΐα 
δύνανται νά έχουν δύο κοινά σημεία, διότι δύο οΐαδήποτε σημεία ένός κύκλου 
ορίζουν μίαν εύθεΐαν, ή οποία μετ’ αύτοΰ έχει προφανώς κοινά τά σημεία αύτά. 

Έστω δτι ή εύθεΐα (δ) μέ τον κύκλον (Ο,Β) έχουν δύο κοινά σημεία 
Α καί Β (σχ. 177). Θεωροΰμεν τήν άπόστασιν ΟΜ = α τοΰ Ο άπό τήν (δ). 
Τότε ή ΟΜ εΐναι κάθετος έπί τήν (δ) καί τό Μ εΐναι μέσον τής χορδής ΑΒ. 
’Άρα ή ΟΑ — Β θά εΐναι πλαγία ώς προς τήν (δ), συνεπώς θά εΐναι ΟΜ<ΟΑ 
ή α < Β. 
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Εις την Θέσιν αυτήν του κύκλου και της εύθείας, ή ευθεία λέγεται τέμνου- 
σ α τού κύκλου, ή λέγομεν δτι ή εύθεΐα τέμνει τον κύκλον ή δτιό κύκλος τέμνει 
την εύθεΐαν εις τά σημεία Α και Β. 

183 . Εφαπτομένη εύθεΐα κύκλου καλείται μία εύθεϊα έχουσα έν μόνον 
κοινόν σημεΐον μετά τοϋ κύκλου (σχ. 178). Το κοινόν σημεΐον καλείται 
σημεΐον έπαφής. Αί προτάσεις εύθεΐα έφάπτεται κύκλου καί κύκλος έφά- 
πτεται εύθείας είναι ισοδύναμοι. 

184. Θεώρημά. Έάν εύθεΐα (δ) έφάπτεται κύκλου (Ο, Κ), τότε είναι 
α = Κ, δπου α ή άπόστασις τού κέντρου τοϋ κύκλου άπό τήν εύθεΐαν. 

’Απόδειξίς. Γνωρίζομεν δτι τό σχήμα πού άπαρτίζεται άπό τύν κύκλον 
(Ο,Κ) καί την εύθεΐαν (δ) έχει ώς άξονα συμμετρίας τήν έκ τού κέντρου τού 
κύκλου Ο κάθετον έπί τήν εύθεΐαν (δ) (§ 170 πόρισμα V). Έάν επομένως 
ό κύκλος (Ο,Κ) καί ή εύθεΐα (δ) έχουν Ιν κοινόν σημεΐον Α, πρέπει κατ’ ανάγ- 
κην τούτο να εύρίσκεται έπί τού άξονος συμμετρίας. Έάν δέν συνέβαινε τούτο, 
θά υπήρχε καί δεύτερον κοινόν σημεΐον τού κύκλου (Ο,Κ) μέ τήν εύθεΐαν (δ), 
τό συμμετρικόν τού Α ώς πρός τόν άξονα συμμετρίας, δπερ άτομον, διότι τότε 
θά ύπήρχον δύο κοινά σημεία εύθείας καί κύκλου. ’Άρα τό τμήμα ΟΑ είναι 
τό κάθετον τμήμα έκ τού κέντρου τού κύκλου έπί τήν εύθεΐαν (δ), δηλαδή ή 
άπόστασις τού κέντρου άπό τήν εύθεΐαν. Επομένως είναι ΟΑ '= Κ, διότι τό 
Α άνήκει εις τόν κύκλον, ήτοι α = Κ. 

Πόρισμα. I. Μία έφαπτομένη ένός κύκλου είναι κάθετος έπί τήν 
άκτϊνα τοϋ κύκλου, ή όποία άντιστοιχεϊ είς τό σημεΐον έπαφής. 

Πόρισμα II. Έάν μία εύθεΐα είναι κάθετος είς τό άκρον μιδς άκτϊνος 
κύκλου, τότε ή εύθεΐα έφάπτεται είς τόν κύκλον. 

Πόρισμα III . Έάν Α είναι σημεΐον ένός κύκλου, ύπάρχει μία καί μόνον 
μία εύθεΐα έφαπτομένη τοϋ κύκλου είς τό σημεΐον Α. 

■¥■ 185. Εφαπτομένη καμπύλης.. Ένω ό δρισμός της έφαπτομένη ς εύθείας είς κύκλον, 
ώς ή εύθεΐα ή όποία έχει έν μόνον κοινόν σημεΐον μέ τόν κύκλον, έξυπηρετεΐ άπολύτως τάς 
άνάγκας της στοιχειώδους γεωμετρίας, έν τούτοις ό όρισμός ούτος δέν άρκεΐ διά μίαν τυ- 
χοϋσαν καμπύλην (Γ). Γενικώτερον θά δώσωμεν τόν έξης ορισμόν: Μία εύθεΐα (ε) καλείται 
έφαπτομένη μιας καμπύλης (Γ) είς σημεΐον της Α (σχ. 179), δταν ή εύθεΐα (ε) είναι ή όρια- 
κή θέσις μιας μεταβλητής τεμνούσης ΑΛ, δπου τό μεταβλητόν σημεΐον Λ, διατρέχον τήν 
άκολουθίαν των σημείων Λ 1 , Λ 2 , Α 3 . . . της καμπύλης (Γ), τείνει νά ταυτισθη μέ τό Α. 

Ή έφαπτομένη εύθεία (ε), δυνατόν νά Ιχη μετά της καμπύλης (Γ) έκτός τοϋ Α καί 
δεύτερον κοινόν σημεΐον Β. Τοϋτο ενδεχομένως νά συμβαίνη μόνον δταν ή καμπύλη (Γ) 
είναι μη κυρτή. 

186. Θεώρημα. Έάν μία εύθεΐα (δ) και είς κύκλος (Ο, Κ) δέν έχουν 
κοινόν σημεΐον, τότε είναι α>Κ δπου α ή άπόστασις τοϋ κέντρου τοϋ κύκλου 
άπό τήν εύθεΐαν. 

Άπόδειξις. Έφ’ δσον ή εύθεΐα (δ) καί 6 κύκλος (Ο,Κ) δέν έχουν κοινά 
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σημεία, έπεται δτι δέν υπάρχουν σημεία της (δ) εσωτερικά δια τον κύκλον 
(Ο,Κ), διότι εάν ύπήρχον ή ευθεία θά έτεμνε τον κύκλον (σχ. 180). Τότε άπό 




Σχ. 179 


Σχ. 180 


τό κέντρον Ο του κύκλου φέρομεν την κάθετον ΟΑ επί την (δ ) καί τό Α, ώς ση- 
μείον της (5) θά είναι εξωτερικόν του κύκλου. "Αρα διά τήν άπό, στάσιν ΟΑ = 
α του κέντρου του κύκλου (Ο,Κ) άπό τήν ευθείαν (δ) θά είναι ΟΑ>Βή α>Κ. 

Εις τήν θέσιν αυτήν τής ευθείας καί τοϋ κύκλου, ή εύθεία λέγεται εξωτε- 
ρική -διά τόν κύκλον, ή μή τέμνουσα αυτόν. 

Διά τά τρία προηγούμενα θεωρήματα ισχύουν καί τά άντίστροφα αυτών 
τά όποια συνοψίζονται εις τό επόμενον θεώρημα : 

187. Θεώρημα. "Εστω ευθεϊα (δ), κύκλος (Ο, Κ) και α ή άπόστασις 
τού κέντρου Ο τού κύκλου άπό τήν εύθεϊαν. Τότε έάν είναι α<Κή α — Κ ή 


’ Ασκήσεις 
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α>Κ ή ευθεία μέ τόν κύκλον Εχουν δύ© ή Ενα ή ούδέν κοινόν σημεϊον άντι- 
ατοίχως. 

Άπόδειξις. ΐ). Έάν είναι α < Κ, τότε άποκλείεται ό κύκλος μέ την 
εύθεΐαν νά έχουν Ιν ή ούδέν κοινόν σημεϊον, διότι τότε θά έπρεπε νά είναι 
ή α = Κ .ή α > Η αντιστοίχους. Άρα 6 κύκλος μέ την ευθείαν έχουν δύο κοι- 
νά σημεία. 

»)· Έάν α — Κ, τότε άποκλείεται ό κύκλος μέ την εύθεΐαν νά έχουν 
δύο ή ούδέν κοινά σημεία, διότι τότε θά έπρεπε νά είναι ή α< Κ ή α>Κ άντι- 
στοίχως. "Αρα ό κύκλος μέ τήν εύθεΐαν έχουν έν κοινόν σημεϊον. 

ίίΐ). Έάν τέλος είναι α > Η τότε κατ’ άνάγκην ό κύκλος μέ τήν εύθεΐαν 
δέν θά έχουν κοινά σημεία. 


ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

Α\ 

223. Δείξατε δτι αΐ έφαπτόμεναι εις τά άκρα μιας διαμέτρου κύκλου, είναι παράλ- 
ληλοι. 

224. Έστω όρθογώνιον τραπέζιον ΑΒΓΔ είς τάς γωνίας Α καί Δ. Έάν ή πλευρά 
ΒΓ είναι ίση μέ τό άθροισμα ΑΒ + ΓΔ των δύο βάσεων, δείξατε δτι ό κύκλος μέ διάμε- 
τρον τήν ΒΓ έφάπτεται της ΑΔ. 

Β'. 

225. Άπό σημεϊον Α ευρισκόμενον είς τήν προέκτασιν μιας διαμέτρου ΒΓ κύκλου 
κέντρου Κ καί πρός τό μέρος του Γ, φέρομεν τέμνουσαν του κύκλου ΑΔΕ ούτως, ώστε τό 

έκτός του κύκλου τμήμα αύτής ΑΔ νά είναι ίσον μέ τήν άκτΐνα. Δείξατε ότι είναι ΒΚΕ = 

= 3-ΓΚΔ. 

226. Έστωσαν (δχ) καί (δ 2 ) δύο παράλληλοι εύθεΐαι, ΑΒ μία κοινή κάθετος αυτών 
καί Μ τό μέσον του τμήματος ΑΒ. Θεωροΰμεν όρθήν γωνίαν μέ κορυφήν τό Μ, τής όποίας 
αί πλευραί τέμνουν τάς (δ Χ ) καί (δ 2 ) είς τά Γ καί Δ άντιστοίχως. Δείξατε δτι ή ΓΔ έφάπτε- 
ται του κύκλου μέ διάμερρον τήν ΑΒ. 

188. Θεώρημα. Έστω κύκλος (Ο, Κ) και Σ τυχόν σημεϊον του Επιπέδου 
του. Φέρομεν τήν ΣΟ, ή όποια τέμνει τόν κύκλον είς τά σημεία Α καί Β. 
Έάν είναι ΣΑ<ΣΒ καί Μ τυχόν σημεϊον τοϋ κύκλου, τότε θά είναι καί ΣΑ^ 
ΣΜ^ΣΒ. 

Άπόδειξις. Φέρομεν τήν άκτΐνα ΟΜ καί έκ του τριγώνου ΣΟΜ λαμ- 
βάνομεν (§ 115) : 

(1) | ΣΟ — ΟΜ | < ΣΜ 

Διακρίνομεν δύο περιπτώσεις : 

ί). Έάν τό Σ είναι εξωτερικόν τοϋ κύκλου (Ο,Κ) (σχ. 182), ή σχέσις 
(1) γράφεται : 
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ΣχετικαΙ θέσεις δύο κύκλων 


ΣΟ — ΟΜ < ΣΜ ή ΣΑ + ΑΟ — ΟΜ < ΣΜ ή 
ΣΑ + Κ — Η < ΣΜ => ΣΑ < ΣΜ 




ϋ). Έάν τδ Σ είναι εσωτερικόν του κύκλου (Ο,Κ) (σχ. 183), ή σχέσις 

(1) γράφεται : 

ΟΜ — ΣΟ < ΣΜ ή ΟΜ — (ΟΑ — ΣΑ ) < ΣΜ ή 
Κ - (Η — ΣΑ) < ΣΜ => 

(2) ΣΑ < ΣΜ 

Ούτως άπεδείχθη το πρώτον σκέλος τής δοθείσης διπλής σχέσεως μέ την 
παρατήρησίν βτι τδ ίσον θά ίσχύη, όταν τδ Μ συμπέση μέ τδ Α. 

'Ομοίως έκ τού αύτού τριγώνου ΣΟΜ λαμβάνομεν καί διά τάς δύο περι- 
πτώσεις δτι : 

ΣΜ < ΣΟ + ΟΜ ή ΣΜ < ΣΟ + Κ ή 
ΣΜ < ΣΟ + ΟΒ ή 

(3) ΣΜ < ΣΒ 

Αί σχέσεις (2) καί (3) συγχωνεύονται εις τήν : 

ΣΑ ^ ΣΜ ^ ΣΒ 

όπου τδ ίσον ισχύει έάν τδ Μ συμπίπτη μέ τδ Α ή μέ τδ Β άντιστοίχως. 

Παρατήρησις. 'Η άπόστασις ΣΑ καλείται έλαχίστη άπόστασις του 
σημείου Σ άπδ τδν κύκλον (Ο,Κ) καί ή ΣΒ μεγίστη άπόστασις τού Μ άπδ 
τδν κύκλον (Ο,Κ). 

Πόρισμα. Έάν δ είναι ή άπόστασις σημείου Σ άπό τό κέντρον τού 
κύκλου (Ο,Κ), τότε ή άπόστασις τού τυχόντος σημείου Μ τού κύκλου άπό 
τό Σ περιέχεται είς τό κλειστόν διάστημα £|δ — Κ |, δ + Κ] (σχ. 184). 

ΣΧΕΊΊίΚΑΪ ΘΕΣΕΙΣ ΔΥΟ ΚΥΚΛΩΝ 
ΕΙΣ ΤΟ ΕΠΙΠΕΔΟΝ 

189. Διάκεντρος δύο κύκλων καλείται τδ εύθύγρ άμμον τμήμα μέ άκρα τά 
κέντρα των δύο κύκλων. Συμβολίζεται συνήθως ή διάκεντρος μέ τδ γράμμα δ. 

190 . Θεώρημα . Έάν δύο κύκλοι Εχουν ενα κοινόν σημείον, Εχουν κοι- 
νόν και τό συμμετρικόν αύτού ώς πρός τήν διάκεντρον. 


Σχετικά! θέσει$ δύο κύκλων 
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’Απόδειξίς. 'Η διάκεντρος ΚΑ, δύο κύκλων κέντρων Κ καί Λ, προε- 
κτεινομένη, περιέχει διαμέτρου αύτών (σχ. 185). Επειδή έκάστη διάμετρος 
κύκλου είναι άξων συμμετρίας αυτού, έπεται δτι ή εύθεΐα ΚΑ είναι άξων 
συμμετρίας τού δλου σχήματος. Έάν επομένως ύπάρχη σημεΐον Α άνήκον 
καί εις τούς δύο κύκλους, τότε καί το συμμετρικύν Α' αυτού ώς πρύς την ΚΛ 
θά άνήκη καί εις τούς δύο κύκλους. 




Πόρισμα I. Έάν δύο κύκλοι Εχουν δύο κοινά σημεία, τότε ή διάκεν- 
τρος αύτών είναι μεσοκάθετος τής κοινής χορδής των. 

Τότε λέγομεν δτι δύο κύκλοι τέμνονται. 

Πόρισμα II. Έάν δύο κύκλοι Εχουν Εν μόνον κοινόν σημεΐον, τούτο 
εύρΐσκετατ Επί τής διακέντρου αύτών. 

Έστω Α τύ κοινόν σημεΐον δύο κύκλων κέντρων Κ καί Λ (σχ. 187). 
Έάν τύ Α δέν ήτο έπί της διακέντρου ΚΑ, τότε οί δύο κύκλοι θά εϊχον ώς κοι- 
νόν σημεΐον καί τό συμμετρικόν τού Α ώς πρός τήν ΚΑ, δηλαδή θά είχον δύο 
κοινά σημεΐα, δπερ άτοπο ν. Άρα τό κοινόν σημεΐον Α εύρίσκεται έπί της ΚΛ. 

Είς τήν περίπτωσιν πού οί δύο κύκλοι έχουν Ιν μόνον κοινόν σημεΐον, 
λέγομεν δτι Εφάπτονται 6 είς εις τόν άλλον, τό δέ κοινόν σημεΐον αύτών λέγεται 
σημεΐον Επαφής. 

191. θεώρημα . Έάν δύο κύκλοι (Κ, Κ) και (Α, ρ) τέμνωνται εις δύο 
σημεΐα, τότε είναι: | Κ — ρ | < δ < Κ 4- ρ, δπου δ ή διάκεντρος αύτών. 

Άπόδειξις. Έστωσαν Α καί Β τά κοινά σημεΐα των δύο κύκλων (σχ. 
186). Ταύτα θά είναι συμμετρικά ώς πρός τήν διάκεντρον ΚΑ, επομένως εύρί- 
σκονται Εκατέρωθεν αύτής. Τότε υπάρχει τρίγωνον ΑΚΑ, έκ τού οποίου λαμ- 
βάνομεν (§ 115). 

| ΑΚ — ΑΛ | < ΚΑ < ΑΚ -{- ΑΛ ή |Κ-ρ|<δ<Κ+ρ. 

192. Θεώρημα. Έάν δύο κύκλοι (Κ, Κ) και (Λ, ρ) Εφάπτονται καί ό 
είς εύρίσκεται Εκτός τού άλλου, τότε είναι δ = Κ + ρ, δπου δ ή διάκεντρος 
αύτών. 

Άπόδειξις. Έστω Α τό σημεΐον επαφής των. Γνωρίζομεν δτι τούτο 
εύρίσκεται έπί τής διακέντρου ΚΑ (σχ. 187). Τό σημεΐον Α είναι ενδιάμεσον 
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των κέντρων Κ καί Λ των δύο κύκλων, διότι 6 εΤς εύρίσκεται εκτός τού άλλου. 
Άρα ΚΑ = ΚΑ + ΑΛ => δ = Κ. + Ρ· Εις την περίπτωσιν αυτήν λέγομεν 
ότι οί δύο κύκλοι έφάπτονται έξωτερικώς. 




193. Θεώρημα. Έάν δύο κύκλοι (Κ, Κ) και (Λ, ρ) έφάπτωνται καί ό 
είς εύρίσκεται έντός τού άλλου, τότε είναι δ = | Κ — ρ [, δπου δ ή διάκεντρος 
αύτών. 

Άπόδειξις. "Εστω Α τό σημεΐον επαφής των, τό όποιον θά εύρίσκεται 
επί τής ΚΑ (σχ. 188). "Ας ύποθέσωμεν ότι ό κύκλος (Λ, ρ) είναι εσωτερικός 
διά τόν κύκλον (Κ,Κ). Τότε είναι Κ>ρ καί τό Λ, ώς εσωτερικόν τού κύκλου 
(Κ, Κ), είναι ενδιάμεσον των Κ καί Α. Άρα ΚΑ = ΚΑ + ΛΑ => Κ = 
δ + Ρ => δ — Κ — ρ. Γενικώς γράφομεν δ — |Κ — ρ|, όταν δέν γνωρίζωμεν 
τήν σχέσιν μεγέθους των ακτινών. 

Είς τήν περίπτωσιν αυτήν λέγομεν 6τι οί δύο κύκλοι έφάπτονται έσωτε- 
ρικώς. 




194. Θεώρημα. Έάν δύο κύκλοι (Κ, Κ) και (Λ, ρ) δέν έχουν κοινόν 
σημεΐον και ό εϊς εύρίσκεται έκτός του άλλου, τότε είναι δ > Κ + ρ, όπου 
δ ή διάκεντρος αυτών. 

Άπόδειξις. Έφ’ όσον ό κύκλος (Λ, ρ) εύρίσκεται έκτος του κύκλου 
(Κ, Η) (σχ. 189), έπεται ότι κάθε σημεΐον τού κύκλου (Λ, ρ) απέχει από τό 
κέντρον Κ άπόστασίν μεγαλυτέραν τής άκτΐνος Κ τού κύκλου (Κ, Κ). Τότε 
καί ή έλαχίστη άπόστασις ΚΑ τού σημείου Κ άπό τόν κύκλον (Λ,ρ) θά είναι 
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μεγαλυτέρα της άκτΐνος Η, ήτοι (§ 188) Θά είναι ΚΑ > Η ή δ — ρ>Κ=> 
δ > Κ+ ρ. 

195. Θεώρημα. Έάν δύο κύκλοι (Κ, Κ) καί (Λ, ρ) δέν έχουν κοινόν 
σημεΐον και ό είς εύρίσκεται έντός τοδ άλλου, τότε είναι δ < | Κ — ρ |, δπου 
δ ή διάκεντρος αότών. 

Άπόδειξις. "Εστω δτι ό κύκλος (Λ, ρ) εύρίσκεται είς τό εσωτερικόν 
του κύκλου (Κ,Κ) καί άρα είναι Κ > ρ. Τότε όλα τά σημεία τού (Λ, ρ) Θά 
άπέχουν άπό τό κέντρον Κ τού κύκλου (Κ, Η) άπόστασιν μικροτέραν της 
άκτΐνος Κ (σχ. 190). Άρα καί ή μεγίστη άπό στά- 
σις ΚΑ τού σημείου Κ άπό τον κύκλον (Λ, ρ), Θά 
είναι μικροτέρα της άκτΐνος Κ, ήτοι (§ 188) Θά είναι 
ΚΑ < Κ ή δ -(- ρ < Κ 
ή δ < Κ — ρ. 

Έάν είναι Κ < ρ, τότε Θά έχωμεν δ < ρ — Κ. 

Γενικώς έχομεν : 

δ < |Κ. — ρ | βταν δέν γνωρίζωμεν σχέσιν μεγέθους 
~ > [ Σχ. 190 

των ακτίνων. 

Διά τά προηγούμενα θεωρήματα των σχετικών θέσεων δύο συνεπιπέδων 
κύκλων, ισχύουν καί τά άντίστροφα, τά όποια συνοψίζομεν είς τό επόμενον 
θεώρημα : 

196. Θεώρημα. Έάν (Κ, Κ) καί (Λ, ρ) είναι δύο συνεπίπεδοι κύκλοι, 
διά τούς όποίους Ισχύει: |Κ — ρ| <δ<Κ.+ ρ»ήδ»Κ + ρ» ή δ = | Κ — ρ], 
ή δ > | Κ + ρ |, ή δ < | Κ — ρ|, τότε οί δύο κύκλοι τέμνονται είς δύο ση- 
μεία, ή έφάπτονται έξωτερικώς, ή έφάπτονται έσωτερικώς, ή ό είς εύρί- 
σκεται έκτός τοδ άλλου, ή ό είς εύρίσκεται έντός τοδ άλλου άντιστοίχως. 

Άπόδειξις. "Εστω δτι διά τούς κύκλους (Κ, Κ ) καί (Λ, ρ ) ίσχύει | Η — ρ | 
< δ< Κ+ ρ. Τότε άποκλείεται τό ενδεχόμενον, οί δύο κύκλοι νά έφάπτων- 
ται έξωτερικώς ή έσωτερικώς, διότι τότε θά ήτο δ = Κ + ρ (§ 192) ή δ = 
|Κ — ρ| (§ 193) άντιστοίχως, βπερ άντίκειται είς την γενομένην ύπόθεσιν. 
Επίσης άποκλείεται οί δύο κύκλοι νά μη έχουν κοινόν, σημεΐον, διότι τότε 
θά ήτο ή δ > Κ + ρ (§ 1^4) ή δ < | Κ — ■ ρ | (§ 195), δπερ άντίκειται είς τήν 
ύπόθεσιν. Άρα κατ’ άνάγκην οί δύο κύκλοι θά τέμνωνται είς δύο σημεία. 

'Ομοίως άποδεικνύεται διά της είς άτοπον άπαγωγης δτι έκαστη τών 
ύπολοίπων συνθηκών δ = Κ + ρ, δ = | Κ — ρ|, δ>Η + ρ καί δ < | Κ — ρ |, 
εξασφαλίζει την άντίστοιχον θέσιν τών δύο κύκλων. 
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Συνοτιτική άνακεφαλαίωσις των σχετικών θέσεων δύο κύκλων εις τδ 
επίπεδον. 


δ > Ρ + Ρ 




6 = Ρ + ρ 



|Ρ -ρ| < 6 < Π + ρ 


6 = |Η-ρ| 


€> 


δ < |Ρ-ρ 


Σχ. 191 

Μέ δ συμβολίζομεν τήν διάκεντρον ΚΛ των δύο κύκλων (Κ, Η) καί (Λ, ρ). 

197 . "Ομόκεντροι κύκλοι καλούνται δύο κύκλοι δταν Ιχουν τδ αύτδ 
κέντρον. "Η διάκεντρος αυτών είναι μηδενική καί δ εΤς κύκλος εύρίσκεται έντδς 
τού άλλου (σχ. 192). 

198 . Γωνία δύο τεμνομένων κύκλων καλείται ή κυρτή γωνία ω τήν 
όποιαν σχηματίζουν αί έφαπτόμεναι ήμιευθεΐαι Αχ, Αγ των κύκλων είς ίν 
των κοινών σημείων των Α, δταν .αύται δέν τέμνουν τούς κύκλους (σχ. 193). 

"Η γωνία αύτών ω εΤναι παραπληρωματική τής γωνίας ΚΑΛ, πού σχηματί- 
ζουν αί έκτου κοινού σημείου Α άγόμεναι άκτΐνες των δύο κύκλων (διατί ;) 
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199 . 1 Ορθογώνιοι κύκλοι ή κύκλοι τεμνόμενοι όρθογωνίως καλούνται 
δύο κύκλοι, των δποίων ή γωνία ω είναι ορθή. 




200. Έφαπτόμενον τμήμα. Έάν Σ είναι σημεϊον έκτδς κύκλου κέν- 
τρου Ο (σχ. 194) καί (ε) μία ευθεία διερχομένη διά του Σ καί εφαπτομένη 
του κύκλου είς σημεϊον Α, τδ τμήμα ΣΑ καλείται έφαπτόμενον τμήμα έκ τού 
σημείου Σ πρδς τδν κύκλον κέντρου Ο. 


201 . Θεώρημα . Έάν. ΣΑ είναι εν έφαπτόμενον τμήμα έκ σημείου Σ 
έκτός κύκλου κέντρου Ο πρός τόν κύκλον, τότε ύπάρχει και δεύτερον έφα- 
πτόμενον τμήμα ΣΑ' έκ τού σημείου Σ πρός τόν κύκλον καί είναι: 

ί) ΣΑ = ΣΑ' 

Π) Ή ΣΟ είναι διχοτόμος τής κυρτής γωνίας ΑΣΑ'. 

ίίί) Ή ΣΟ είναι διχοτόμος τής κυρτής γωνίας ΑΟΑ'. 

ίν) Ή ΣΟ είναι μεσοκάθετος τής χορδής ΑΑ'. 

Άπόδειξις. Επειδή ή ΣΟ περιέχει διάμετρον τού κύκλου, Ιπεται 6τι 
είναι άξων συμμετρίας τού σχήματος (σχ. 194). ν Αρα τδ τμήμα ΣΑ', συμμε- 
τρικδν τού ΣΑ ώς πρδς τδν άξονα ΣΟ, είναι καί αύτδ έφαπτόμενον τού κύκλου 
καί μάλιστα είς σημεϊον Α' συμμετρικόν τού Α ώς πρδς άξονα τδν ΣΟ. Τότε, 
λόγω τής συμμετρίας ισχύουν αί προτάσεις ΐ), ϋ), πί) καί ίν). 




202 . Κοινή έφαπτομένη δύο κύκλων καλείται μία εύθεΐα, ή οποία 
εφάπτεται καί είς τούς δύο κύκλους. 
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Μία κοινή εφαπτομένη (ε 1 ) δύο κύκλων κέντρων Κ καί Α καλείται έξ<£- 
τερικτ), έάν άφήνη πρδς τύ αύτύ μέρος της τούς δύο κύκλους, δπως ή ΑΒ (σχ. 
195) καί μία κοινή εφαπτομένη (εί) καλείται έσωτερική, έάν άφήνη 
εκατέρωθεν αύτης τούς δύο κύκλους, δπως ή ΓΔ. 

Έάν ευθεία (ε Χ ) είναι κοινή εφαπτομένη δύο κύκλων, τότε καί ή συμμε- 
τρική αυτής (ε 1 ' ) ώς πρύς τήν διάκεντρον είναι κοινή εφαπτομένη των δύο 
κύκλων. Τούτο Ιπεται έκ τού δτι ή διάκεντρος των δύο κύκλων είναι άξων 
συμμετρίας τού σχήματος. Κατά συνέπειαν έάν δύο κοιναί έφαπτόμεναι (ε 1 ) 
καί (ε 1 ' ) τέμνωνται, τύ σημείον τομής αύτών Μ εύρίσκεται έπί τής εύθείας 
ΚΛ. 

Κατά τύ θεώρημα 201, έχομεν : 

ΜΑ = ΜΑ' καί ΜΒ = ΜΒ' 

Αι άφαιρέσεως αύτών κατά μέλη, ευρίσκομεν : 

ΑΒ = Α'Β'. 

Όμοίως έχομεν ΝΓ = ΝΓ' καί ΝΔ = ΝΔ'. Άρα ΓΔ = Γ'Δ'. 

'Ώστε τά κοινά έφαπτόμενα τμήματα (έξωτερικά ΑΒ = Α'Β' ή έσω- 
τερικά ΓΔ = Γ'Δ' ) δύο κύκλων είναι ίσα. 

Έάν οι δύο κύκλοι είναι ίσοι, τότε αί δύο κοιναί έξωτερικαί έφαπτόμεναι 
είναι παράλληλοι (διατί ; ). 


ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

Α'. 

227. Δύο κύκλοι κέντρων Κ καί Λ τέμνονται εις τά Α καί Β. Έκ τοϋ Α φέρομεν 
εύθεΐαν ΓΑΔ //ΚΛ, τέμνουσαν αυτούς είς τά Γ καί Δ. Δείξατε δτι είναι ΓΔ = 2ΚΑ. 

228. Δύο κύκλοι κέντρων Κ καί Λ τέμνονται είς τά Α καί Β. Δείξατε δτι έξ δλων 
των τεμνουσών αυτούς των διερχομένων διά του Α, μεγαλυτέρα είναι ή παράλληλος τής ΚΛ. 

229. Έάν δύο κύκλοι έχουν τύ αύτύ κέντρον (είναι όμόκεντροι), 5λαι αί χορδαί 
τοϋ μεγαλυτέρου αί όποΐαι εφάπτονται τοϋ μικροτέρου είναι ϊσαι. 

230. Δύο κύκλοι έφάπτονται είς τύ σημείον Α. Διά τοϋ Α φέρομεν εύθεΐαν τέμνουσαν 
αύτούς είς τά Β καί Γ. Δείξατε δτι αί έφαπτόμεναι τών κύκλων είς τά Β καί Γ είναι παράλ- 
ληλοι. 

231 . Έκ σημείου Α έκτύς κύκλου κέντρου Κ θεωροΰμεν τάς έφαπτομένας ΑΒ, ΑΓ 
τοϋ κύκλου καί έστω Κ' τύ συμμετρικύν τοϋ Κ ώς πρύς την ΑΓ. Δείξατε δτι ΒΑΚ' = 3. ΒΑΚ. 

232. Δείξατε δτι ή κοινή έφαπτομένη δύο κύκλων είναι μικροτέρα ή τύ πολύ 
ίση πρύς τήν διάκεντρον τών κύκλων. Πότε είναι ίση; 

233. Δύο κύκλοι κέντρων Κ καί Λ έφάπτονται τρίτου κύκλου είς τά Α καί Β άντι- 
στοίχως. Έάν ή ΑΒ τέμνη τύν κύκλον Λ είς τύ Γ, δείξατε δτι ΚΑ // ΛΓ. 

Β'. 

234. Δίδεται κύκλος κέντρου Κ καί διάμετρος ΑΒ αύτοΰ. Μέ κέντρον σημείον Γ 
της άκτΐνος ΚΒ καί άκτΐνα ΓΚ γράφομεν κύκλον, ό όποιος νά τέμνη τύν (Κ, ΚΒ) είς τά 
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σημεία Δ καί Ε. ’Εάν ή εύθεϊα ΔΓ τέμνη τδν κύκλον (Κ, ΚΒ) είς τδ Ζ, δείξατε δτι ΑΚΖ = 
= 3.ΒΚΔ. 

235 . Δύο κύκλοι άκτίνων ρ καί 3ρ έ «ράπτονται έξωτερικώς. Να ύπολογισθή ή γωνία ι 
των κοινών έξωτερικών έφαπτομένων αύτών. 

236. Δύο κύκλοι κέντρων Κ καί Λ έφάπτονται έξωτερικώς είς τδ Α. Έάν ΒΓ είναι 

ή κοινή έξωτερική έφαπτομένη αύτών, δείξατε δτι είναι: α) ΒΑΓ = ΙΑ, β) 6 κύκλος μέ 
διάμετρον τήν ΒΓ έφάπτεται της διακέντρου είς τδ Α, γ) ό κύκλος μέ διάμετρον τήν ΚΛ 
έφάπτεται της ΒΓ είς τδ μέσον της. 

237. Δίδεται ήμικύκλιον διαμέτρου ΑΚΒ. Φέρομεν τάς έφαπτομένας ήμιευθείας 
Αχ καί Βγ πρδς τδ μέρος τοϋ ήμικυκλίου καί τρίτην έφαπτομένην αύτοϋ, ή όποία τέμνει 

τάς Αχ καί Βγ είς τά Γ καί Δ άντιστοίχως. Δείξατε δτι: α) ΓΔ = ΑΓ+ ΒΔ, β) ΓΚΔ = ΙΑ. 


203. Εγγεγραμμένη γωνία είς κύκλον (Ο, Κ) καλείται κάθε γωνία 

ΑΚΒ, ή όποία έχει τήν κορυφήν της Κ έπί τοΟ κύκλου (Ο, Κ), αί δέ πλευραί 

της τέμνουν αυτόν είς σημεία Α καί Β. 

χν 

Λέγομεν άκόμη δτι ή ΑΚΒ είναι εγγε- 
γραμμένη είς τδ τόξον ΑΚΒ, τδ όποιον δέν πε- 
ριέχεται έντδς τής γωνίας καί βαίνει έπί τοϋ τό- 
ξου ΑΕΒ τδ όποιον περιέχεται έντδς τής γω- 
νίας (οχ. 196). 

'Η έπίκεντρος γωνία ΑΟΒ, ή όποία περι- 
έχει τδ αύτδ τόξον ΑΒ μετά τής έγγεγραμμένης 

ΑΚΒ, καλείται αντίστοιχος έπίκεντρος τής έγ- 
γεγραμμένης. Είναι προφανές δτι είς τήν άντι- Σχ. 196 

στοιχίαν αυτήν κάθε έγγεγραμμένη γωνία έχει 

μίαν άντίστοιχον έπίκεντρον ένω κάθε έπίκεντρος γωνία είναι άντίστοιχος 
άπείρων έγγεγραμμένων γωνιών, των οποίων αί κορυφαί είναι σημεία τοϋ 

τόξου ΑΚΒ. 



ΣΧΕΣΙΣ ΕΠΙΚΕΝΤΡΟΥ ΓΩΝΙΑΣ ΠΡΟΣ ΜΙΑΝ ΑΝΤΙΣΤΟΙΧΟΝ 
ΑΥΤΗΣ ΕΓΓΕΓΡΑΜΜΕΝΗΝ 

204 . Θεώρημα. Είς δοθέντα κύκλον μία έπίκεντρος γωνία είναι διπλα- 
σία πάσης άντιστοίχου πρός αυτήν έγγεγραμμένης. 

Άπόδειξις. "Εστω ό κύκλος (Ο,Κ), ΑΟΒ ή έπίκεντρος γωνία βαίνουσα 

- — . χν 

είς τόξον ΑΒ καί ΑΜΒ μία αντίστοιχος αυτής έγγεγραμμένη. Θά διακρίνωμεν 
τρεις περιπτώσεις : 
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ί). *Η κορυφή Μ εύρίσκεται είς τήν προέκτασιν της ΑΟ (σχ. 197). Τότε 
τό τρίγωνον ΟΜΒ είναι ισοσκελές μέ ΟΜ — ΟΒ = Η. 

’Άρα ΟΜΒ = ΟΒΜ — ω ή 

(1) ΑΜΒ = ω 
Επομένως (§ 105 I ) θά είναι καί : 

(2) ΑΟΒ =ω + ω = 2ω 
ώς εξωτερική γωνία του τριγώνου ΟΜΒ. 

Έκ των (1) καί (2) επεται : 



Σχ. 197 


Σχ. 198 


ΐί). 'Η κορυφή Μ, εύρίσκεται έντός τής κατά κορυφήν τής ΑΟΒ (σχ. 
198). Τότε ή ήμιευθεΐα ΜΟ, ή οποία τέμνει τόν κύκλον είς τό Γ, είναι έσω- 

τερική τής ΑΜΒ καί ή ΟΓ έσωτερική τής ΑΟΒ. 

Επομένως : 

(3) ΑΜΒ — ΑΜΓ + ΓΜΒ καί /\ ~Α\ - 

(4) ΑΟΒ = ΑΟΓ + ΓΟΒ / \ / ___ V 

Κατά τήν περίπτωσιν (ί) εχομεν : /\ I 

(5) ΑΟΓ - 2 · ΑΜΓ καί \Α\\ / 

(6) ΓΟΒ - 2 · ΓΜΒ ^ 

Διά προσθέσεως κατά μέλη των (5) καί (6) Σχ. 199 

λαμβάνομεν : 

ΑΟΓ + ΓΟΒ — 2 (ΑΜΓ + ΓΜΒ) 
καί δυνάμει των σχέσεων (3) καί (4) ή τελευταία γράφεται : 

ΑΟΒ - 2 · ΑΜΒ 


ίίί). Ή κορυφή Μ εύρίσκεται έκτος τής κατά κορυφήν τής ΑΟΒ (σχ. 
199). Τότε ή ήμιευθεΐα ΜΟ-, ή όποια τέμνει τόν κύκλον είς τό Γ, είναι έξω- 

τερική τόσον τής ΑΜΒ όσον καί τής ΑΟΒ. 
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Επομένως : 

(7) ΑΜΒ = ΑΜΓ — ΒΜΓ καί 

(8) ΑΟΒ == ΑΟΓ - ΒΟΓ 

Κατά την περίπτωσήν (ί) έ'χομεν : 

(9) ΑΟΓ = 2 · ΑΜΓ καί 

(10) ΒΟΓ=2·ΒΜΓ 

Δι’ άφαιρέσεως των (9) καί (10) κατά μέλη λαμβάνομεν : 

ΑΟΓ - ΒΟΓ = 2 (ΑΜΓ - ΒΜΓ) 

καί δυνάμει των σχέσεων (7 ) καί (8 ) ή τελευταία γράφεται : 

ΑΟΒ =2 ■ ΑΜΒ 

Πόρισμα I. Εις δοθέντα κύκλον, δλαι αί έγγεγραμμέναι γωνίαι, αί 
όποΐαι βαίνουν έπΐ τού αυτού τόξου ή έπι ίσων τόξων, είναι ϊσαι. 

Πράγματι, διότι 8λαι είναι ϊσαι πρός τό ήμισυ της αύτής επικέντρου 
γωνίας ή ίσων έπικέντρων γωνιών. 

Πόρισμα II. Δύο ϊσαι έγγεγραμμέναι γωνίαι είς τόν αύτόν κύκλον ή 
είς Ισους κύκλους, άποτέμνουν ϊσα τόξα. 

Πόρισμα III. Ή διχοτόμος ΜΔ μιας έγγεγραμμένης γωνίας ΑΜΒ, 

ή όποία βαίνει είς τό τόξον ΑΒ, χωρίζει τούτο είς δύο ϊσα τόξα ΑΔ = ΔΒ. 

(σχ. 200). 

Πόρισμα ιν· Μία γωνία έγγεγραμμένη είς ήμικύκλιον είναι όρθη. 

Πράγματι, άφοΰ ή άντίστοιχος αύτης έπίκεντρος γωνία είναι πεπλατυ- 
σμένη (σχ. 201 ). 




Σχ. 200 


Σχ. 201 


Ισχύει καί τό άντίστροφον, δηλαδή άν μία ορθή γωνία είναι έγγεγραμ- 
μένη, τότε βαίνει είς ημικύκλιον, διότι ή άντίστοιχος αύτης έπίκεντρος θά είναι 
πεπλατυσμένη καί συνεπώς θά χωρίζη τόν κύκλον είς δύο ημικύκλια. 

Παρατήρησις. "Εν τμήμα ΑΒ λέγομεν οτι φαίνεται άπό σημεΐον Μ υπό 

γωνίαν ω (σχ. 202), 8ταν είναι ΑΜΒ — ω. Τό αύτό έννοοΰμεν όταν λέγωμεν 
δτι τό σημείον Μ βλέπει τό τμήμα ΑΒ υπό γωνίαν ω. 
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Γωνία ύττό χορδής καί εφαπτομένης 


Πόρισμα V. "Εν τόξον ΑΜΒ καί τό συμμετρικόν του ώς πρός τήν ΑΒ 
(σχ. 202), Αποτελούν τόν γ. τόπον τών σημείων, άπό τά όποια τό τμήμα ΑΒ 
φαίνεται ύπό σταθερά ν γωνίαν ω (ή τά όποια βλέπουν τό τμήμα ΑΒ υπό 
σταθεράν γωνίαν ω ). 

ν /Ν 

Έάν σημεΐον Ν δέν άνήκη εις τά τόξα ΑΒ, άποκλείεται νά είναι ΑΝΒ = 
ω, διότι, επειδή ή ΝΒ τέμνει τό τόξον ΑΒ είς σημεΐον Ρ, θά είναι ΑΡΒ = ω 
καί έπομένως έάν ήτο καί ΑΝΒ = ω =>ΑΡ//ΑΝ, 6περ άτοπον. "Αρα ό γ. 
τόπος είναι τά δύο τόξα ΑΒ. 


ΓΩΝΙΑ ΣΧΗΜΑΤΙΖΟΜΕΝΗ ΥΠΟ ΧΟΡΔΗΣ ΚΑΙ ΕΦΑΠΤΟΜΕΚΗΣ 

205. Θεώρημα. Ή γωνία ή σχηματιζομένη ύπό χορδής κύκλου καί 
έφαπτομένης είς τό δν ακρον τής χορδής, είναι.ίση πρός τήν έγγεγραμμένην 
γωνίαν είς τό τόξον πού δέν περιέχεται έντός τής πρώτης γωνίας. 

Άπόδειξις. "Εστω κύκλος κέντρου Ο, ΑΒ μία χορδή αύτοΰ καί Αχ ή 
εφαπτομένη του κύκλου είς τό άκρον Α της χορδής. 

Μ 



•τ + 

|0 \ 


Δ 

\ 



ρ 

Σχ. 202 


\Χ 
Σχ. 203 


I). Ή γωνία είναι όξεΐα. Έάν ή χορδή δέν είναι διάμετρος, θεωροϋμεν 
τήν όξεΐαν γωνίαν ω, ή οποία σχηματίζεται ύπ’ αυτής, καί τής έφαπτομένης 
καί φέρομεν τήν ακτίνα ΟΑ, ή όποια θά είναι κάθετος έπί τήν έφαπτομένην 

Αχ (σχ. 203). Φέρομεν τήν ΟΔ _1_ ΑΒ, ή οποία τέμνει τήν Αχ είς σημεΐον Ε. 

/\ 

Τά όρθογώνια τρίγωνα ΑΔΕ καί ΟΑΕ έχουν τήν γωνίαν Ε κοινήν. "Αρα θά 
είναι ισογώνια καί επομένως θά έχουν καί 

(1) ΔΑΕ = ΑΟΕ — ω 

Έχομεν όμως ΒΟΔ =ΑΟΔ =ω λόγω συμμετρίας ώς πρός άξονα τόν ΟΔ 
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καί επομένως ΑΟΒ = 2ω. Γνωρίζομεν δμως 6τι είναι καί ΑΟΒ = 2ΑΜΒ 
(§ 204). Άρα : 

(2) ΑΜΒ=ω 

/Ν /Ν 

Έκ των (1) καί (2) έπεται βτι είναι ΔΑΕ = ΑΜΒ ήτοι : 

ΒΑχ = ΑΜΒ 

ϋ). Ή γωνία είναι όρθή. Τούτο συμβαίνει μόνον όταν ή χορδή ΑΒ είναι 

διάμετρος (σχ. 204). Άλλα τότε ή εγγεγραμμένη γωνία ΑΜΒ είναι όρθή ώς 
βαίνουσα είς ήμικύκλιον. 


Άρα : 


ΒΑχ = ΑΜΒ 



Σχ. 204 

ϋί). Ή γωνία 

ω είναι ή παραπληρωματική της, γνωρίζομεν 6τι : 

ΑΟΒ 



ω = 


. Άρα ΒΑχ = φ =2· ω = 2 1 - 


ΑΟΒ 


41. - ΑΟΒ 


ΑΟΒ 


= ΑΜΒ 


δπου μέ τό σύμβολον ΑΟΒ έννοοϋμεν τήν μή κυρτήν γωνίαν μέ πλευράς τάς 
ΟΑ καί ΟΒ. Έκ της άνωτέρω σχέσεως έπεται : 


ΒΑχ = ΑΜΒ 


ΓΩΝΙΑ ΔΥΟ ΤΕΜΝΟΜΕΝΩΝ ΧΟΡΔΩΝ ΤΟΥ ΑΥΤΟΥ ΚΥΚΛΟΥ 

206 . Θεώρημα . Έάν δύο χορδαι κύκλου τέμνωνται είς σημείον έσω- 
τερικόν αύτοϋ, ή γωνία, τήν όποια σχηματίζουν ίσοΰται πρός τό ήμιάθροισμα 
τών έπικέντρων γωνιών πού άντιστοιχοϋν είς τά τόξα τα περιλαμβανόμενα 
έντός τής γωνίας καί τής κατά κορυφήν της. 

Άπόδειξις. Έστωσαν αί χορδαι ΑΒ καί ΓΔ κύκλου (Ο, Η) τεμνόμεναι 
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είς σημεΐον Σ εσωτερικόν του κύκλου και ω ή γωνία, τήν οποίαν σχηματίζουν 
(σχ. 206). Φέρομεν την ΒΓ καί έκ του τριγώνου ΣΒΓ λαμβάνομεν : * 


ω = Β + Γ = ΑΒΓ 4- ΒΓΔ = 


ΑΟΓ 


+ 


ΒΟΔ 


"Αρα : 


ω = 


αογ + βοδ 

2 


207. Θεώρημα. ’Εαν δύο χορδαι κύκλου τέμνωνται προεκτεινόμενοι 
έκτός αύτοΰ, ή γωνία, τήν όποιαν σχηματίζουν ίσοϋται πρός τήν ή μι διαφο- 
ράν τών έπικέντρων γωνιών πού άντιστοιχοϋν είς τά τόξα τά περιλαμβανό- 
μενα έντός τής γωνίας. 



Σχ. 206 


Σχ. 207 


Άπόδειξις. "Εστωσαν αί χορδαι ΑΒ καί ΓΔ κύκλου (Ο, Η), αί όποΐαι 
προεκτεινόμεναι τέμνονται εις σημεΐον Σ έκτός τοϋ κύκλου καί φ ή γωνία, 
τήν οποίαν σχηματίζουν (σχ. 207). Φέρομεν τήν ΒΓ καί έκ του τριγώνου ΣΒΓ 
λαμβάνομεν : 

ΑΒ Γ ~ φ -ρ Β ΓΔ ή 


φ = ΑΒΓ - ΒΓΔ = 


ΑΟΓ 

2 


ΒΟΔ 

2 


άρα: 




ΑΟΓ - ΒΟΑ 



ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

Α.' 

238. Δύο ίσοι κύκλοι τέμνονται είς τά Α καί Β. Άπδ τό Α φέρομεν τυχοϋσαν τέ- 
μνουσαν αυτούς ΓΑΔ καί έκ τοϋ Β φέρομεν κάθετον ΒΜ έπ’ αυτήν. Δείξατε δτι το Μ είναι 
μέσον τοϋ τμήματος ΓΔ. 

239. Διά τοϋ σημείου έπαφής Α δύο έφαπτομένων κύκλων φέρομεν δύο τεμνούσας 
αύτών. Δείξατε δτι αί δύο χορδαι πού ορίζονται άπό τά δεύτερα σημεία τομής των κύκλων 
μετά των εύθειών τούτων εΐναι παράλληλοι. 


Ασκήσεις 
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240. Δύο κύκλοι άκτίνων ρ καί 2ρ έφάπτονται έσωτερικώς εις τδ Α. Δείξατε δτι κάθε 
χορδή του μεγαλυτέρου πού άγεται άπο τδ Α διχοτομείται άπδ τδν μικρότερον κύκλον. 

241. Μέ διαμέτρους τάς πλευράς ΑΒ καί ΑΓ τριγώνου ΑΒΓ γράφομεν δύο κύκλους. 
Δείξατε δτι τδ δεύτερον σημεΐον Δ της τομής των εύρύσκεται έπί τής ΒΓ καί δτι ή ΑΔ 
είναι κάθετος έπί τήν ΒΓ. 

242. Έάν Α, Β, Γ, Δ είναι τέσσαρα σημεία διαδοχικά ένδς κύκλου καί Κ, Λ, Μ, Ν 
τά μέσα των τόξων ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ, ΔΑ, δείξατε δτι αί χορδαί ΚΜ καί ΑΝ τέμνονται καθέτως. 

243. Μέ διαμέτρους τάς πλευράς ΑΒ, ΑΓ τριγώνου ΑΒΓ γράφομεν δύο κύκλους. 
Άπδ τά Β καί Γ φέρομεν παραλλήλους χορδάς ΒΔ, ΓΕ. Δείξατε δτι τά σημεία Δ, Α, Ε 
κεΐνται έπ’ ευθείας. 

244. Κύκλος κέντρου Κ έφάτεται είς άλλον κύκλον κέντρου Λ είς τδ Α καί εύθείας 
(ε) είς τύ Β. Έάν ή ΒΑ τέμνη τδν δεύτερον κύκλον είς τδ Γ, δείξατε δτι είναι ΓΛ _]_{ε) 

245. Μέ διάμετρον τήν μίαν των καθέτων πλευρών όρθογωνίου τριγώνου γράφομεν 
κύκλον. Έάν οΰτος τέμνη τήν υποτείνουσαν είς σημεΐον Μ, δείξατε δτι ή έφαπτομένη του 
κύκλου είς τδ σημεΐον Μ διέρχεται άπδ τδ μέσον της τρίτης πλευράς. 


Β'. 


246. Δίδεται κύκλος κέντρου Ο καί διάμετρος ΑΒ αύτοΰ. Φέρομεν τήν άκτΐνα ΟΓ 
κάθετον έπί τήν ΑΒ καί τυχοΰσαν χορδήν ΓΔ, ή όποία τέμνει τήν ΑΒ είς τδ Ε. Έάν ή έφα- 
πτομένη είς τδ Δ τέμνη τήν ΑΒ είς τδ Ζ, δείξατε δτι είναι ΖΔ = ΖΕ. 

247. Δύο κύκλοι τέμνονται είς τά Α καί Β καί έστω Μ τυχδν σημεΐον τής κοινής 
χορδής ΑΒ. Διά του Μ θεωροΰμεν τυχοΰσαν τέμνουσαν τούς κύκλους είς τά σημεία Γ, Δ, 

/Ν 

Ε, Ζ διαδοχικώς. Δείξατε δτι ΓΑΔ = ΕΒΖ. 

248. Έστω κύκλος κέντρου Κ καί Α, Β, Γ τρία σημεία αύτοΰ. Φέρομεν τάς διχοτό- 

μους των γωνιών Β καί Γ του τριγώνου ΑΒΓ, αί όποΐαι τέμνουν τδν κύκλον είς τά Δ καί Ε. 
Δείξατε δτι ή ΔΕ είναι μεσοκάθετος τοΰ τμήματος ΑΟ, δπου Ο είναι τδ έγκεντρον τοΰ τρι- 
γώνου ΑΒΓ. 

249. Έπ’ εύθείας (δ) λαμβάνομεν διαδοχικούς τά σημεία Α, Β, Γ, Δ. Μέ διαμέτρους 
τάς ΑΒ καί ΓΔ γράφομεν δύο κύκλους καί θεωροΰμεν τήν κοινήν έξωτερικήν έφαπτομένην 
ΕΖ αύτών, δπού τδ Ε είναι σημεΐον τοΰ κύκλου διαμέτρου ΑΒ. Δείξατε δτι αί εύθεΐαι ΑΕ, 
ΒΕ, ΓΖ, ΔΖ τεμνόμεναι σχηματίζουν όρθογώνιον, τοΰ όποιου ή άλλη διαγώνιος είναι κάθε- 
τος έπί τήν διάκεντρον. 

250. Διά τοΰ ένδς κοινοΰ σημείου Α δύο τεμνομένων κύκλων θεωροΰμεν τυχοΰσαν 
εύθεΐαν ΒΑΓ τέμνουσαν αυτούς. Δείξατε δτι αί έφαπτόμεναι είς τά Β καί Γ τέμνονται ύπδ 
γωνίαν σταθεράν. 

251. Δύο κύκλοι έφάπτονται έσωτερικώς είς τδ Α. Θεωροΰμεν χορδήν ΒΓ τοΰ μεγα- 
λυτέρου κύκλου, ή όποία έφάπτεται τοΰ μικροτέρου είς τδ Δ. Δείξατε δτι ή ΑΔ διχοτομεί 

/Ν 

τήν γωνίαν ΒΑΓ. 

252. Δύο κύκλοι έφάπτονται έξωτερικώς είς τδ Α. Θεωροΰμεν χορδήν ΒΓ τοΰ ένδς 
κύκλου, ή όποία προεκτεινομένη έφάπτεται τοΰ άλλου εις τδ Δ. Δείξατε δτι ή ΑΔ είναι διχο- 

/Ν 

τόμος τής έξωτερικής γωνίας Α τοΰ τριγώνου ΑΒΓ. 

9 
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Εγγεγραμμένα εις κύκλον ττολυγωνα 


ΕΓΓΕΓΡΑΜΜΕΝΑ ΕΙΣ ΚΥΚΛΟΝ ΠΟΛΥΓΩΝΑ 

208. 'Ορισμός. "Εν πολύγωνον ΑΒΓ...Ν καλείται έγγεγραμμένον 
(ή έγγράψιμον) είς κύκλον τότε καί μόνον τότε δταν αί κορυφαί του εϊναι (η 
δύνανται νά είναι) σημεία ένός κύκλου. 

Έκ του ορισμού έπεται 8τι αί πλευραί ώς καί αί διαγώνιοι του πολυγώ- 
νου είναι χορδαί του κύκλου. 

Αί κορυφαί του πολυγώνου καλούνται όμοκυκλικάή όμοκύκλια σημεία. 

Ό κύκλος καλείται περιγεγραμμένος περί τό πολύγωνον. 


209. Θεώρημα. Αναγκαία και ίκανή συνθήκη 
ίνα εν πολύγωνον ΑΒΓ ... Ν μέ ν πλευράς είναι 
έγγεγραμμένον είς κύκλον (Ο, Κ), είναι αί ν-1 με- 
σοκάθετοι τών ν-1 πλευρών του νά διέρχωνται διά 
τού αυτού σημείου. 

Άπόδειξις. ί) Είναι άναγκαία. "Εστω το έγγε- 
γραμμένον πολύγωνον ΑΒΓ ... Ν είς τον κύκλον 
(Ο, Κ). Επειδή αί πλευραί του είναι χορδαί τού κύ- 
κλου, επεται 8τι ή μεσοκάθετος έκάστης διέρχεται 
άπδ τό κέντρον Ο τού κύκλου (σχ. 208). "Αρα 
τό θεώρημα ισχύει. 

ϋ) Είναι ίκανή. Έστω 8τι τού πολυγώνου ΑΒΓ... ΜΝ αί μεσοκάθετοι 
των ν-1 πλευρών του ΑΒ, ΒΓ,..., ΜΝ διέρχονται διά τού αύτού σημείου Ο. 
Τότε τό σημείον τούτο, ώς άνήκον είς έκάστην των μεσοκαθέτων τούτων θά 
ίσαπέχη άπό τά άκρα της αντιστοίχου πλευράς, ήτοι θά είναι : 



Σχ. 208 


(1) ΟΛ = ΟΒ, ΟΒ =ΟΓ,.·.,ΟΜ =ΟΝ 

Έκ των σχέσεων (1) Ιπεται 6τι : 

ΟΑ = ΟΒ = ΟΓ =... — ΟΝ ; 

"Αρα, εάν μέ κέντρον τό Ο καί άκτίνα την άπόστασιν αύτού έκ μιας κορυφής 
γραφή κύκλος, οΰτος θά διέλθη δι’ όλων των κορυφών τού πολυγώνου, έπο- 
μένως τό πολύγωνον είναι έγγράψιμον είς κύκλον. 

Πόρισμα I. Κάθε τρίγωνον είναι έγγράψιμον είς κύκλον τού όποίου 
τό κέντρον εύρίσκεται είς τήν τομήν τών μεσοκαθέτων τών πλευρών του 
(τό κέντρον τού κύκλου λέγεται περίκεντρον (§ 158)). 

Πόρισμα II. Διά τριών σημείων μή κειμένων έπι εύθεΐας είς καί μόνον 
είς κύκλος διέρχεται, διότι £ν είναι τό περίκεντρον τού τριγώνου μέ κορυ- 
φάς τά σημεία αυτά. 

Πόρισμα III. Έάν δύο κύκλοι έχουν τρία κοινά σημεία, τότε ταυτίζονται. 



Εγγεγραμμένα τετράπλευρα 
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ΕΓΓΕΓΡΑΜΜΕΝΑ ΤΕΤΡΑΠΛΕΥΡΑ 

210 . Θεώρημα. Αναγκαία και ικανή συνθήκη ϊνα εν κυρτόν τετράπλευ- 
ρον είναι έγγεγραμμένον είς κύκλον, είναι δυο άπέναντι γωνίαι του νά είναι 
παραπληρωματικοί. 

Απόδειξις. ί) Είναι άναγκαία. "Εστω τό κυρτόν τετράπλευρον ΑΒΓΔ 
έγγεγραμμένον εις κύκλον κέντρου Ο (σχ. 209). Φέρομεν τάς άκτίνας ΟΒ καί 

ΟΔ. Ή γωνία Α — ω είναι εγγεγραμμένη. "Αρα ή αντίστοιχος αυτής έπί- 

χν χν 

κεντρος θά είναι ΔΟΒ = 2ω. Ομοίως ή γωνία Γ = φ είναι εγγεγραμμένη. 

νχ 

"Αρα ή άντίστοιχος αύτης έπίκεντρος θά είναι ΒΟΔ = 2φ. Αλλά 2ω + 2φ = 
4 1 -, ’Άρα : ω + φ = 2 1 -, ήτοι : Α Γ = 2 1 - 

ϋ ) Είναι ικανή. "Εστω δτι εις τό κυρτόν τε- 
τράπλευρον ΑΒΓΔ είναι : 

(1) Α +"? =21- -*=* ΒΑχ + Ρ = 2«- 
Θεωροΰμεν τον κύκλον, ό όποιος ορίζεται άπό τά 
σημεία Β, Γ καί Δ. “Αν αυτός διέρχεται διά του 
Α, τό θεώρημα άπεδείχθη, Άν δμως δέν διέρχε- 
-αι διά τού Α θά τέμνη την ΔΑ εις σημεΐον Α', 
οπότε τό τετράπλευρον Α'ΒΓΔ θά είναι έγγεγραμ- 
μένον. 

"Αρα : * 

(2) ΒΑχ +'Γ=2'- 

Έκ των (1) καί (2) έπεται δτι ΒΑχ + Γ = ΒΑχ -}- Γ => ΒΑχ = ΒΑχ. 
Έξ αύτης δμως έπεται ΑΒ // ΑΒ, δπερ άτοπο ν. 

"Αρα ό κύκλος πού διέρχεται διά των Β, Γ καί Δ κατ’ άνάγκην θά διέλθη 
καί διά τού Α. "Αρα τό ΑΒΓΔ είναι έγγράψιμον. 

211. Θεώρημα. Αναγκαία και Ικανή συνθήκη ϊνα εν κυρτόν τετρά- 
πλευρον είναι έγγεγραμμένον είς κύκλον, είναι μία έξωτερική γωνία του νά 
ϊσούται μέ τήν άπέναντι μύτής έσωτερικήν. 

Απόδειξις. ΐ ) Είναι άναγκαία. "Εστω δτι τό τετράπλευρον ΑΒΓΔ 
(σχ. 210) είναι έγγεγραμμένον είς κύκλον. Τότε θά είναι : 

(1) Α+Γ=2«- 
Έπίσης δμως είναι : 

. _ ΧΝ X 

(2) Γ - Γ, =2>- 

Έκ των σχέσεων (1) καί (2) έπεται 

XV Χν Χν /Ν Χν XV 

Α +Γ =Γ+ Γ 1= ί> Α — Γ,. 
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ίΐ) Είναι ικανή. Έστω δτι ισχύει ή σχέσις 


( 3 ) 



Επειδή είναι Γ Χ + Γ — 2 1 -, λόγω της (3) αδτη γράφεται Α + Γ — 2*-. 
’Άρα τό τετράπλευρον ΑΒΓΑ είναι έγγράψιμον. 




Σχ. 210 Σχ. 211 

212. Θεώρημα. Αναγκαία και ίκανή συνθήκη Ινα εν κυρτόν τετρά- 
πλευρον είναι έγγεγραμμένον είς κύκλον είναι μία πλευρά του νά φαίνεται 
άπό τάς άπέναντι αυτής κορυφάς ύπό ϊσας γωνίας. 

Άπόδειξις. ϊ) Είναι άναγκαία. Έστω τό κυρτόν έγγεγραμμένον τετρά- 
πλευρον ΑΒΓΑ. Φέρομεν τάς διαγώνιους ΑΓ καί ΒΔ. Αί γωνίαι ΔΑΓ καί 

/V * 

ΔΒΓ είναι έγγεγραμμέναι καί βαίνουν έπί του αυτού τόξου ΓΔ (σχ. 211). 
’Άρα είναι ϊσαι, ήτοι : 

ΔΑΓ = ΔΒΓ 

"Ωστε ή πλευρά ΓΔ φαίνεται ύπό ϊσας γωνίας άπό τάς κορυφάς Α καί Β. 
ίί) Είναι ίκανή. Έάν τού κυρτού τετραπλεύρου ΑΒΓΔ ή πλευρά ΓΔ 
φαίνεται άπό τάς άπέναντι αυτής κορυφάς Α καί Β ύπό ϊσας γωνίας, τούτο είναι 
έγγράψιμον. Διότι άν δέν ήτο, ό κύκλος πού ορίζεται άπό τά σημεία Α, Γ καί 
Δ θά έτεμνε την ΓΒ έστω είς τό Β', οπότε τό τετράπλευρον ΑΒ'ΓΔ θά ήτο 
έγγεγραμμένον καί έπομένως θά ήτο : 

( 1 ) δαγ=δβ·'χ 

Έξ ύποθέσεως δμως έχομεν δτι : 

(2) ΔΑΓ = ΔΒΓ <=>· ΔΑΓ = ΔΒχ 
Έκ των (1) καί (2) έπεται δτι : ΔΒχ — ΔΒ'χ 

Έξ αύτης δμως έπεται ΒΔ / /Β'Δ, δπερ άτοπον. ’Άρα ό κύκλος πού διέρ- 
χεται διά των Α, Γ καί Δ κατ’ άνάγκην θά διέλθη καί διά τού Β. ’Άρα τό 
ΑΒΓΔ είναι έγγράψιμον. 
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ΤΡΑΠΕΖΙΟΝ ΕΓΓΕΓΡ ΑΜΜΕΝ ΟΝ ΕΙΣ ΚΥΚΛΟΝ 

213. Θεώρημα. Έαν £ν τραπέζιον είναι έγγεγραμμένον εϊς κύκλον, 
είναι Ισοσκελές και άντιστρόφως. 

Άπόδειξις. "Εστω το έγγεγραμμένον εις κύκλον τραπέζιον ΑΒΓΔ, με 
ΑΒ//ΓΔ (σχ. 212). Αί παράλληλοι χορδαί ΑΒ 
καί ΓΔ ορίζουν εντός της ζώνης αυτών δύο ίσα 

τόξα ΒΓ καί ΑΔ (§ 181 ). "Αρα καί αί άντίστοιχοι 
αυτών χορδαί είναι ϊσαι, ήτοι ΒΓ =■ ΑΔ καί έ- 
πομένως τό τραπέζιον ΑΒΓΔ είναι ισοσκελές. 

Άντιστρόφως. "Εστω τό ισοσκελές τραπέζιον 
ΑΒΓΔ. Τούτο ώς ισοσκελές, έχει τάς παρά έκά- 
στην βάσιν του γωνίας ίσας, ήτοι : 

/Ν /Λ, 

(1) Γ = Δ 

> . - 

Έπί πλέον, λόγω τών παραλλήλων ΑΒ // ΓΔ, έχει Β + Γ = 2 ι . 'Η τελευταία, 

/Ν 

λόγο> της σχέσεως (1), γράφεται Β -}- Δ =2 ί . Άρα τό τραπέζιον είναι έγ- 
γράψιμον εις κύκλον, ώς έχον δύο άπέναντι γωνίας του παραπληρωματικάς. 



ΑΣ ΚΗΣ ΕΙΣ 


Α'. 

253. Δείξατε ότι κάθε παραλληλόγραμμον έγγεγραμμένον είς κύκλον είναι όρθο- 
γώνιβν. 

254 . Άπό σημείον Ο κείμενον έκτός κύκλου κέντρου Κ φέρομεν τήν ΟΚ καί τό έφα- 
πτόμενον τμήμα ΟΑ. Έκ του Ο θεωρουμεν τυχοΰσαν εύθεϊαν (δ) καί έκ του Κ φέρομεν 
ΚΒ_]_ (δ ). Δείξατε ότι τό τετράπλευρον πού έχει κορυφάς τά σημεία Κ, Α, Β, Ο είναι έγγρά- 
ψιμον. Νά εύρεθή τό κέντρον του περιγεγραμμένου κύκλου του. 

255 . Δύο κύκλοι τέμνονται είς τά σημεία Α καί Β. Διά τών Α καί Β φέρομεν άνά 
μίαν τέμνουσαν αύτούς ΓΑΔ καί ΕΒΖ. Έάν τά Γ καί Ε είναι σημεία του ένός κύκλου, καί 
Δ καί Ζ του άλλου δείξατε ότι ΓΕ // ΔΖ. 

256 . Έάν άπό σημείον Μ άχθοΰν κάθετοι έπί τάς πλευράς μιας γωνίας χΟγ, τά 
σημεία τομής έκάστης καθέτου μέ τήν άλλην πλευράν, τά συμμετρικά του Μ ώς πρός τάς 
πλευράς της γωνίας καί τό σημείον Ο, είναι όμοκυκλικά σημεία. 

.257. Έάν ΑΒΓΔ είναι τετράπλευρον έγγράψιμον είς κύκλον καί ΒΕ, ΓΖ είναι κά- 
θετοι έπί τάς ΓΔ, ΑΒ άντιστοίχως, δείξατε ότι ΕΖ // ΑΔ. 

Β'. 

258. Δίδεται ήμικύκλιον διαμέτρου ΑΒ. Λαμβάνομεν δύο ίσα τόξα ΒΓ = ΓΔ μι- 
κρότερα τεταρτοκυκλ ίου καί σημείον Ε τοϋ τόξου ΑΔ. Έάν αί χορδαί ΑΓ καί ΒΕ τέμνων- 
ται είς τό Ο, αί δέ ΑΔ καί ΓΕ είς τό Ζ δείξατε ότι: α) τό τετράπλευρον ΑΕΖΟ είναι 
έγγράψιμον, β ) τό Ο Ισαπέχει άπό την ΑΒ καί άπό τό Ζ. 
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259. Δίδεται κύκλος κέντρου Κ καί χορδή ΑΒ αύτοΰ. Άπδ τδ μέσον Γ τού τόξου 

ΑΒ #γομεν χορδάς ΓΔ καί ΓΕ, ούτως ώστε αύται νά τέμνουν τήν χορδήν ΑΒ είς τά Η καί 
Ζ άντιστοίχως. Δείξατε δτι τδ τετράπλευρου ΔΕΖΗ είναι έγγράψιμον. 

260. Δείξατε δτι τδ δρθικδν τρίγωνον παντός τριγώνου ΑΒΓ (δηλαδή τδ τρίγωνον 
μέ κορυφάς τούς πόδας των υψών του ΑΒΓ ) έχει ώς διχοτόμους τά υψη του ΑΒΓ. 

261 . Έκ τυχόντος σημείου Μ χορδής ΑΒ ένδς κύκλου φέρομεν κάθετον έπί τήν άκτΐ- 
να, ή όποία διέρχεται δι’ αύτοΰ. Έάν ή κάθετος αΰτη τέμνη τάς έφαπτομένας του κύκλου 
πού άγονται άπδ τά Α καί Β είς τά Γ καί Δ, δείξατε δτι ΜΓ — ΜΔ. 

262. Δείξατε δτι τά συμμετρικά του όρθοκέντρου ένδς τριγώνου ώς πρδς τάς πλευ- 
ράς του κεΐνται έπί τοΰ περιγεγραμμιένου κύκλου. 

263. Ό κύκλος, ό όποιος διέρχεται άπδ δύο άπέναντι κορυφάς έγγεγραμμένου είς 
κύκλον τραπεζίου καί άπδ τδ κέντρον του κύκλου, διέρχεται καί άπδ τδ σημειον τομής των 
μή παραλλήλων πλευρών τοΰ τραπεζίου. 

264. Δίδεται κύκλος κέντρου Κ καί σημειον Α εκτός αύτοΰ. Φέρομεν τυχοΰσαν τέ- 
μνουσαν ΑΒΓ καί έκ τοΰ Α κάθετον έπί τήν ΚΑ. ΑΙ έφαπτόμεναι πού άγονται είς τά Β 
καί Γ τέμνουν τήν κάθετον τούτην είς τά Δ καί Ε. Δείξατε δτι: α) τά τετράπλευρα ΚΒΑΔ 
καί ΚΓΕΑ εΐναι έγγράψιμα β) ΑΔ = ΑΕ. 

265. Δίδονται δύο έφεξής καί ΐσαι γωνίαι χΟγ καί χΟζ καί σημειον Μ εσωτερικόν 

τής χΟγ. Έκ τοΰ Μ φέρομεν καθέτους ΜΑ, ΜΒ, ΜΓ έπί τάς Οχ, Ογ, Οζ άντιστοίχως. 
Δείξατε δτι: α} τά σημεία Μ, Α, Β, Γ, Ο είναι όμοκυκλικά, β) ΒΑ = ΒΓ. 

ΠΕΡΙΓΕΓΡΑΜΜΕΝΑ ΠΕΡΙ ΚΥΚΛΟΝ ΠΟΛΥΓΩΝΑ 

214. Όρισμός. "Εν πολύγωνον καλείται περιγεγραμμένον περί κύκλον 
(ή περιγράψιμον) τότε καί μόνον τότε, όταν δλαι αί πλευραί του έφάπτωνται 
(ή δύνανται νά έφάπτωνται) ένδς και τού αύτοΰ κύκλου. . 

Ό κύκλος λέγεται Εγγεγραμμένος είς τδ πολύγωνου. 

215 . Θεώρημα. Μία άναγκαία και Ικανή συνθήκη ϊνα εν πολύγωνον 
μέ ν πλευράς είναι περιγεγραμμένον περί κύκλον είναι αϊ ν - 1 διχοτόμοι 
τών ν - 1 γωνιών του νά διέρχονται διά τού αύτοδ σημείου. 

’Απόδειξις. ΐ) Είναι άναγκαία. Έστω τδ πολύγωνον Α 1 Α 2 ...Α ν τδ 
όποιον είναι περιγεγραμμένον περί τδν κύκλον κέντρου Ο (σχ. 213). Επειδή 
έκάστη γωνία τοΰ πολυγώνου Ιχει πλευράς, αί όποίαι εφάπτονται τοΰ κύκλου, 
έπεται δτι έκάστη διχοτόμος γωνίας διέρχεται διά τοΰ κέντρου Ο τοΰ κύκλου 
(§ 201). "Αρα ή συνθήκη είναι άναγκαία. 

π) Είναι ικανή. Έστω δτι τοΰ πολυγώνου Α 1 Α 2 ...Α ν αί ν — 1 διχο- 

τομοι των γωνιών Α α , Α 2 ...,Α ν _ 1 διέρχονται διά τοΰ αύτοΰ σημείου Ο. Εκ 
τοΰ Ο θεωροΰμεν τάς καθέτους ΟΒ 1? ΟΒ 2 ,..., ΟΒ ν έπί τάς πλευράς τοΰ 
πολυγώνου. Τδ σημειον Ο, ώς άνήκον είς τάς ν — 1 διχοτόμους των γωνιών 

/Ν 

Α 1? Α^,.,.,Α^, θά ίσαπέχη άπδ τάς πλευράς έκάστης γωνίας, ήτοι : 

(1 ) ΟΒ Χ = ΟΒ 2 , ΟΒ 2 = ΟΒ 3 ,...,ΟΒ ν _ 1 = ΟΒ ν . 
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Έκ των σχέσεων (1) Ιπεται δτι : 

ΟΒ 1 = ΟΒ 2 = ... — ΟΒ ν 

Επομένως έάν μέ κέντρον τδ σημεΐον Ο καί άκτίνα μίαν των άποστάσεων 
τούτων, έστω την ΟΒ 1? γράψωμεν κύκλον, ούτος θά εφάπτεται των πλευρών 
του πολυγώνου. "Αρα τδ πολύγωνον είναι περιγεγραμμένον περί κύκλον. 

Πόρισμα. Κάθε τρίγωνον είναι περιγεγραμμένον περί κύκλον, τοΰ όποιου 
τό κέντρο ν εύρίσκεται είς τήν τομήν τών διχοτόμων τών γωνιών του (έγ- 
κεντρον § 163). 

216. Θεώρημα. 'Ινα εν τετράπλευρον είναι περιγράψιμον περί κύκλον, 
πρέπει καί άρκεϊ τό άθροισμα τών δύο άπάναντι πλευρών αύτοϋ νά είναι 
ίσον μέ τό άθροισμα τών δύο άλλων άπέ να ντι πλευρών του. 




Άπόδειξις. "Εστω ΑΒΓΔ έν τετράπλευρον περιγεγραμμένον περί κύ- 
κλον (Ο,Κ) καί έστωσαν Ε, Ζ, Η καί Θ τά σημεία επαφής των πλευρών του 
μετά τοΰ κύκλου (σχ. 214). Τότε θά είναι (§ 201) : 

ΑΕ = ΑΘ = α, ΒΕ = ΒΖ = β, ΓΖ = ΓΗ = γ καί ΔΗ = ΔΘ = δ. 
’Άρα θά είναι : 

(1) ΑΒ + ΓΔ = ΑΕ + ΒΕ + ΓΗ + ΔΗ = α + β + γ + δ καί 

( 2 ) ΑΔ + ΒΓ = ΑΘ + ΔΘ + ΒΖ + ΓΖ = α + δ + β + ϊ 

Τών σχέσεων (1) καί (2) τά τελευταία μέλη είναι ίσα, άρα καί τά πρώτα θά 
είναι ίσα, ήτοι : 

(3) ΑΒ + ΓΔ = ΑΔ + ΒΓ. 

Άντιστρόφως. *Αν εις τδ τετράπλευρον ΑΒΓΔ ίσχύη ή σχέσις (3), θά 
δείξω μεν ότι τούτο είναι περιγράψιμον περί κύκλον. 

ϊ) *Ας ύποθέσωμεν δτι είναι ΑΒ > ΑΔ. Τότε, ή σχέσις (3) γράφεται: 

(4) ΑΒ — ΑΔ — ΒΓ — ΓΔ 
έκ τής όποιας έπεται δτι είναι ΒΓ > ΓΔ. 

Έπί τών δύο μεγαλυτέρων πλευρών ΑΒ καί ΒΓ (σχ. 215) σχηματίζο- 
μεν τάς διαφοράς τών μελών τής σχέσεως (4), λαμβάνοντες επ’ αύτών τμή- 
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ματα. ΑΕ = ΑΔ και ΓΖ = ΓΔ άντιστοίχως. Τότε τά τρίγωνα ΑΔΕ καί 
ΓΔΖ είναι ισοσκελή, ένώ ή σχέσις (4) γράφεται 

ΑΒ - ΑΕ - ΒΓ — ΓΖ ή 
ΒΕ = ΒΖ 

’Εξ αυτής φαίνεται δτι καί τό τρίγωνον ΒΕΖ είναι ισοσκελές. 


Αί διχοτόμοι των γωνιών Α, Β καί Γ του τετράπλευρου ΑΒΓΔ, θά είναι 
μεσοκάθετοι των τμημάτων ΔΕ, ΕΖ, καί ΔΖ άντιστοίχως, λόγω των ισοσκε- 
λών τριγώνων, ήτοι μεσοκάθετοι τών πλευρών του τριγώνου ΔΕΖ. ’Άρα 
(§ 158) θά διέρχωνται διά του αύτοΰ σημείου Ο. Τότε, κατά τό προηγού- 

μενον θεώρημα, τό τετράπλευρου είναι 



Σχ. 215 Σχ. 216 

Η) ν Ας ύποθέσωμεν δτι είναι ΑΒ = ΑΔ (σχ. 216). Τότε έκ τής σχέ- 
σεως (3) έπεται βτι θά είναι καί ΓΔ = ΒΓ, συνεπώς τά τρίγωνα ΑΒΔ καί 

/V. 

ΓΒΔ είναι ισοσκελή. Αί διχοτόμοι τών γωνιών Α καί Γ, ώς μεσοκάθετοι του 
αύτοΰ εύθυγράμμου τμήματος ΒΔ, συμπίπτοϋν μέ τήν ΑΓ. 'Η διχοτόμος 

μιας τών δύο άλλων γωνιών του τετραπλεύρου, έστω τής Δ τέμνει την ΑΓ είς 

XV XV XV 

τό Ο καί οΰτω αί διχοτόμοι τών γωνιών Α, Δ καί Γ διέρχονται διά του αύτοΰ 
σημείου Ο. ’Άρα τό τετράπλευρου είναι περιγράψιμον (§ 215). 


ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

Α\ 

266. Κάθε παραλληλόγραμμον περιγεγραμμένον περί κύκλον είναι ρόμβος. 

267. Είς κάθε όρθογώνιον τρίγωνον τό άθροισμα τών δύο καθέτων πλευρών τον ίσοΰ- 
ται πρός τό άθροισμα τής ύποτεινούσης καί της διαμέτρου του έγγεγραμμένου κύκλου. 

268. Έάν £ν τραπέζιον ΑΒΓΔ μέ βάσεις τάς ΑΒ καί ΓΔ είναι πειγεγραμμένον περί 
κύκλον κέντρου Κ, δείξατε 8τι: α) τά σημεία έπαφής τών δύο βάσεων είναι άκρα της αύτής 

διαμέτρου καί β) ΒΚΓ — 11·. 

269. Έάν ισοσκελούς τραπεζίου ή διάμεσος ίσοΰται μέ μίαν τών μή παραλλήλων 
πλευρών του, δείξατε δτι τούτο είναι πειγράψιμον περί κύκλον. 

270. Έάν οί δύο κύκλοι οί έγγεγραμμένοι είς τά δύο τρίγωνα είς τά όποια τετράπλευ- 
ρον διαιρείται ύπό μιας διαγωνίου του έφάπτωνται μεταξύ των, δείξατε δτι τό τετράπλευρον 
είναι περιγράψιμον περί κύκλον. 
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ΠΑΡΕΓΓΕΓΡΑΜΜΕΝΑ ΕΙΣ ΚΥΚΛΟΝ ΠΟΛΥΓΩΝΑ 


217. * Ορισμός. "Εν πολύγωνον καλείται παρεγγεγραμμένον εις κύκλον 
τότε καί μόνον τότε, δταν αί προεκτάσεις των πλευρών του ή καί μερικαί των 
πλευρών του (πάντως βχι δλαι), έφάπτωνται ένός καί τού αύτοΰ κύκλου. 

Ό κύκλος καλείται παρεγγεγραμμένος εις τό πολύγωνον. Τό πολύγωνον 


δέν περιβάλλει τόν κύκλον, οΰτε περι- 
έχεται έντός αύτοΰ, δύναται δέ νά εί- 
ναι κυρτόν ή μή κυρτόν. Τό τετράπλευ- . 
ρον π.χ. ΑΒΓΔ (σχ. 217) είναι κυρτόν 
καί παρεγγεγραμμένον εις τόν κύκλον 
κέντρου Ο, ένώ τό ΑΕΓΖ είναι μή 
κυρτόν καί παρεγγεγραμμένον εις τόν 
αύτόν κύκλον. 'Ομοίως τά τρίωνα 
ΑΕΔ καί ΑΒΖ είναι παρεγγεγραμμέ- 
να εις τόν αύτόν κύκλον. 

"Εν τρίγωνον έχει πάντοτε τρεις 
όποιων τά κέντρα ορίζονται άπό τά τρία 
τών γωνιών του (§ 165 ). ’Από 
τά ίδια σημεία διέρχεται καί 
άνά μία τών εσωτερικών διχο- 
τόμων. Ό παρεγγεγραγμένος 
κύκλος κέντρου Κ Χ (σχ. 218) 
εύρισκόμενος εντός τής γω- 

/Ν \ 

νιας Α, καλείται παρεγγε- 

γραμμένος εις την γωνίαν Α ή 
είς τήν πλευράν α. * Ομοίως οι “ 

κύκλοι κέντρων Κ 2 καί Κ 3 
καλούνται παρεγγεγραμμένοι 

XV XV 

είς τάς γωνίας Β καί Γ ή είς 
τάς πλευράς β καί γ άντιστοί- 

χως· 



Σχ. 217 


παρ εγγεγραμμένους κύκλους, τών 
σημεία τών έξωτερικών διχοτόμων 



Τά κέντρα Κ 1? Κ 2 , Κ 3 

τών τριών παρεγγεγραμμένων Σχ. 218 

κύκλων καλούνται παράκεντρα (§ 165). 


218 . Θεώρημα . Είς τρίγωνον ΑΒΓ &ν είναι Δ, Ε καί Ζ τά σημεία έπαφής τοδ έγ- 
γεγραμμένου κύκλου μετά τών πλευρών α, β καί γ άντιστοίχως καί Η,Θ καί I τά σημεία 
έπαφής τοΟ είς τήν πλευράν α παρεγγεγραμμένου κύκλου μετά τής πλευράς α καί τών 
προεκτάσεων τών πλευρών β καί γ άντιστοίχως, τότε είναι : 

ί) ΑΕ = ΑΖ = τ — α ϋ) ΑΘ = ΑΙ — τ ϋί) ΕΘ = ΖΙ = α 
καί ίν) ΔΗ = | β — γ | δπου α + β + γ = 2τ. 

'Απόδειξις. Γνωρίζομεν δτι (σχ. 218): 
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(1 } . } ΑΕ = ΑΖ, ΒΔ = ΒΖ, ΓΔ = ΓΕ 

ώς έφαπτόμενα τμήματα άπδ σημεΐον πρός κύκλον (§ 201). Τότε θά είναι καί: 

ί) ΑΖ ΖΒ + ΒΔ + ΔΓ 4~ ΓΕ + ΕΑ — 2τ καί λόγω των σχέσεων (1) αΰτη 
γράφεται: 2 (ΑΖ + ΒΔ 4~ ΔΓ) = 2τ, ή ΑΖ .+ ΒΓ = τ, άρα ΑΖ — τ — ΒΓ ή 

ΑΕ = ΑΖ — τ — α 

Όμοίως εύρίσκομεν δτι είναι ΒΔ = ΒΖ — τ — β καί ΓΔ = ΓΕ = τ — γ. 
ϋ) ΑΒ 4* ΒΗ 4- ΓΗ + ΑΓ = 2τ καί έπειδή είναι ΒΗ == ΒΙ καί ΓΗ = ΓΘ, ή 
προηγουμένη σχέσις γράφεται: 

ΑΒ 4- ΒΙ 4- ΑΓ 4- ΓΘ — 2τ ή ΑΙ 4- ΑΘ = 2τ. 5 Αλλά είναι 
ΑΙ = ΑΘ. ’Άρα 2.ΑΙ = 2τ ή ΑΙ == τ ή 

ΑΘ = ΑΙ = τ. 

ϋϊ) ΖΙ — ΑΙ — ΑΖ = τ — (τ — α) — α. Όμοίως εύρίσκομεν δτι είναι ΕΘ = 
τ — (τ — α) = α. "Αρα: 

ΕΘ = ΖΙ = α 

ΐν) Έστω γ > β. Τότε θά είναι: 

ΔΗ = ΒΔ-ΒΗ = (τ — β)-ΒΙ= (τ — β) — (ΑΙ — ΑΒ) = (τ— β) - (τ-γ) = 

~ γ — β. Έάν ήτο γ < β όμοίως θά ύπελογίζετο δτι είναι ΔΗ = β - γ. 

. Γενικώς έχομεν ΔΗ = | β — γ |. 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ 


Β'. 

271. Αί κορυφαί Β καί Γ τριγώνου ΑΒΓ, τό £γκεντρον αύτοϋ καί τό παράκεντρου 
πού άντιστοιχεΐ εις τήν πλευράν α, είναι δμοκυκλικά σημεία. 

272. Έάν ό παρεγγεγραμμένος είς τήν πλευράν α κύκλος τριγώνου ΑΒΓ έφάπτεται 
της ΒΓ είς τό Δ καί των προεκτάσεων των ΑΒ καί ΑΓ είς τά Ε καί Ζ, νά ύπολογισθοΰν 
αί γωνίαι του τριγώνου ΔΕΖ, συναρτήσει των γωνιών του τριγώνου ΑΒΓ. 

273. Έάν έν κυρτόν τετράπλευρου είναι παρεγγεγραμμένον είς κύκλον, δείξατε δτι 
ή διαφορά δύο άπέναντι πλευρών του ίσοΰται πρός τήν διαφοράν των δύο άλλων άπέναντι 
πλευρών του. 

274. Έάν Ο καί Κ είναι τά κέντρα του έγγεγραμμένου κύκλου είς τρίγωνον ΑΒΓ καί 
τού παρεγγεγραμμένου είς τήν πλευράν α, δείξατε δτι ό περιγεγραμμένος κύκλος τοΰ τριγώ- 
νου διχοτομεί τό τμήμα ΟΚ. 

275. Ή διάκεντρος των παρεγγεγραμμένων κύκλων είς τάς πλευράς β καί γ τριγώνου 
ΑΒΓ σχηματίζει μέ τήν ΒΓ γωνίαν ΐσην πρός τήν ήμιδιαφοράν τών γωνιών Β καί Γ. 

276. Τριγώνου ΑΒΓ θεωροΰμεν τούς παρεγγεγραμμένους κύκλους εις τάς πλευράς 
β καί γ. Έάν ούτοι έφάπτωνται τών προεκτάσεων της ΒΓ είς τά Δ καί Ε, δείξατε δτι είναι 
ΔΕ = β 4~ γ. 


ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΕΠΑΝΑΛΗΨΕΩΣ 
Α'. 

277. Τρίγωνον ΑΒΓ είναι έγγεγραμμένον είς κύκλον. Φέρομεν τήν διάμετρον ΑΔ 
καί τό ύψος ΓΕ. Δείξατε δτι είναι ΒΔ // ΓΕ. 

278. Δείξατε δτι ή διχοτόμος γωνίας τριγώνου, διτοχοτομεΐ καί τήν γωνίαν τοΰ 
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ύψους καί της διαμέτρου του περιγεγραμμένου περί τό τρίγωνον κύκλου, πού άγονται άπό 
τήν αυτήν κορυφήν. 

279. Τρίγωνον ΑΒΓ είναι έγγεγραμμένον είς κύκλον κέντρου Ο. Φέρομεν τήν χορ- 
δήν ΓΔ κάθετον έπΐ τήν ΒΓ. "Αν Η είναι τό όρθόκεντρον του τριγώνου δείξατε δτι είναι 
ΑΗ = ΓΔ. 

280. Δίδεται Ισόπλευρον τρίγωνον ΑΒΓ έγγεγραμμένον είς κύκλον. Έάν Δ καί Ε 

είναι τά μέσα τών τόξων ΑΒ καί ΑΓ, δείξατε δτι ή χορδή ΔΕ τριχοτομείται άπό τάς πλευ- 
ράς ΑΒ καί ΑΓ. 

281. Ισοσκελές τρίγωνον ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ) είναι έγγεγραμμένον είς κύκλον. Έάν 

Μ είναι τυχόν σημεΐον τοΰ τόξου ΒΓ, δπου δέν εύρίσκέται τό Α, φέρομεν τήν ΑΜ καί έκ τοΰ 
Β φέρομεν ΒΕ ΑΜ, ή όποία προεκτεινομένη τέμνει τήν ΜΓ είς τό Δ. Έάν Ζ είναι τό 
μέσον της ΒΓ, δείξατε δτι είναι: 

α)ΜΒ = ΜΔ, β)ΕΖ// = _^_. 

282. Έστω τρίγωνον ΑΒΓ. Θεωροΰμεν κύκλον, δ όποιος διέρχεται διά της κορυφής 
Β καί τέμνει τάς πλευράς ΑΒ καί ΒΓ είς τά Δ καί Ε. "Ετερος κύκλος διέρχεται διά τών ση- 
μείων Γ καί Ε καί τέμνει τήν ΑΓ είς τό Ζ. Έάν Θ είναι τό δεύτερον σημεΐον τομής τών 
δύο κύκλων, δείξατε δτι τό τετράπλευρον ΑΔΘΖ είναι έγγράψιμόν. 

283. Τρίγωνον ΑΒΓ είναι έγγεγραμμένον είς κύκλον. Έκ του μέσου Μ τοΰ τόξου 
ΒΓ άγομεν χορδήν ΜΔ παράλληλον τής ΑΓ. Δείξατε δτι ΜΔ = ΑΒ. 

284. Έάν Δ, Ε, Ζ είναι τρία τυχόντα σημεία τών πλευρών ΒΓ, ΑΓ, ΑΒ άντιστοίχως 
τριγώνου ΑΒΓ, δείξατε δτι οί περιγεγραμμένοι κύκλοι περί τά τρίγωνα ΑΕΖ, ΒΔΖ καί 
ΓΔΕ διέρχονται διά τοΰ αύτοΰ σημείου. 

285. Είς κάθε κυρτόν τετράπλευρον, τά κέντρα τών τεσσάρων κύκλων, οί όποιοι 
έφάπτονται τών πλευρών του άνά τρεις, είναι όμοκυκλικά σημεία. 

286. Έστω κύκλος κέντρου Κ καί ΑΒ, ΓΔ δύο κάθετοι χορδαί. Δαίξατε δτι τό τε- 
τράπλευρον, τοΰ όποίου αί πλευραί είναι έφαπτόμεναι τοΰ κύκλου είς τά άκρα τών χορδών, 
είναι έγγράψιμόν είς κύκλον. 

287. Έάν ό έγγεγραμμένος· είς τρίγωνον ΑΒΓ κύκλος έφάπτεται τών πλευρών τοΰ 
τριγώνου είς τά Α', Β', Γ', νά ύπολογισθοΰν αί γωνίαι τοΰ τριγώνου Α'ΒΤ' συναρτήσει 

XV XV XV 

τών γωνιών Α, Β, Γ τοΰ τριγώνου ΑΒΓ. 


Β'. 

288. Είς τρίγωνον ΑΒΓ έάν Κ είναι τό κέντρον τοΰ έγγεγραμμένου κύκλου καί Δ 

τό σημεΐον είς τό όποιον ή διχοτόμος τής γωνίας Α τέμνει τόν περ ιγεγραμμένον κύκλον, 
δείξατε δτι είναι ΒΔ = ΔΚ. 

289. Έστω ΑΒΓΔ κυρτόν τραπέζιον έγγεγραμμένον είς κύκλον. Αί μή παράλλη- 
λοι πλευραί ΑΔ καί ΒΓ τέμνονται είς τό Ε, αί δέ έφαπτόμεναι είς τά Α καί Γ τέμνονται 

XV XV ^ 

είς τό Ζ. Δείξατε δτι: α) Ε = Ζ καί β) ή ΕΖ είναι παράλληλος πρός τάς βάσεις τοΰ τρα- 
πεζίου. 

290. Έάν αί διαγώνιοι έγγεγραμμένου είς κύκλον τετραπλεύρου τέμνωνται καθέτως, 
δείξατε δτι ή άπόστασις τοΰ κέντρου τοΰ κύκλου άπό μίαν πλευράν ίσοΰται πρός τό ήμισυ 
τής άπέναντι πλευράς τοΰ τετραπλεύρου. 

291. Έάν αί διαγώνιοι κυρτοΰ τετραπλεύρου τέμνωνται καθέτως, δείξατε δτι τά 
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ίχνη των καθέτων, πού άγονται άπό τό σημεΐον τομής των διαγώνιων έπΐ τάς πλευράς 
τοϋ τετράπλευρου, είναι όμοκυκλικά σημεία. 

292. Έσω τρίγωνον ΑΒΓ έγγεγραμμένον εις κύκλον. Έκ των Β καί Γ φέρομεν 
έφαπτομένας τοϋ κύκλου, αί όποϊαι τέμνονται είς τδ Δ. Έκ τοϋ Δ φέρομεν κάθετα τμήματα 
ΔΕ, ΔΖ, ΔΗ έπί τάς πλευράς τοϋ τριγώνου. Δείξατε δτι τδ ΔΕΖΗ είναι παραλληλόγραμμον. 

293. Δίδεται Ισόπλευρον τρίγωνον ΑΒΓ, ό περιγεγραμμένος κύκλος καί τυχόν 
σημείον Μ τοϋ έλάσσονος τόξου ΒΓ. Δείξατε δτι ΜΑ = ΜΒ ΜΓ. 

294. Έφ’ έκάστης πλευράς .ένδς έγγραψίμου τετραπλεύρου ώς χορδής, γράφομεν 
ένα κύκλον. Οί τέσσαρες ούτοι κύκλοι, τεμνόμενοι άνά δύο διαδοχικοί όρίζουν τέσσαρα ση- 
μεία, τα όποια δείξατε δτι είναι όμοκυκλικά. 

295. Είς τδ άκρον Α μιας διαμέτρου ΑΒ κύκλου φέρομεν έφαπτομένην, ή οποία τέ- 
μνεται άπό τήν προέκτασιν μιας χορδής ΒΓ είς τό Δ. Είς τήν πρέκτασιν τής ΑΓ (πρός τό 
μέρος τοϋ Α ή πρός τό μέρος τοϋ Γ) λαμβάνομεν τμήμα ΑΕ — ΑΔ καί άπό τό Ε φέρομεν 
παράλληλον τής ΑΒ, ή όποία τέμνει τήν ΒΓ είς τό Ζ. Δείξατε δτι είναι ΒΖ — ΒΑ. 

296. Δείξατε δτι αί διχοτόμοι των γωνιών πού σχηματίζουν αί άπέναντι πλευραί 
έγγεγραμμένου είς κύκλον τετραπλεύρου τέμνονται καθέτως, συναντούν δέ τάς πλευράς 
τού τετραπλεύρου είς σημεία, τά όποία είναι κορυφαί ρόμβου. 

297. Άπό έσωτερικδν σημεΐον Μ τριγώνου ΑΒΓ φέρομεν καθέτους ΜΗ, ΜΖ, ΜΘ 
επί τάς πλευράς τοϋ τριγώνου. *0 κύκλος πού όρίζεται άπό τά Η, Ζ, Θ τέμνει έκ δευτέρου 
τάς πλευράς του τριγώνου εις τά Ή', Ζ', Θ' άντιστοίχως. Έάν Μ' είναι τό συμμετρικόν 
τοϋ Μ ώς πρός τό κέντρον τοϋ κύκλου τούτου, δείξατε δτι αί ΜΉ', Μ'Ζ', Μ'Θ' είναι κάθε- 
τοι έπί τάς πλευράς τοϋ τριγώνου. 

298. Έφ’ έκάστης πλευράς τριγώνου ΑΒΓ καί έκτός αύτοΰ κατασκευάζομεν τά 
Ισόπλευρα τρίγωνα ΑΒΓ', ΒΓΑ', ΓΑΒ'. Δείξατε δτι τά τμήματα ΑΑ', ΒΒ', ΓΓ' είναι 
ίσα, καί δτι διέρχονται διά τοϋ αύτοΰ σημείου. 

299. Έστω τρίγωνον ΑΒΓ έγγεγραμμένον είς κύκλον. Δείξατε δτι τό άντιδιαμε- 
τρικόν τής κορφυής Α καί τό δρθόκεντρον τοϋ ΑΒΓ όρίζουν εύθεΐαν, ή όποία διέρχεται άπό 
τό μέσον τής πλευράς ΒΓ. 

300. Έάν Ο είναι τό κέντρον τοϋ περιγεγραμμένου κύκλου περί τρίγωνον ΑΒΓ, 
Η τό δρθόκεντρον καί Μ τό μέσον τής ΒΓ, δείξατε δτι ΑΗ — 2.0Μ. 

301. "Αν ή διαγώνιος ΑΓ έγγεγραμμένου είς κύκλον τετραπλεύρου ΑΒΓΔ είναι διά- 
μετρος καί φέρωμεν τάς ΑΕ _|_ ΒΔ καί ΓΖ ΒΔ, δείξατε δτι είναι ΒΕ = ΔΖ. 

302. Εύθεϊα τοϋ ΕαΙθΓ. Είς κάθε τρίγωνον, τό δρθόκεντρον Η, τό κέντρον βάρους 
Μ καί τό περίκεντρον Κ κεΐνται έπί τής αυτής ευθείας, είναι δέ ΗΜ — 2.ΜΚ. 

303. Κύκλος τοϋ ΕιλΙθγ (τών έννέα σημείων). Είς κάθε τρίγωνον, τά μέσα των πλευ- 
ρών, τά ίχνη των ύψών καί τά μέσα τών τμημάτων πού συνδέουν τδ δρθόκεντρον μέ έκάστην 
κορυφήν είναι δμόκυκλικά σημεία. 

304. Ή διάμετρος τοϋ κύκλου του ΕιιΙβΓ ΐσοϋται μέ τήν άκτίνα τοϋ περιγεγραμμέ- 
νου περί τό τρίγωνον κύκλου, τό δέ κέντρον τοϋ κύκλου τοϋ ΕυΙβΓ είναι τό μέσον τής εύ- 
θείας τοϋ ΕιιΙθγ. 

305. Δείξατε δτι αί άκτΐνες τοϋ είς τρίγωνον περιγεγραμμένου κύκλου πού άντιστοι- 
χοΰν είς τάς κορυφάς τοϋ τριγώνου, είναι κάθετοι έπί τάς πλευράς τοϋ όρθικοΰ τριγώνου. 

306. Ή εύθεία πού διέρχεται άπό τό μέσον Μ τής πλευράς ΒΓ τριγώνου ΑΒΓ καί 
άπό τό μέσον Ν τοϋ τμήματος ΑΗ, ένθα Η είναι τό δρθόκεντρον, είναι κάθετος έπί τήν 
εύθεΐαν πού διέρχεται άπό τούς πόδας τών ύψών τών άγομένων έκ τών κορυφών Β καί Γ. 

307. Έστω τρίγωνον ΑΒΓ καί ό περιγεγραμμένος κύκλος. Σχηματίζομεν: α) 
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τό όρθικόν τρίγωνον ΔΕΖ, β) τό τρίγωνον Α/Β'Γ' μέ κορυφάςτά συμμετρικά του όρθοκέν- 
τρου ώς πρός τάς πλευράς του ΑΒΓ καί γ) τό τρίγωνον ΘΙΛ μέ πλευράς τάς έφαπτομένας 
του περιγεγραμμένου περί τό τρίγωνον κύκλου εις τά Α, Β, Γ. Δείξατε δτι τά τρία ταΰτα 
τρίγωνα έχουν πλευράς παραλλήλους. 

308. Δείξατε δτι εις κάθε έγγράψιμον τετράπλευρου, αί εύθεΐαι πού άγονται άπό τό 
μέσον έκάστης πλευράς κάθετοι έπΐ τήν άπέναντι πλευράν, διέρχονται διά του αύτοϋ σημείου. 

309. Τό έγκεντρον καί τά τρία παράκεντρα παντός τριγώνου, άνά δύο όρίζουν ίζ 
εύθύγραμμα τμήματα. Δείξατε δτι τά μέσα των τμημάτων τούτων κεΐνται έπΐ του περι- 
γεγραμμένου περί.τό τρίγωνον κύκλου. 

310. ΕΙς κάθε τρίγωνον δείξατε δτι άληθεύει ή σχέσις: Β α + Ββ + Β γ — 4Κ + ρ 
ένθα Β α , Ββ, Β γ είναι αί άκτΐνες των παρεγγεγραμμένων κύκλων Β ή άκτίς του περιγε- 
γραμμένου καί ρ ή άκτίς του έγγεγραμμένου κύκλου. 

311. Δίδεται όρθογώνιον τρίγωνον ΑΒΓ (Α = 1*-). Δείξατε δτι είναι: 

α) Ββ + Β γ = 2Β κα.1 β) Β α = Ββ + Κ γ + Ρ· 

312. Εύθεϊα τοΟ δϊιηβοη. Τά ΐχνη των καθέτων, πού άγονται άπό τυχόν σημεΐον 
του περιγεγραμμένου είς τρίγωνον κύκλου έπΐ τάς πλευράς του, κεΐνται έπ’ εύθείας. 

313. Έστω τρίγωνον ΑΒΓ έγγεγραμμένον είς κύκλον. "Αν Μ είναι τυχόν σημεΐον 
του κύκλου, δείξατε δτι ή εύθεϊα του 8ΐπΐ80η, ή όποία άντιστοιχεΐ εις αύτό, διχοτομεί τό 
τμήμα ΜΗ, δπου Η τό όρθόκεντρον του ΑΒΓ. 

314. Δείξατε δτι τά συμμετρικά ένός σημείου Μ του περιγεγραμμένου κύκλου περί 
τρίγωνον ώς πρός τάς πλευράς του τριγώνου, κεΐνται έπ’ εύθείας διερχομένης άπό τό όρθό- 
κεντρον Η του τριγώνου καί παραλλήλου πρός τήν εύθεΐαν τοΰ 8ΐΐηδθη πού άντιστοιχεΐ 
είς τό Μ. 

315. ’Από σημεΐον Μ του περιγεγ ραμμένου περί τρίγωνον κύκλου, φέρομεν εύθείας 
ΐσον κεκλιμένας ώς πρός τάς τρεις πλευράς τοΰ τριγώνου. Δείξατε δτι τά τρία σημεία, κα- 
τά τά όποια αΰται τέμνουν άντιστοίχως τάς τρεις πλευράς, κεΐνται έπ’ εύθείας. 

316. Μέ διαμέτρους τάς χορδάς ΜΑ, ΜΒ, ΜΓ ένός κύκλου γράφομεν τρεις κύκλους, 
οί όποιοι άνά δύο τέμνονται έκ δευτέρου εις τά σημεία Δ, Ε, Ζ. Δείξατε δτι τά Δ, Ε, Ζ κεΐν- 
ται έπ’ εύθείας. 

317. Έστω ΑΒΓΔ τετράπλευρον έγγεγραμμένον εις κύκλον, τοΰ όποιου αί διαγώ- 
νιοι ΑΓ καί ΒΔ τέμνονται καθέτως εις τό Θ. Έκ του Θ φέρομεν καθέτους έπί τάς πλευράς 
του τετραπλεύρου ΑΒΓΔ, αί όποΐαι τάς τέμνουν εις τά σημεία Ε, Ζ, Η, I άντιστοίχως. 
Δείξατε δτι: 

α) Τό τετράπλευρον ΕΖΗ1 είναι έγγράψιμον, 

β) τό τετράπλευρον ΕΖΗΙ είναι περιγράψιμον, 

γ) ό κύκλος ό περιγεγραμμένος περί τό ΕΖΗΙ διέρχεται άπό τά μέσα των πλευρών 
τοΰ ΑΒΓΔ. 


ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΑΙ ΚΑΤΑΣΚΕΥΑΙ ΚΑΙ ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΟΙ ΤΟΠΟΙ 
Α' ΚΑΙ Β' ΒΙΒΛΙΟΥ 

219. Όρισμοί. Γεωμετρικόν πρόβλημα καλείται μία πρότασις, είς 
τήν όποιαν ζητείται νά κατασκευασθή §ν γεωμετρικόν σχήμα μέ προκαθωρι- 
σμένας ιδιότητας, έπί τη βάσει δεδομένων στοιχείων. 

Αύσις ή έπίλυσις τοΰ γεωμετρικού προβλήματος καλείται ό τρόπος (ή 
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διαδικασία), διά του όποιου επιτυγχάνεται ή κατασκευή του ζητουμένου σχή- 
ματος. 

Γεωμετρική λύσις ενός προβλήματος καλείται ή λύσις αύτοϋ, ή οποία 
επιτυγχάνεται διά μόνης τής χρήσεως των γεωμετρικών οργάνων, ήτοι του 
κανόνος καί του διαβήτου. 

Άπόδειξις του προβλήματος καλείται ή λογική σειρά σκέψεων, ή οποία 
βασιζομένη επί γνωστών γεωμετρικών προτάσεων, μάς πείθει ότι τό κατα- 
σκευασθέν σχήμα έχει τά προκαθωρισμένα (δεδομένα) στοιχεία. 

Διερεύνησις του προβλήματος καλείται ό έλεγχος τών συνθηκών, τάς 
οποίας πρέπει νά πληρούν τά δεδομένα μόνον στοιχεία του προβλήματος, ούτως 
ώστε τό πρόβλημα νά επιδέχεται λύσιν. 

Στοιχειώδη γεωμετρικά προβλήματα επιλυόμενα διά μόνης τής χρήσεως 
του κανόνος είναι τά άκόλουθα : 

ΐ) Νά άχθη εύθεΐα διερχομένη διά δύο δεδομένων σημείων. 

ϋ) Νά άχθη ήμιευθεΐα, τής οποίας δίδεται ή άρχή καί έν σημεΐον της. 

ίϋ) Νά άχθη εύθύγραμμον τμήμα μέ δεδομένα άκρα. 

Διά μόνης τής χρήσεως του διαβήτου δύναται νά έπιλυθή τό άκόλουθον 
πρόβλημα : 

Νά γραφή κύκλος μέ δεδομένον κέντρον καί δεδομένην άκτΐνα. 

Επίσης ό διαβήτης δύναται νά χρησιμοποιηθή καί ώς μεταφορεύς εύ- 
θυγράμμων τμημάτων (διαστημόμετρον ). 

Αί άνωτέρω στοιχειώδεις γεωμετρικαί κατασκευαί θά θεωρούνται οπωσ- 
δήποτε γνωσταί. Διά του συνδυασμού αύτών καί μόνον, θά επιτυγχάνω μεν τάς 
γεωμετρικάς λύσεις τών διαφόρων προβλημάτων. 

'Ωρισμένον γεωμετρικόν πρόβλημα καλείται έν πρόβλημα, τό όποιον 
επιδέχεται μίαν τουλάχιστον γεωμετρικήν λύσιν, ή έν πάση περιπτώσει, πεπε- 
ρασμένον πλήθος λύσεων. 

Αδύνατον, γεωμετρικόν πρόβλημα καλείται έν πρόβλημα, τό όποιον δέν 
έπιδέχεται γεωμετρικήν λύσιν. Αδύνατα π.χ. προβλήματα εΐναι τά άκόλουθα : 

ί) Νά τριχοτομηθή τυχοΰσα γωνία. 

ϋ) Νά κατασκευασθή τρίγωνον μέ πλευράς 2α, 3α, 6α. 

Αόριστον γεωμετρικόν πρόβλημα καλείται ένα πρόβλημα, τό όποιον 
επιδέχεται άπειρον πλήθος γεωμετρικών λύσεων. Αόριστον πρόβλημα είναι 
π.χ. τό πρόβλημα «νά κατασκευασθή εύθεΐα διερχομένη άπό έν δεδομένου 
σημεΐον)). 


ΣΤΟΙΧΕΙΩΔΗ ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΑ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ 

220. Πρόβλημα 1. Νά κατασκευασθή ή μεσοκάθετος δεδομένου εύθυ- 
γράμμου τμήματος ΑΒ. 

Κατασκευή. Άρκεΐ νά ευρωμεν δύο σημεία τής ζητουμένης μεσοκα- 
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Κατασκευή. Μέ κέντρον τό Α γράφομεν κύκλον μέ μόνην άπαίτησιν αύτός 
νά τέμνη είς δύο σημεία Β καί Γ τήν ευθείαν (δ) (τούτο πάντοτε είναι δυνα- 
τόν). ’Ήδη τό Α είναι σημεΐον τής μεσοκαθέτου τού τμήματος ΒΓ (σχ. 221 ). 
1 Αρκεί λοιπόν νά εύρεθή καί έν δεύτερον σημεΐον Δ αυτής (πρόβλημα 1). 'Η 
ΑΔ είναι ή ζητουμένη κάθετος επί τήν (δ). 

224. Πρόβλημα 5. Νά διχοτομηθή δοθεϊσα γωνία χΟγ. 

Κατασκευή. Έπί των πλευρών της Οχ καί Ογ λαμβάνομεν δύο ΐσα τμή- 
ματα ΟΑ — ΟΒ (σχ. 222). Τότε, τού ισοσκελούς τριγώνου ΟΑΒ, ή μεσο- 

κάθετος έπί τήν ΑΒ θά είναι καί διχοτόμος τής γωνίας του ΑΟΒ (§ 112). 
Τής μεσοκαθέτου μάλιστα αυτής γνωρίζομεν καί Ιν σημεΐον της, τό Ο. Άρκεΐ 
λοιπόν νά εύρεθή καί έν δεύτερον σημεΐον της Ζ (πρόβλημα 1). Ή ΑΖ είναι 
ή ζητουμένη διχοτόμος. 

Άπόδειξις. * Η ΟΖ είναι μεσοκάθετος τής βάσεως ΑΒ του ισοσκελούς 

τριγώνου ΟΑΒ, άρα καί διχοτόμος τής ΑΟΒ. 

Αιερεύνησις. Πάντοτε ύπάρχει μία λύσις. 

0 




225. Πρόβλημα 6. Νά διτοτομηθή δοθέν κυκλικόν τόξον ΑΒ. 
Κατασκευή. ’Αρκεΐ νά διχοτομηθή ή άντίστοιχος αύτού έπίκεντρος 

/Ν. 

γωνία ΑΟΒ. 'Η διχοτόμος θά τέμνη τό τόξον είς σημεΐον Μ, τό όποιον θά είναι 
τό μέσον του (σχ. 223). Τό πρόβλημα ανάγεται είς τό προηγούμενον. 

226. Πρόβλημα 7. Διά δοθέντος σημείου Α νά άχθή παράλληλος πρός 
δοθεΐσαν εύθεΐαν (δ). 

Κατασκευή. Έκ τού Α φέρομεν τυχούσαν εύθεΐαν, ή όποια τέμνει τήν 
(δ) είς τό Β καί επ’ αυτής λαμβάνομεν σημεΐον Γ, τοιούτον ώστε νά είναι 
ΒΓ = ΒΑ (σχ. 224). Έκ τού Γ φέρομεν άλλην εύθεΐαν, ή οποία τέμνει τήν 
(δ) είς τό Ε καί έπ’ αυτής λαμβάνομεν ΕΖ = ΕΓ. 'Η ΑΖ είναι ή ζητουμένη 
παράλληλος. 

Άπόδειξις. Κατ’ άρχάς αύτη διέρχεται διά τού Α.. Κατόπιν παρατη- 
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ραΰμεν ότι του τριγώνου ΓΑΖ τά σημεία Β καί Ε είναι τά μέσα των πλευρών 
του ΓΑ καί ΓΖ έκ κατασκευής. "Αρα θά είναι ΑΖ / /ΒΕ. 

Διερεύνησις. Πάντοτε υπάρχει μία λύσις, έφ 1 δσον τδ Α δέν άνήκει εις 
πήν (δ). 




Γ 


Σχ. 224 



227. Πρόβλημα 8. Νά διαιρεθή δοθέν εύθύγραμμον τμήμα ΑΒ είς 
ν Ισα τμήματα. 

Κατασκευή. ’Εκ τοϋ άκρου Α του τμήματος ΑΒ φέρομεν τυχουσαν 
ήμιευθειαν καί επ’ αυτής λαμβάνομεν σημεία Α 1? Α 2 ,...Α ν , ούτως ώστε νά 
είναι ΑΑ Χ — Α 1 Α 2 = .... — Αν-! Α ν (σχ. 225). Οΰτω τό τμήμα ΑΑ ν είναι 
διηρημένον είς ν ίσα τμήματα. Φέρομεν τήν εύθειαν ΒΑ ν (είς τδ σχήμα είναι 
ν — 4) καί έκ των διαιρετικών σημείων Α],Α2,Α 3 ..., φέρομεν παραλλήλους 
προς τήν ΒΑ ν . Αύται τέμνουν τδ δοθέν τμήμα είς τά Γ\, Γ 2 , άντιστοί- 

χως, τά οποία είναι τά ζητούμενα διαιρετικά σημεία. 

Άπόδειξις. Επειδή είναι ΑΑ 2 — Α 2 Α 2 = ... = Α ν _ 1 Α ν , έπεται δτι, 
(§ 157) θά είναι καί ΑΙ\ — Γ 1 Γ 2 = ... = Γ^Β. 

Διερεύνησις. Τδ πρόβλημα επιδέχεται πάντοτε μίαν λύσιν. 


228. Πρόβλημα 9. Νά κατασκευασθή γωνία ίση πρός δοθεϊσαν γωνίαν ω. 

Κατασκευή. Καθιστώμεν τήν δοθεϊσαν γωνίαν ω έπίκεντρον γράφοντες 
τόξον μέ τυχουσαν ακτίνα Κ, τδ όποιον τέμνει τάς πλευράς της είς τά σημεία 
Α 2 καί Β Χ (σχ. 226). Μέ κέντρον τήν άρχήν Ο τυχούσης ήμιευθείας Οχ καί μέ 
τήν ιδίαν ακτίνα Β, γράφομεν κύκλον, δ όποιος ορίζει έπί τής Οχ σημεϊον Α 2 . 
Έν συνεχεία, μέ κέντρον τδ σημεϊον Α 2 καί άκτϊνα ΐσην μέ τήν χορδήν Α 1 Β 1 ή 
οποία ορίζεται έπί τής δοθείσης γωνίας ω, γράφομεν κύκλον, ό όποιος τέμνει 


τδν (Ο, Β)είς δύο σημεία Β 2 καί Β 2 '. 'Η γωνία Β 2 ΟΑ 2 είναι ή ζητουμένη. 

Άπόδειξις. Τά τόξα Α 1 Β 1 καί Α 2 Β 2 είναι ίσα ώς τόξα ίσων κύκλων 
είς τά οποία αντιστοιχούν ϊσαι χορδαί Α 2 Β 2 καί Α 2 Β 2 έκ κατασκευής. Τότε αί 

γωνίαι ω καί Α 2 ΟΒ 2 είναι ϊσαι ώς έπίκεντροι γωνίαι ίσων κύκλων βαίνουσαι 
είς ίσα τόξα. 

/\ __ 
Διερεύνησις. *Η γωνία Α 2 ΟΒ' 2 δέν άποτελεϊ μίαν δευτέραν λύσιν τού 


προβλήματος, διότι είναι συμμετρική τής Α 2 ΟΒ 2 ώς πρδς τήν διάκεντρον ΟΑ 2 . 
10 
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229. Πρόβλημα 10. Δίδεται κύκλος (Ο, Β) και σημεΐον Μ αυτοΰ. 
Νά άχθή ευθεία έφαπτομένη τοΰ κύκλου είς τό σημεΐον Μ. 

Κατασκευή. Αρκεί νά φέρωμεν εύθεΐαν (ε) κάθετον επί τήν ακτίνα ΟΜ 
είς το σημεΐον Μ. Το πρόβλημα ανάγεται εις, τό πρόβλημα 3. 'Η άπόδειξις 
είναι προφανής. Λύσις υπάρχει πάντοτε μία (σχ. 227 ). 

230. Πρόβλημα 11. Δίδεται εύθεΐα (ε) και σημεΐον Α αυτής. Νά γραφή 
κύκλος δοθείσης άκτΐνος Κ έφαπτόμενος τής (ε) είς τό Α. 

Κατασκευή. Έκ τοΰ σημείου Α φέρομεν εύθεΐαν (δ) κάθετον επί την 
(ε) καί έπ’ αυτής λαμβάνομεν σημεΐον Ο τοιοΰτον, ώστε ΟΑ = Κ. 'Ο κύκλος 
με κέντρον Ο καί ακτίνα Η είναι 6 ζητούμενος. 

Άπόδειξις. Πράγματι είναι ό ζητούμενος διότι έχει άκτΐνα ΐσην προς 
την δοθεΐσαν Π, εφάπτεται δε καί τής εύθείας (ε) είς τό σημεΐον Α, διότι ή 
άκτίς του ΟΑ είναι κάθετος επί την (ε) (σχ. 228). 

Δίερεύνησις. Δυνάμεθα έπί τής (δ) νά λάβωμεν καί δεύτερον σημεΐον Ο' 
τοιοΰτον ώστε ΟΆ = Κ, δπου τό Α νά είναι μέσον τοΰ τμήματος ΟΟ'. 'Ο 
κύκλος (ΟΉ) πληροί καί αύτός τούς ορούς τοΰ προβλήματος, επομένως 
υπάρχουν πάντοτε δύο λύσεις. 

Παρατήρησις. Τό πρόβλημα χαρακτηρίζεται ώς πρόβλημα θέσεως και όχι ώς πρόβλημα 
μεγέθους. Διότι έπρεπε, γνωστός κύκλος άκτΐνος Κ, νά τοποθετηθη είς κατάλληλον θέσίν 
ώς πρός τήν εύθεΐαν (ε). Δι’ αύτό οί δύο κύκλοι κέντρων Ο καί Ο', θεωρούνται δύο λύσεις 
τοΰ προβλήματος, διότι, παρ’ ότι είναι ΐσοι, έν τούτοις διαφέρει ή τοποθέτησίς των ώς πρός 
τήν εύθεΐαν (ε ) . 

231. Πρόβλημα 12. Νά κατασκευασθή τόξον μέ δεδομένα άκρα Α, 
και Β, τό όποιον νά δέχεται δοθεΐσαν γωνίαν ω. 

Κατασκευή. Είς τό έν άκρον τοΰ τμήματος ΑΒ, έστω είς τό Β, κατασκευά- 
ζομεν ήμιευθεΐαν Βχ, ή όποια νά σχηματίζη μετά τοΰ ΑΒ γωνίαν ω. Είς τό 
σημεΐον Β φέρομεν κάθετον έπί τήν Βχ καί τήν μεσοκάθετον τοΰ τμήματος 
ΑΒ, αί όποΐαι τεμνόμεναι ορίζουν σημεΐον Ο. Μέ κέντρον τό Ο καί άκτΐνα τήν 

ΟΒ γράφομεν τόξον ΑΓΒ, τό όποιον νά μή περιέχεται εντός τής γωνίας ω. 
Τό τόξον τοΰτο μέ άκρα τά Α καί Β είναι τό ζητούμενον (σχ. 229). 


Ασκήσεις 
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Άπόδειξις. 'Η ήμιευθεία Βχ είναι εφαπτομένη του κύκλου (Ο, ΟΒ) ώς 
κάθετος εις τό άκρον της άκτΐνος ΟΒ αύτοϋ καί επομένως ή γωνία ω, ώς σχη- 
ματιζομένη υπό της χορδής ΑΒ καί της έφαπτομένης Βχ, είναι ίση με την 
έγγεγραμμένην εις τό τόξον γωνίαν (§ 205). 




Σχ. 228 Σχ. 229 


Διερεύνησις. *Η συμμετρία ώς πρός άξονα την ΑΒ μάς έξασφαλίζει καί 

έν άλλο τόξον ΑΒ ΐσον μέ τό πρώτον καί μέ τά αυτά άκρα, τοΰ οποίου τό κέν- 
τρον Ο' είναι συμμετρικόν τοΰ Ο ώς πρός την ΑΒ. Πάντοτε ύπάρχουν τά δύο 
ταΰτα τόξα έφ 5 βσον ή γωνία ω είναι κυρτή. 


ΑΣΚΗΣΕΙΣ 


Α'. 

318. Δίδεται εύθύγραμμον τμήμα ΑΒ καί εύθεϊα (ε). Νά εύρεθη έπί της (ε) σημεΐον 
Μ Ισαπέχον έκ των Α καί Β. 

319. Νά κατασκευασθη τετράγωνον, του οποίου δίδεται ή πλευρά α. 

320. Νά κατασκευασθη τετράγωνον, τοΰ όποιου δίδεται ή διαγώνιος δ. 

321 . Νά κατασκευασθη ισόπλευρον τρίγωνον, του όποίου δίδεται ή πλευρά λ. 

322. Δίδεται κύκλος μέ άγνωστον κέντρον κοίί ζητείται νά εύρεθη τό κέντρον του. 

323. Δίδεται τρίγωνον ΑΒΓ καί εύθεϊα (ε). Νά κατασκευασθη τό συμμετρικόν τοΰ 
ΑΒΓ ώς πρός άξονα συμμετρίας τήν ευθείαν (ε). 

224. Νά κατασκευασθη ό περιγεγραμμένος κύκλος ,δοθέντος τριγώνου ΑΒΓ. 

325. Νά κατασκευασθη ό έγγεγραμμένος κύκλος δοθέντος τριγώνου ΑΒΓ. 

326. Δίδεται εύθύγραμμον τμήμα ΒΓ καί εύθεϊα (ε). Νά εύρεθη έπί της (ε) σημεΐον 
Α, οΰτως ώστε τό τρίγωνον ΑΒΓ νά έχη έκ της κορυφής Α δεδομένον ύψος υ. 

/Ν 

327. Δίδεται γωνία χΟ)\ Νά εύρεθη έντός αύτης σημεΐον Σ, τό όποιον νά άπέχη 
άπό τάς πλευράς της γωνίας δεδομένην άπόστασιν α. 
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328. Δεδομένον εύθύγραμμον τμήμα ΑΒ νά διαιρεθη είς 5 ίσα τμήματα. 

329- Δίδεται γωνία χΟν. Έκ της κορυφής Ο νά άχθη ήμιευθεϊα Οζ, τοιαύτη ώστε 
ή Ον νά είναι διχοτόμος τής γωνίας χΟζ. 

330. Νά κατασκευασθή έφαπτομένη δοθέντος κύκλου (0, Β), παράλληλος πρός 
δοθεισαν ευθείαν (δ). 

331. Νά κατασκευασθή γωνία ΐ) 60°, ίί ) 30°, ΐίι ) 4Γ>°. 

332 . Νά κατασκευασθή τόξον μέ δεδομένα άκρα Λ καί Β, το όποιον νά δέχεται γω- 


ΑΓΤΛΑΙ ΚΑΤΑΣΚΕΥΑΙ ΤΡΙΓΩΝΩΝ 
232 . Πρόβλημα 13. Νά κατασκευασθή τρίγωνον ΑΒΓ, έκ των στοιχείων 

XV XV 

του α, Β = ω και Γ = φ (ήτοι έκ μιας πλευράς καί των προσκειμένων είς αό- 
τήν γωνιών). 

Κατασκευή. Έπί μιας εύθείας λαμβάνομεν τμήμα ΒΓ =α (σχ. 230). 
Μέ κορυφάς τά σημεία Β καί Γ καί μέ μίαν πλευράν τάς ήμιευθείας ΒΓ καί 
ΓΒ άντιστοίχως κατασκευάζομεν πρός τό αύτό μέρος τής ΒΓ γωνίας ισας μέ 
ω καί φ άντιστοίχως. Αί άλλαι πλευραί των γωνιών τούτων τέμνονται είς 
σημείον Α. Τότε τό τρίγωνον ΑΒΓ είναι τό ζητούμενον. 

Άπόδειξις. Τό τρίγωνον ΑΒΓ πράγματι είναι τό ζητούμενον διότι, έκ 
κατασκευής, έχει τά δοθέντα στοιχεία. 

Διερεύνησις. Πάντοτε υπάρχει μία μόνον λύσις, έφ* όσον είναι 
ω -Τ φ < 2*-. α 




Σχ. 230 


Σχ. 231 


233. Πρόβλημα 14. Νά κατασκευασθή τρίγωνον ΑΒΓ έκ τών στοι- 

XV 

χείων του α, β καί Γ = ω (ήτοι έκ δύο πλευρών καί τής περιεχομένης 
ύπ’ αύτών γωνίας). 

Κατασκευή. Μέ κορυφήν σημείον Γ κατασκευάζομεν γωνίαν ϊσην πρός 
την δοθεισαν ω καί επί των πλευρών της λαμβάνομεν τμήματα ΓΒ — α, ΓΑ — 
β καί φέρομεν την ΑΒ. Τό τρίγωνον ΑΒΓ είναι τό ζητούμενον (σχ. 231.·). 

Άπόδειξις. Τό τρίγωνον ΑΒΓ πράγματι είναι τό ζητούμενον, διότι, έκ 
κατασκευής έχει τά δοθέντα στοιχεία. 

Διερεύνησις. Πάντοτε υπάρχει μία μόνον λύσις, έφ’ όσον είναι ω <2·-. 
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234 . Πρόβλημα 15. Νά κατασκευασθή τρίγωνον ΑΒΓ έκ τών στοι- 
: χείων του α, β καί γ, (ήτοι έκ τών τριών πλευρών του). 

Κατασκευή. Έπι ευθείας τίνος λαμβάνομεν τμήμα ΒΓ — α (σχ. 232) 
καί γράφομεν τούς κύκλους (Β, γ) καί (Γ, β), οί όποιοι τέμνονται είς τό ση- 
μεΐον Α. Φέρομεν τάς ΑΒ καί ΑΓ. Τότε τό τρίγωνον ΑΒΓ είναι τό ζητού- 
μενον. 

Άπόδειξις. Τό τρίγωνον ΑΒΓ πράγματι είναι τό ζητούμενον, διότι έκ 
κατασκευής έχει τα δοθέντα στοιχεία. 

Διερεύνησις. Διά νά τέμνωνται οί δύο κύκλοι εις τό σημεΐον Α μή κεί- 
μενον επί τής διακέντρου ΒΓ, πρέπει καί άρκεΐ (§ 115) νά είναι | β — γ | < α < 
β 4- γ.'Η συνθήκη αύτή πάντοτε μάς εξασφαλίζει μίαν μόνον λύσιν. Διότι τό 
δεύτερον σημεΐον Α' τών κύκλων δέν δίδει δευτέραν λύσιν του προβλήματος, 
δεδομένου οτι τά τρίγωνα ΑΒΓ καί Α'ΒΓ είναι συμμετρικά ως πρός τήν ΒΓ 
καί άρα είναι ΐσα. 

235. Πρόβλημα . 16. Νά κατασκευασθή τρίγωνον, τοϋ όποιου δίδον- 
ται αί δύο πλευραί β καί γ και ή γωνία 

Β = ω, πού κείται όπέναντι τής μιδς έκ τών 
δοθεισών πλευρών, 
β 
Υ 


Β 


Σχ. 233 

Κατασκευή. Μέ κορυφήν τό Β κατασκευάζομεν γωνίαν χΒ^ = ω καί 
έπί τής μιας πλευράς Βχ λαμβάνομεν τμήμα ΒΑ — γ (σχ. 233). Μέ κέντρον 
τό Α καί ακτίνα β γράφομεν τόξον, τό όποιον τέμνει τήν Βγ εις τό σημεΐον Γ. 
Φέρομεν τήν ΑΓ καί τό κατασκευασθέν τρίγωνον ΑΒΓ είναι τό ζητούμενον. 

Άπόδειξις. Τό τρίγωνον ΑΒΓ είναι τό ζητούμενον, διότι έκ κατασκευής 
έχει τά δοθέντα στοιχεία. 

Διερεύνησις. Θεωροΰμεν τήν κάθετον ΑΔ έκ του Α έπί τήν Βγ· Τό τόξον 
(Α, β) διά νά τέμνη τήν Βγ, πρέπει καί άρκεΐ νά είναι β ^ ΑΔ. Διακρίνομεν 
τάς έξής περιπτώσεις : 

ί) Έάν είναι ω < I 1 · καί β = ΑΔ, τότε το τόξον (Α, β) εφάπτεται τής 
Βγ εις τό Δ καί τότε τό Γ ταυτίζεται μέ τό Δ. Υπάρχει λοιπόν μία λύσις, 
ήτοι τό όρθογούνιον τρίγωνον ΑΒΔ. 
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ϋ) Έάν είναι ω < I 1 - καί ΑΔ < β < γ (σχ. 233), τότε τό τόξον (Α, β) 
τέμνει την Βγ εις τά δύο σημεία Γ καί Γ' καί επομένως υπάρχουν δύο τρίγωνα 
διάφορα άλλήλων, τά ΑΒΓ καί ΑΒΓ 7 , τά όποια έχουν τά δοθέντα στοιχεία. 
’Άρα εχομεν δύο λύσεις. 

ΐϋ) Έάν είναι ω < I 1 · καί β = γτότε υπάρχει μία λύσις μόνον, τό τρί- 
γωνον ΑΒΓ, τό όποιον είναι ισοσκελές (ΑΒ = ΑΓ) (σχ. 234). 




ίν) Έάν είναι ω < I 1 - καί β > γ, τότε υπάρχει μία μόνον λύσις, ήτοιτό 
τρίγωνον ΑΒΓ (σχ. 235), διότι τό τρίγωνον ΑΒΓ 7 δέν Ιχει την δοθεΐσαν γω- 
νίαν ω, άλλά την παραπληρωματικήν της. 

ν ) Έάν είναι ω ^ I 1 - καί β > γ, τότε υπάρ- 
χει μία λύσις, τό τρίγωνον ΑΒΓ (σχ. 236), διότι 
τό ΑΒΓ 7 δέν Ιχει την δοθεΐσαν γωνίαν ω. Έάν 
είναι β < γ, τότε δέν υπάρχει λύσις. 

Παρατήρησις. Έκ της προηγουμένης κατασκευής 
έπεται δτι έάν δύο τρίγωνα έχουν δύο πλευράς ϊσας 
καί μίαν γωνίαν ίσην, ή όποία δέν περιέχεται μεταξύ Σχ. 236 

των ίσων πλευρών, τά τρίγωνα δέν είναι βέβαιον δτι 

είναι ΐσα. Διότι, ώς προκύπτει έκ της περιπτώσεως ϋ της διερευνήσεως, υπάρχουν δύο 
τρίγωνα άνισα μέ τά αύτά στοιχεία. Έάν δμως έπί πλέον έχομεν καί τήν πληροφορίαν 
δτι ή πλευρά ή κειμένη άπέναντι της δοθείσης γωνίας είναι μεγαλυτέρα της άλλης δοθεί- 
σης πλευράς (περίπτωσις ϊν καί ν), αίρεται ή άβεβαιότης καί τά τρίγωνα είναι ίσα. Διότι 
ένα μόνον τρίγωνον ύπάρχει μέ τά στοιχεία αύτά. 

Συμπληρωματικώς έπομένως δυνάμεθα νά δώσω μεν καί §ν άκόμη κριτήριον ίσότητος 
δύο τριγώνων, τό έξης: 

Δύο τρίγωνα ΑΒΓ καί Α'ΒΤ' είναι ίσα έάν έχουν ΑΓ — ΑΤ' — β, ΑΒ = Α'Β' = γ, 

/V /Ν 

Β = Β' — ω καί έπί πλέον ισχύει β γ. 



ΚΑΤΑΣΚΕΥΑΙ ΟΡΘΟΓΩΝΙΩΝ ΤΡΙΓΩΝΩΝ 
236 . Πρόβλημα 17 . Νά κατασκευασθή όρθογώνιον τρίγωνον ΑΒΓ 

/\ 

(Α = I 1 -) έκ τών στοιχείων του β καί γ. 

Τό πρόβλημα ανάγεται εις τό πρόβλημα 14 § 233 καί ή λύσις του θεωρεί- 
ται γνωστή. 


Κατασκευα'ι όρθογωνίων τριγώνων 
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237 . Πρόβλημα 18. Νά κατασκευασθή όρθογώνιον τρίγωνον ΑΒΓ 
(Α = I 1 -) έκ τών στοιχείων του α και β. 

Κατασκευή. Έπί της πλευράς Α γ ορθής γωνίας χΑυ λαμβάνομεν τμή- 
μα ΑΓ = β (σχ. 237). Μέ κέντρον τό Γ καί άκτΐνα α γράφομεν τόξον, το 
όποιον τέμνει τήν Αχ εις σημεΐον Β. Τό τρίγωνον ΑΒΓ είναι τό ζητούμενον. 
Άπόδειξις. Πράγματι τοϋτο έχει τα δοθέντα στοιχεία. 

Αιερεύνησις. "Υπάρχει πάντοτε μία λύσις έφ’ όσον είναι α > β. 


238 . Πρό βλήμα 19 . Νά κατασκευασθή όρθογώνιον τρίγωνον ΑΒΓ 

(Α = 1Λ) έκ τών στοιχείων του β και Γ = ω. 

Τό πρόβλημα άνάγεται εις τό πρόβλημα 13 § 232 καί ή λύσις του θεωρεί- 
ται γνωστή. 

Παρατήρησις. Εις τό προηγούμενον πρόβλημα άνάγεται καί ή κατα- 

XV XV 

σκευή όρθογωνίου τριγώνου ΑΒΓ (Α= I 1 -) έκ των στοιχείων του β καί Β = φ. 

XV 

Διότι τότε είναι γνωστή καί ή γωνία Γ = I 1 - — φ. 

239 . Πρόβλημα 20 . Νά κατασκευασθή όρθογώνιον τρίγωνον ΑΒΓ 

XV XV 

(Α = I 1 ·) έκ τών στοιχείων του α και Β = ω. 

Κατασκευή. Έπί ευθείας τίνος λαμβάνομεν τμήμα ΒΓ = α καί εις τό 


α 

β 



Σχ. 237 



Σχ. 238 


άκρον Β κατασκευάζομεν γωνίαν ω μέ μίαν πλευράν τήν ΒΓ (σχ. 238). Έκ 
του Γ φέρομεν κάθετον έπί τήν άλλην πλευράν τής γωνίας, τήν οποίαν τέμνει 
είς τό σημεΐον Α. Τό τρίγωνον ΑΒΓ είναι τό ζητούμενον. 

“Απόδειξις. Πράγματι τούτο έχει τά δοθέντα στοιχεία. 

Αιερεύνησις. Πάντοτε υπάρχει μία λύσις, έφ’ όσον είναι ω < I 1 . 


ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

Α\ 

333. Νά κατασκευασθη τρίγωνον ΑΒΓ έκ τών στοιχείων του: 
ί) ΒΓ = α, Β = 30°, Γ = 45° 
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η) ΒΓ - α, Β — 60°, Ι' = ω (διερεύνησις). 

334. Νά κατασκευασθη τρίγωνον ΑΒΓ έκ τών στοιχείων του: 

ί) ΑΒ — λ, ΒΓ = 2λ, Β =-· 75° 

ίί) ΑΒ , ΒΓ — ■ , Β - '+5°, όπου λ είναι δεδομένον τμήμα. 

335. Δεδομένων τών τμημάτων λ καί μ νά κατασκευασθη τρίγωνον ΑΒΓ έκ τών 
στοιχείων του: 

■ ■ 5λ α 3λ 

β - 2λ, γ — — 

ϋ) α — 3λ, β 4Χ, γ ~ μ (διερεύνησις). 

336. Δεδομένων τών τμημάτων λ καί μ νά κατασκευασθη ορθογώνιον τρίγωνον 
ΑΒΓ {Α --- 1*-) έκ τών στοιχείων : 

ί) 9 3λ, γ - .™ 

3 

ίΐ } α - 2λ, β - 3μ. 
ϋΐ) β - 4λ. *Γ 15°. 

ΐν) α 2λ, Β — 75° 

240. *Η Αναλυτική μέθοδος Κάθε γεωμετρική κατασκευή θά θεωρή- 
ται δυνατή έφ’ δσον αΰτη ανάγεται είς τάς έκτεθείσας προηγουμένως στοι- 
χειώδεις γεωμετρικάς κατασκευάς. Πολλάς φοράς όμως συμβαίνει νά είναι 
δύσκολον νά άνακαλύψωμεν τήν άκολουθίαν τών στοιχειωδών γεωμετρικών 
κατασκευών, διά τών οποίων θά φθάσωμεν άπδ τά δεδομένα στοιχεία εις τδ 
ζητούμενον σχήμα. Διά τούτο θεωροΰμεν ότι τδ πρόβλημα επιδέχεται τουλά- 
χιστον μίαν λύσιν καί κατασκευάζομεν Ιν σχήμα, τδ όποιον ύποθέτομεν 6τι 
πληροί τά δεδομένα. Έν συνεχείφ προσπαθοΰμεν νά συνδέσωμεν τά βασικά 
στοιχεία του σχήματος μέ τά δεδομένα είς ήμάς στοιχεία, βάσει τών γνωστών 
θεωρημάτων. Ή εργασία αυτή είναι συνήθως (όχι πάντοτε) εύκολωτέρα καί 
καλείται άνάλυσις. Ό αντίστροφος δρόμος της, ό όποιος καλείται σύνθεσις, 
είναι αυτός πού θά μάς όδηγήση άπδ τά δεδομένα στοιχεία είς τδ ζητούμενον 
σχήμα. 

Διά είναι δυνατόν όμως νά συμβή αυτό, θά πρέπει αί συνθήκαι, αί όποΐαι 
μάς οδηγούν άπδ τδ ζητούμενον σχήμα είς τά δεδομένα στοιχεία τού προβλή- 
ματος, νά είναι άντιστρεπταί, ήτοι νά είναι άναγκαίαι καί ίκαναί συνθήκαι. 
Έάν τούτο διαπιστούται έκάστοτε κατά τήν άνάλυσιν, τότε ή άπόδειξις θά ήτο 
λογικώς περιττή. Επειδή όμως, συνήθως δέν είναι εόκολον νά έλέγχωμεν. 
έάν αί συνθήκαι, αί όποίαι οδηγούν άπδ τδ ζητούμενον σχήμα εις τά δεδομένα 
στοιχεία είναι ίκαναί. διά τούτο έργαζόμεθα είς τήν άνάλυσιν μόνον με άναγ- 
καίας συνθήκας καί έν συνεχεία, μετά τήν σύνθεσιν, είναι απαραίτητος ή άπο- 
δειξις. 

Έκ τών άνωτέρω επεται ότι ή άνάλυσις είναι ή μέθοδος τής άναζητήσεως 


Ή αναλυτική μέθοδος 




ς 


.. ο.ί 


του τρόπου έπιλύσεως του προβλήματος, εφαρμόζεται δέ έπιτυχώς, όχι μόνον 
είς τάς γεωμετρικάς κατασκευάς, άλλα καί εις τάς αποδείξεις Θεωρημάτίνν 
τής γεωμετρίας, γενικούτερον δέ καί εις άλλους κλάδους των μαθηματικών. 

'Η άξια τής άναλυτικής μεθόδου, ώς μεθόδου άναζητήσεως, θά φανή 
μέ τά έπόμενα παραδείγματα. 


241. Παράδειγμα Ιον. Νά κατασκευασθή τρίγωνον έκ των στοιχείων 
του α, μ α υ α . 

Άνάλυσις. Έστω ΑΒΓ τό ζητούμενου τρίγωνον, ΒΓ ή δοθεϊσα πλευρά 
(βάσις), ΑΜ ή δοθεϊσα διάμεσος καί ΑΔ τό δοθέν ύψος (σχ. 239). Τό ορθο- 
γώνιον τρίγωνον ΑΔΜ δύναταί έξ άρχής νά κατασκευασθή, διότι είναι γνωστή 
ή υποτείνουσα ΑΜ καί ή μία κάθετος πλευρά του ΑΔ. Ούτως έντοπίζεται ή 
κορυφή Α του ζητουμένου τριγώνου. Αί κορυφαί Β καί Γ θά άναζητηθοΰν έπί 
τής ευθείας ΜΔ εκατέρωθεν τού Μ εις άπόστασιν α /2. 


Σύνθεσις - Κατασκευή. Κατασκευάζομεν τό ορθογώνιον τρίγωνον ΑΔΜ 
μέ ΑΜ = μ α καί ΑΔ = υ α καί έκατέρωθεν του Μ έπί τής ευθείας ΜΔ λαμ- 

βάνομεν τμήματα ΜΒ = ΜΓ = — . Τό τρίγωνον ΑΒ Γ είναι τό ζητούμενου. 

2 

Άπόδειξίς. Είναι προφανές δτι τούτο έχει τά δεδομένα στοιχεία, ήτοι 

Οί Οί 

πλευράν ΒΓ = ΒΜ + ΜΓ — — -} — — - = α, διάμεσον ΑΜ = μ α καί ύψος 

2 2 

ΑΔ — υ Χ . 

Διερεύνησις. 'Ίπάρχει πάντοτε μία λύσις, έφ’ δσον είναι υ α ^ μ α . Εις τήν 
περίπτωσιν πού είναι υ α — μ», τό τρίγωνον είναι ισοσκελές μέ ΑΒ = ΑΓ. 


242. Παράδειγμα 2ον. Νά κατασκευασθή τρίγωνον έκ τών στοιχείων 


του α, μ γ . Α 



Σχ. 239 


Α 



Σχ. 240 


Άνάλυσις. ’Έστω ΑΒΓ τό ζητούμενου τρίγωνον, ΒΓ — α ή δοθεϊσα 
πλευρά, ΒΕ — μ^ καί ΓΖ = μγ αί δύο διάμεσοι αύτού καί Σ τό σημεϊον το- 
μής αύτών (σχ. 240). Εις τό τρίγωνον ΣΒΓ είναι γνωστά τά στοιχεία ΒΓ = 

α, ΣΒ = — ΒΕ= ~ μ β καί ΣΓ = — ΓΖ = μ Υ . Τότε αύτό δύναται 
3 3 * 3 3 Υ 

νά κατασκευασθή, έφ’ δσον γνωρίζομεν τάς τρεις πλευράς του. 









154 Παραδείγματα 

Σύνθεσις - Κατασκευή. Κατασκευάζομεν τό τρίγωνον ΣΒΓ μέ πλευράς 

2 2 

ΒΓ — α, ΣΒ = — μ β , ΣΓ = — μγ. Προεκτείνομεν τήν ΣΒ άπό τό άκρον Σ 
3 3 


καί εις τήν προέκτασίν της λαμβάνομεν τμήμα ΣΕ 


ΣΒ 


γ μρ. Φέρομεν 


τήν ΓΕ καί επ’ αυτής λαμβάνομεν τμήμα ΕΑ — ΕΓ. Τό τρίγωνον ΑΒΓ είναι 
τό ζητούμενον. 

Άπόδειξις. Τούτο έχει ΒΓ = α. 'Η ΒΕ έχει μήκος ΒΕ — ΒΣ + 

2 1 

ΣΕ = — μ β -) μ β = μ β καί είναι έκ κατασκευής διάμεσος, διότι έλήφθη 

3 3 

ΕΑ — ΕΓ. 'Η εύθεΐα ΣΓ τέμνει τήν ΑΒ εις τδ Ζ. Τό σημεΐον Σ τής διαμέσου 

2 

ΒΕ, πού απέχει άπό τήν κορυφήν Β άπόστασιν ΐσην πρός τα — τής ΒΕ, είναι 

3 

κέντρον βάρους του τριγώνου (§ 162). Συνεπώς είναι σημεΐον καί τής έκ του Γ 

2 

διαμέσου. ’Άρα ή ΓΖ είναι διάμεσος, επί πλέον δέ είναι ΓΣ = - — μγ άρα ΓΖ = 

3 

μγ, διότι τό Σ είναι τό κέντρον βάρους του τριγώνου. 

Διερεύνησις. Διά να ύπάρχη μία λύσις πρέπει καί άρκεΐ νά ύπάρχη τό 
τρίγωνον ΣΒΓ. 'Η συνθήκη πού εξασφαλίζει τήν ύπαρξιν του ΣΒΓ είναι 

(§ 115 ). 

2 2 


3 


μ» 


μγ 


2 2 

< α < — μ β Η — μγ 


μβ — μγ! < γ α < μβ 4- μγ 


243. Παράδειγμα 3ον. Νά κατασκευασθίΐ τρίγωνον ΑΒΓ έκ τών 

XV XV 

στοιχείων του : Β = ω, Γ — φ και τού άθροίσματος α 4- γ = λ τών δύο 
πλευρών του. 

Άνάλυσις. ’Έστω ΑΒΓ τό 
ζητούμενον τρίγωνον (σχ. 241). 

Προεκτείνομεν τήν πλευράν ΓΒ 
πρός τό μέρος του Β καί επί τής 
προεκτάσεως λαμβάνομεν τμήμα 
ΒΔ — ΒΑ = γ => ΓΔ = α + 
γ = λ. Τό τρίγωνον ΑΒΔ είναι 
έκ κατασκευής ισοσκελές => 



( 1 ) 


ΒΔΑ — ΒΑΔ 


Σχ. 241 


'Η γωνία Β — ω του τριγώνου ΑΒΓ, ώς έξωτερικη τού ισοσκελούς τρι- 

χν χν 

γώνου ΑΒΔ, εΐναι ω = ΒΔΑ + ΒΑΔ. 'Η τελευταία, λόγω τής σχέσεως (1) 


Παραδείγματα 
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γράφεται ω 


ω 


2 ■ ΒΔΑ => ΒΔΑ = — . ’Άρα το τρίγωνον ΑΓΔ δύναται έξ 

2 


άρχής νά κατασκευασθή έκ των στοιχείων του ΓΔ = λ, Γ = φ καί Δ = 


ω 


Σύνθεσις - Κατασκευή. Κατασκευάζομεν τό τρίγωνον ΑΓΔ (§ 232) μέ 
τά προαναφερθέντα στοιχεία καί ή λύσις του προβλήματος πλέον έξαρτάται 
άπό τον εντοπισμόν της άγνώστου κορυφής Β. Επειδή τό τρίγωνον ΑΒΔ πρέ- 
πει νά είναι ίσχοσκελές, ή κορυφή Β πρέπει νά εύρίσκεται καί επί τής μεσοκα- 
θέτου του τμήματος ΑΔ. Φέρομεν επομένως κάί τήν μεσοκάθετον του τμήματος 
ΑΔ, ή οποία τέμνει τήν ΓΔ εις τό σημεΐον Β. Τό τρίγωνον ΑΒΓ είναι τό ζη- 
τούμενον. 

Άπόδειξις. Τό τρίγωνον ΑΒΓ έχει τήν γωνίαν Γ = φ έκ κατασκευής. 
'Η μεσοκάθετος τής ΑΔ μάς εξασφαλίζει ΑΒ = ΒΔ => α 4~Υ =ΒΓ + 

ΑΒ = ΒΓ + ΒΔ = ΓΔ =λ (έκ κατασκευής είναι ΓΔ =λ). ’Άρα είναι 

α γ =λ. Έπί πλέον είναι ΑΒΓ = ΒΔΑ } ΒΑΔ — — — | — ω =ί>- 

1 2 2 

Β = ω. Άρα τό τρίγωνον ΑΒΓ είναι τό ζητούμενον, ως έχον τά δεδομένα 
στοιχεία. 

Διερεύνησις. Τό πρόβλημα έχει μίαν λύσιν μέ τόν γνωστόν περιορισμόν 

διά τά τρίγωνα Β + Γ < 2*- ή ω + φ < 2 1 -., 

Πράγματι, παρακολουθοΰντες εξ άρχής τήν κατασκευήν ή ΰπαρξις του 

ο) 

- τριγώνου ΑΓΔ έκ των στοιχείων του ΓΔ = λ, Γ = φ καί Δ = — έξασφαλί- 

2 

ζεται άπό τήν γνωστήν συνθήκην φ + — < 2 1 - (1 ).* Η μεσοκάθετος τής 

2 

ΑΔ δίδει τό σημεΐον Β έπί του τμήματος ΓΔ, μόνον όταν ΓΔ > ΓΑ (§75). 
'Η άνισότης αυτή μεταφέρεται είς ανισότητα γωνιών του τριγώνου ΑΓΔ : 

ΓΑΔ > Δ 


ΓΑΒ + ΒΑΔ>'Δ => Α+ — > — => Α>0 ή 0 < α" (2). 

2 2 


Επειδή είς τό τρίγωνον ΑΒΓ πρέπει νά είναι Α Β -}— Γ — 2 1 - => Α + ω+φ 
=2 ι - (3). Προσθέτομεν κατά μέλη τάς σχέσεις (2) καί (3 ) καί λαμβάνομεν 

/V /\ /Ν. 

Α -}~ ο φ < 2 1 - Α ω < 2 1 - 


Παρατηρήσεις 

ΐ) Είς κατασκευάς δπου είς τά δεδομένα στοιχεία δίδεται τό άθροισμα εύθυγρώμμων 
τμημάτων (ή ή διαφορά αυτών), φροντίζομεν κατά κανόνα είς τήν άνάλυσιν νά τό έμφανίσω- 
μεν έπί εύθείας τινός, ώστε νά δύνται τούτο νά χρησιμοποιηθή είς τήν σύνθεσιν. Είς τό προη- 
γούμενον παράδειγμα, τό άθροισμα α γ = λ τό ένεφανίσαμεν είς τό τμήμα ΓΔ. 

ϋ) Έάν είς τά δεδομένα στοιχεία ένός προβλήματος ύπάρχη έν μόνον μήκος, όπως 
είς τό προηγούμενον παράδειγμα, κατά τήν διερεύνησιν, είς ούδένα περιορισμόν μεγέθους 
θά ύπόκειται τούτο. 
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244. Παράδειγμα 4ον. Άπό δοθέν σημεΐον νά άχθη έφαπτομένη 
προς δοθέντα κύκλον. 

Άνάλυσις. "Εστω Α τό δοθέν σημεΐον καί (Ο,Κ) ό δοθείς κύκλος 
(σχ. 242). Τό πρόβλημα άνάγεται εις τον προσδιορισμόν του σημείου επαφής 
Β. Μία συνθήκη, την όποιαν πρέπει νά πληροί τό σημεΐον τούτο είναι νά άνήκη 
εις τόν κύκλον (Ο,Κ). Μία δευτέρα συνθήκη, την όποιαν πρέπει νά πληροί 

τό σημεΐον Β, είναι ή γωνία ΑΒΟ νά είναι ορθή. 

Άρα τό άγνωστόν σημεΐον Β, πρέπει νά εύρίσκεται καί επί κύκλου δια- 
μέτρου ΑΟ. 

Σύνθεσις - Κατασκευή. Μέ διάμετρον την ΑΟ γράφομεν κύκλον, ό όποιος 
τέμνει τόν (Ο,Κ) εις τό σημεΐον Β. *Η εύθεΐα ΑΒ είναι ή ζητουμένη έφαπτο- 
μένη. 

Άπόδειξις. Ή ΑΒ είναι πράγματι έφαπτομένη του κύκλου (Ο,Κ) διότι 
είναι κάθετος έπί τήν άκτΐνα ΟΒ εις τό άκρον Β αυτής καί επί πλέον διέρχεται 
διά του Α. ’Άρα είναι ή ζητουμένη. 

Διερεύνησις. Έφ’ όσον τό Α εύρίσκεται εκτός τού κύκλου (Ο,Κ), οί 
δύο κύκλοι έχουν δύο κοινά σημεία τά Β καί Β'. "Αρα υπάρχουν δύο λύσεις, 
ήτοι αί έφαπτόμεναι ΑΒ καί ΑΒ'. Έάν τό Α είναι σημεΐον τού κύκλου (Ο,Κ) 
(σχ. 243 ) οί δύο κύκλοι έφάπτονται εις τό Α καί υπάρχει μία μόνον λύσις, ή 





Σχ. 242 


Σχ. 243 


Σχ. 244 


κάθετος έπί την ΟΑ εις τό Α. Έάν τό Α είναι εσωτερικόν τού κύκλου (Ο,Κ) 
δεν υπάρχει λύσις, διότι οί δύο κύκλοι δεν έχουν κοινόν σημεΐον (σχ. 244). 

245 . Παράδειγμα δον . Νά άχθή κοινή έξωτερική έφαπτομένη δύο 
δοθέντων κύκλων (Κ,Κ) και (Λ,ρ). 

Άνάλυσις. Θεωροΰντες τό πρόβλημα λυμένον ύποθέτομεν ότι έχει άχθή 
ή κοινή έξωτερική έφαπτομένη ΜΝ των δύο δοθέντων κύκλων (σχ. 245). 
"Εστω ότι είναι Κ > ρ. Φέρομεν τάς ΚΜ καί ΑΝ, αί όποΐαι προφανώς είναι 
κάθετοι έπί τήν ΜΝ καί έκ τού Λ φέρομεν τήν ΛΑ / /ΜΝ. Τότε θά είναι 
ΛΑ_ί_ΚΜ ενώ έκ τού σχηματιζομένου ορθογωνίου ΑΜΝΛ εχομενΑΜ = 
ΑΝ — ρ. Τού δρθογωνίου τριγώνου ΑΚΛ γνωρίζομεν τήν υποτείνουσαν ΚΛ= δ, 
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όπου δ ή διάκεντρος των δύο κύκλων, καί τήν μίαν κάθετον, πλευράν του ΚΛ 
— ΚΜ — ; ΑΜ — Β — ρ. ’Άρα τούτο δύναται έξ άρχής νά κατασκευασθή. 

Σύνθεσις - Κατασκευή. Κατασκευάζομεν τό ορθογώνιον τρίγωνον ΚΑΛ 
μέ ΚΛ = δ καί ΚΑ — Β — ρ. Προεκτείνομεν τήν ΚΑ, ή οποία τέμνει τον 
κύκλον (Κ,Β) εις τό Μ. Επομένως τό Α κεΐται μεταξύ των Κ καί Μ, άφού 
είναι ΚΑ = Β — ρ καί ΚΜ — Κ. 5 Εκ τού Μ φέρομεν εύθεΐαν (ε) κάθετον 
επί τήν ΚΑΜ, ή οποία είναι ή ζητουμένη κοινή έξωτερική έφαπτομένη. 

Άπόδειξις. Ή (ε) είναι προφανώς έφαπτομένη τού κύκλου (Κ,Β) ως 
κάθετος επί τήν άκτΐνα ΚΜ εις τό άκρον Μ αύτής. Έκ τού Λ φέρομεν τήν 
ΑΝ _1_ (ε) καί τότε τό τετράπλευρον ΑΜΝΛ είναι ορθογώνιον, διότι έχει 
τρεις όρθάς γωνίας εις τάς κορυφάς του Α, Μ καί Ν. ’Άρα 
(1) ΑΜ - ΑΝ 

Άλλα ΑΜ — ΚΜ — ΚΑ - Κ — (Κ — ρ) -■ ρ. Επομένως έκ τής (1 ), 
Ιπεται ότι ΑΝ -= ρ, ήτοι τό σημεΐον Ν άνήκει εις τόν κύκλον (Λ,ρ). Τότε ή (ε) 
είναι εφαπτομένη καί τού κύκλου (Λ,ρ) ώς κάθετος έπί τής άκτΐνα ΑΝ είς 
τό άκρον Ν αύτής. 

Διερεύνησις. 'Η λύσις έξησφαλίσθη άπό τήν ύπαρξιν τού ορθογωνίου 
τριγώνου ΚΑΛ, τό όποιον υπάρχει πάντοτε, έφ’ όσον είναι 

ΚΛ > ΚΑ ή δ > Κ — ρ 

Τότε μάλιστα υπάρχει καί δευτέρα λύσις Μ'Ν' συμμετρική τής πρώτης ιός 
πρός τήν διάκεντρον ΚΑ. 



Σχ. 245 Σχ. 246 

Ιδιαιτέρως θά έξετάσωμεν τό ένδεχόμενον Β -· ρ, δηλαδή όταν οί κύκλοι 
είναι ίσοι (σχ. 246). Τότε έκ τού Κ άγομεν εύθεΐαν κάθετον έπί τήν ΚΛ, ή 
όποια τέμνει τόν κύκλον (Κ, Β) είςτόΜ.Ή έκ τού Μ παράλληλος τής ΚΑ 
είναι ή ζητουμένη κοινή έξωτερική έφαπτομένη. Ή άπόδειξις είναι προφανής, 
διότι ή εύθεΐα αύτη ώς άπέχουσα έκτού Λ άπόστασιν ΑΝ — ΚΜ = Β,έφά- 
πτεται καί τού κύκλου (Α, Β). 

Έφ 1 όσον οί δύο κύκλοι δέν ταυτίζονται, υπάρχουν πάντοτε δύο λύσεις 
συμμετρικαί άλλήλων ώς πρός τήν διάκεντρον ΚΛ. 
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Έάν ο! δύο κύκλοι ταυτίζωνται, ύπάρχουν άπειροι λύσεις καί τό πρόβλη- 
μα είναι άπροσδιόρ ιστόν. 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

Α. 


337. Νά κατασκευασθοΰν γωνίαι: 

ΐ) 22°30', ίί) 67° 30', ίϋ) 105°, ίν) 135°, ν) 150°. 

338. Νά κατασκευασθή τρίγωνον, τοϋ όποίου δίδονται ή γωνία Α, ή πλευρά β καί 

/Ν /Ν 

ή διχοτόμος δ της γωνίας Α. Εφαρμογή διά Α = 60°, β = 4 οπί καί δ α = 3 οπί. 

339. Νά κατασκευαστή παραλληλόγραμμον, του όποίου δίδεται ή μία πλευρά α 
καί αί δύο διαγώνιοι δ καί δ'. 

340. Νά κατασκευασθή ρόμβος, του όποίου δίδονται αί διαγώνιοι δ καί δ'. 

341. Νά κατασκευασθή τρίγωνον έκ των α, μ α , μρ. 

342. Νά κατασκευασθή Ισοσκελές τρίγωνον ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ) έκ του ΰψους υ α 
καί της άκτΐνος ρ τοϋ έγγεγραμμένου κύκλου. 

343. Νά κατασκευασθή Ισόπλευρον τρίγωνον έκ της άκτΐνος ρ του έγγεγραμμένου 
κύκλου. 

344. Νά κατασκευασθή ρόμβος έκ της μιας διαγωνίου 8 αύτοϋ καί τής άκτΐνος τοϋ 
έγγεγραμμένου κύκλου. 

/V /Ν 

345. Νά κατασκευασθή τρίγωνον έκ των Β, Γ, υ α . 

346. Νά κατασκευασθή τρίγωνον έκ των β, γ, υ α . 

/Ν /\ 

347. Νά κατασκευασθή τρίγωνον έκ των Α, Β καί β + γ = λ. 

Α. 

348. Νά κατασκευασθή τρίγωνον έκ τών α, Β καί β Η- γ = λ. 

349. Νά κατασκευασθή τρίγωνον έκ τών Α = 11-, Β, α+ γ — λ. 

/Ν /Ν 

350. Νά κατασκευασθή τρίγωνον έκ τών Α = 11-, Β, α + β = λ. 

351. Νά κατασκευασθή τρίγωνον, του όποίιυ δίδονται τά μέσα Κ, Λ, Μ τών τριών 
πλευρών του. 

Β'. 


352. Νά κατασκευασθή παραλληλόγραμμον, τοϋ όποίου δίδεται μία πλευρά, μία δια- 
γώνιος καί ή γωνία τών διαγωνίων. 

353. Νά κατασκευασθή όρθογώνιον, τοϋ όποίου δίδονται ή περίμετρος 2λ καί ή δια- 
γώνιος δ. 

354. Νά κατασκευασθή τετράγωνον έκ τοϋ άθροίσματος λ της πλευράς καί της δια- 
γώνιου αύτοϋ. 

355. Νά κατασκευασθή τετράγωνον, τοϋ όποίου δίδεται ή διαφορά λ της πλευράς 
άπό τήν διαγώνιον. 

356. Νά κατασκευασθή τρίγωνον έκ τών μ α , μβ, μγ. 

357. Νά κατασκευασθή τρίγωνον έκ τών υ α , μ α καί έκ τοϋ δτι είναι α = 2β. 

358. Νά κατασκευασθή τρίγωνον έκ τών β, γ, μ α . 

/Ν 

359. Νά κατασκευασθή τρίγωνον έκ τών Α = 11-, α καί β — γ == λ. 

Α 

360. Νά κατασκευασθή τρίγωνον έκ τής περιμέτρου αύτοϋ 2τ καί τών γωνιών Β 


καί Γ. 
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ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΟΙ ΤΟΠΟΙ 

246. Την έννοιαν καί τον ορισμόν του γεωμετρικού τόπου την εχομεν 
ήδη συναντήσει εις την παράγραφον 76. Οί γ. τόποι πού έχομεν γνωρίσέι κα- 
λούνται στοιχειώδεις γεωμετρικοί τόποι καί τούς εχομεν χρησιμοποιήσει 
καί εις τάς γεωμετρικάς κατασκευάς. Συνοψίζομεν αύτούς κατωτέρω καί εις 
τό έξης θά τούς θεωρούμεν οπωσδήποτε γνωστούς. 


ΣΤΟΙΧΕΙΩΔΕΙΣ ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΟΙ ΤΟΠΟΙ 

247 . 1. Ό γεωμετρικός τόπος των σημείων τού επιπέδου, τα όποια 
απέχουν ώρισμένην άπόστασιν Η άπο σταθερόν σημεΐον Ο τού επιπέδου, είναι 
ό κύκλος (Ο, Η), έξ ορισμού (σχ. 247). 

2. Ό γεωμετρικός τόπος των σημείων τού επιπέδου, τά όποια ίσα- 
πέχουν άπο τά άκρα δοθέντος τμήματος ΑΒ, είναι ή μεσοκάθετος (δ ) τού τμή- 
ματος ΑΒ ί βλέπε § 75 ) (σχ. 248). 

(δ) 


Μ 




Σχ. 247 Σχ. 248 

3. 'Ο γεωμετρικός τόπος των σημείων, άπο τά όποια δοθέν εύθύγραμμον 
τμήμα ΑΒ φαίνεται ύπό δοθεΐσαν γωνίαν φ, είναι ή ένωσις των δύο τόξων ΑΜΒ 

καί ΑΜ'Β μέ κοινά άκρα τά Α καί Β, τά όποια δέχονται γωνίαν φ (§ 204 
πόρ. V) (σχ. 249). 

Ιδιαιτέρως σημειώνομεν την περίπτωσιν, κατά την όποιαν ή γωνία φ 
είναι ορθή. Τότε ό γεωμετρικός τόπος είναι κύκλος μέ διάμετρον τό τμήμα 
ΑΒ (σχ. 250). 

4. Ό γεωμετρικός τόπος των εσωτερικών σημείων γωνίας χΟγ, τά 
όποια ίσαπέχουν άπό τάς πλευράς της, είναι διχοτόμος ΟΖ αύτήε (§ 80) (σχ. 




Σχ. 251 





Γεωμετρικοί τόποι 


160 


248 . Γενικός τρόπος έργασίας. Εις τά θέματα των γεωμετρικών τό- 
πων κατά κανόνα δίδεται ή ίδιότης, την όποιαν έχουν τά σημεία του τόπου καί 
ζητείται 6 προσδιορισμός αύτού. 

Εις τούς γεωμετρικούς τόπους σχεδόν πάντοτε δυνάμεθα νά πιθανολογή- 
σωμεν έξ αρχής την μορφήν του τόπου κατασκευάζοντες τρία σημεία μέ τήν 
χαρακτηριστικήν ιδιότητα του τόπου. Έάν ταύτα συμβαίνη νά κεΐνται επί ευ- 
θείας, τότε ό τόπος θά είναι ή εύθεϊα αύτη ή τμήμα αύτής, ένω έάν ταυτα δέν 
κεΐνται έπί εύθείας, τότε ό τόπος θά είναι ό κύκλος, τον όποιον ορίζουν ή τόξον 
αύτοϋ. ' Η δίαπίστωσις αύτη απλώς θά καθοδηγήση τήν σκέψιν καί τήν προσ- 
πάθειάν μας| είς, τον εντοπισμόν του τόπου, χωρίς νά άποτελή καί άπόδειξιν. 

Εις τήν άναζήτησιν ενός γεωμετρικού τόπου, ή άνάλυσις είναι ή μέθοδος 
πού άποκλειστικά σχεδόν χρησιμοποιείται. Έστω (Τ ) ό ζητούμενος γεωμετρι- 
κός τόπος καί ϊ ή χαρακτηριστική ίδιότης των σημείων του. Θεωρούμεν έν ση- 
μεΐον Μ τού τόπου καί καταλλήλως έπεξεργαζόμενοι τήν ιδιότητα ί αύτού συσχε- 
τίζοντες τό σημεΐον τούτο μέ σταθερά δεδομένα στοιχεία, άνακαλύπτομεν ότι 
τούτο ανήκει είς κάποιον σύνολον (σχήμα ) (Σ). Τό γεγονός ότι τό τυχαΐον 
σημεΐον Μ τού τόπου (Τ) άνήκει είς τό σύνολον (Σ), μάς πείθει ότι ολα τά 
σημεία τού (Τ ) άνήκουν είς τό (Σ ). "Αρα θά είναι 

(1) (Τ)£(Σ) 

Είναι απαραίτητον όμως νά έξετάσωμεν έάν καί κάθε σημεΐον τού συνό- 
λου (Σ) έχη τήν ιδιότητα ί, δηλαδή έάν είναι σημεΐον τού τόπου (Τ). Προς 
τούτο, λαμβάνομεν έν τυχαΐον σημεΐον τού συνόλου (Σ ) καί τό έξετάζομεν έάν 
έχη τήν ιδιότητα ί. Έάν τούτο συμβαίνη, ή εργασία αΰτη είναι ή άντίστροφος 
τής προηγουμένης καί μάς πείθει ότι όλα τά σημεία τού (Σ ) άνήκουν είς τον 
τόπον (Τ) δηλαδή θά είναι 

(2) (Σ)£(Τ) 

Έκ τών σχέσεων (1 ) καί (2) πλέον έπεται οτι 

(Τ)-(Σ), 

ήτοι ό ζητούμενος γεωμετρικός τόπος είναι τό άνακαλυφθέν σύνολον (σχή- 
μα) (Σ). 

Τούτο τό άντίστροφον όμως δέν συμβαίνει πάντοτε δΓ όλα τά σημεία τού 
(Σ) καί εΐμεθα υποχρεωμένοι νά έπισημάνωμεν τάς συνθήκας, υπό τάς οποίας 
Ιν στοιχεΐον τού Σ εχει τήν ιδιότητα ί τού τόπου. 'Η άνακάλυψις τών συνθηκών 
τούτων, έχει ώς συνέπειαν τον περιορισμόν τού τόπου (Τ) είς Ιν ύποσύνολον 
(Σχ) τού (Σ). 

Συνήθως είς τήν πράξιν, ή άνακάλυψις αύτών τών συνθηκών, άν υπάρχουν, 
δέν είναι πάντοτε εύκολος καί διά τούτο άπαιτεΐται μία κατάλληλος διερεύνη- 
σις τών οριακών θέσεων, άν υπάρχουν, τάς οποίας δύνανται νά λάβουν τά 
σημεία τού τόπου (Τ) μέσα είς τό σύνολον (Σ). 

'Η διερεύνησις αΰτη θά ήτο λογικώς περιττή, έάν κατά τήν άνάλυσιν 
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έχρησιμοποιούσαμεν μόνον άναγκαίας καί ίκανάς συνθήκας, πράγμα τά όποιον 
συνήθως δέν είναι πάντοτε εόκολον νά έλέγχεται. Δι’ αύτό, κατά τήν άνάλυσιν 
χρησιμοποιοΰμεν άναγκαίας μόνον συνθήκας καί έν συνεχεία διά του άντιστρό- 
φου καί της διερευνήσεως γίνεται 6 έλεγχος του άν αύται είναι ίκαναί. 

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΩΝ ΤΟΠΩΝ 

249 . Παράδειγμα 1 . Δίδεται εύθεΐα (ε) και σημεϊον Α έκτος αυτής. 
Έάν Β είναι τυχόν σημεϊον τής (ε), νά εδρεθή ό γ. τόπος τοΰ μέσου τοΰ τμήμα- 
τος ΑΒ. 

Άνάλυσις. "Εστω Μ τό μέσον του τμήματος ΑΒ. Έκ τοΰ Α φέρομεν 
ΑΒ 0 X (ε) καί έστω Μ 0 τό μέσον τοΰ τμήματος ΑΒ 0 (σχ. 252). Ή εύθεΐα 
ΜΜ 0 είναι παράλληλος τής (ε) ως διερχομένη 
από τά μέσα Μ καί Μ 0 των πλευρών τοΰ τρι- 
γώνου ΑΒΒ 0 , άρα κάθετος επί τοΰ τμήματος 
ΑΒ 0 καί μάλιστα εις τό μέσον αύτοΰ. Επειδή 
τό τυχόν σημεΐον τοΰ τόπου εύρίσκεται επί τής 
ευθείας (Τ), παραλλήλου πρός την (ε) καί διερ- 
χομένης διά τοΰ μέσου Μ 0 τοΰ συγκεκριμένου 
καί γνωστού τμήματος ΑΒ 0 , έπεται ότι ολα τά 
σημεία τοΰ τόπου εύρίσκονται επί τής εύθείας 
ταύτης. 

Άντιστρόφως. "Εστω Μ' τυχόν σημεϊον τής εύθείας (Τ). Θά δείξωμεν 
6τι υπάρχει τμήμα, τοΰ οποίου τό έν άκρον είναι τό Α καί τό άλλο εύρίσκεται 
έπί τής (ε) καί τό όποιον έχει μέσον τό Μ'. Πράγματι ή εύθεΐα ΑΜ' τέμνει 
πάντοτε τήν (ε) εις έν σημεΐον Β'. Εις τό τρίγωνον ΑΒ 0 Β' ή Μ 0 Μ' είναι παράλ- 
ληλος πρός τήν Β 0 Β' καί διέρχεται άπό τό μέσον Μ 0 τής πλευράς ΑΒ 0 . "Αρα θά 
διέρχεται καί από τό μέσον τής πλευράς ΑΒ', ήτοι τό Μ' είναι μέσον τοΰ τμή- 
ματος ΑΒ'. Τότε ό ζητούμενος γ. τόπος είναι ή εύθεΐα ΜΜ 0) παράλληλος τής 
(ε) καί διερχομένη άπό τό μέσον Μ 0 τοΰ καθέτου έπί τήν (ε) τμήματος ΑΒ 0 . 

Παρατήρησις. 'Η χρησιμοποιηθεΐσα άποδεικτική μέθοδος κατά τήν 
όποίαν ή ίδιότης τοΰ μεμονωμένου σημείου Μ νά άνήκη εις ευθεΐαν (Τ), έγε- 
νικεύθη δι’ δλα τά σημεία τοΰ γ. τόπου, καλείται έπαγωγική μέθοδος. Άντι- 
θέτως πρός αύτήν υπάρχει καί ή άπαγωγική μέθοδος ή όποια είναι ή πλέον 
χρησιμοποιουμένη μέθοδος των θεωρημάτων. Κατ’ αύτήν, έκ των γενικών 
Ιδιοτήτων τοΰ συνόλου τών σχημάτων, άποδεικνύονται αί Ιδιότητες συγκεκρι- 
μένου σχήματος. 

250 . Παράδειγμα 2 . Εύθυγράμμου τμήματος ΑΒ μήκους 2λ τά άκρα 

, — . 

ολισθαίνουν 1 Εκαστον έπί έκάστης πλευράς όρθής γωνίας χΟγ. Νά εύρεθη 
ό γ. τόπος τοϋ μέσου Μ τοΰ τμήματος ΑΒ. 

11 


Α 
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Άνάλυσνς. Τά άκρα Α καί Β του τμήματος ΑΒ — 2λ εύρίσκονται έττί 

των πλευρών Οχ καί Ογ άντιστοίχως τής δοθείσης ορθής γωνίας χΟγ (σχ. 
253). Λαμβάνομεν μίαν τυχοΰσαν θέσιν 
ΑΒ του τμήματος 2λ καί έστω Μ τό 
μέσον του. Τοΰτο είναι Ιν σημεΐον τοΰ 
τόπου. Τοΰ ορθογωνίου τριγώνου ΑΟΒ 
ή υποτείνουσα έχει ώρισμένον μήκος 
ΑΒ = 2λ. "Αρα ή επ’ αυτήν διάμεσος 
ΟΜ, ως ΐση πρός τό ήμισυ τής ύποτει- 
νούσης, έχει μήκος λ. Έξ αύτοΰ έπετάι 
ότι τό μέσον Μ τοΰ τμήματος άπέχει 
σταθεράν άπόστασιν λ άπό τό σημεΐον 
Ο, ήτοι εύρίσκεται έπί κύκλου (Ο, λ). 

Διερεύνησις. Επειδή τό τμήμα ΑΒ 

εύρίσκεται εντός τής ορθής γωνίας χΟγ, 
επεται ότι καί τό μέσον του είναι εσωτε- 
ρικόν σημεΐον τής γωνίας. ’Άρα τά σημεία 

τοΰ τόπου περιορίζονται είς τό τόξον Μ Χ Μ 2 τοΰ κύκλου (Ο, λ) τό όποιον εύ- 
ρίσκεται εντός τής γωνίας χΟγ. 

Άντιστρόφως. Έστω Μ τυχόν σημεΐον τοΰ τόξου Μ Χ Μ 2 τοΰ εύρισκο- 

μενού εντός της όρθης γωνίας χΟγ. Μέ κέντρον Μ καί άκτΐνα ΜΟ =λ γρά- 
φομεν τόξον, τό όποιον τέμνει τήν Οχ είς σημεΐον Α. ' Η ΜΑ τέμνει τήν Ογ 
είς σημεΐον Β. Τό τρίγωνον ΜΟΑ είναι έκ κατασκευής ισοσκελές μέ ΜΟ — 

ΜΑ = λ, άρα ΜΟΑ = Α = ω. 

Έκ τοΰ όρθογωνίου τριγώνου ΑΟΒ επεται ότι είναι : 

Β = φ — I 1 ω, ένω έκ τής ορθής γωνίας χΟγ επεται ότιΒΟΜ — I 1 ω. 

’Άρα Β — ΒΟΜ, ήτοι καί τό τρίγωνον ΟΜΒ είναι ισοσκελές μέ ΜΟ = ΜΒ 
= λ. 

Έκ των δύο ισοσκελών τριγώνων επεται ΜΑ -= ΜΟ = ΜΒ — λ. ’Άρα 
τό Μ είναι μέσον τοΰ τμήματος ΑΒ — 2λ, ήτοι τό τυχόν σημεΐον Μ τοΰ τόξου 

Μ α Μ 2 είναι σημεΐον τοΰ τόπου. 

Έξ αύτοΰ επεται 6τι ό ζητούμενος γ. τόπος είναι τό τέταρτον Μ 1 Μ 2 τοΰ 
κύκλου (Ο, λ) μέ οριακά σημεία τά σημεία Μ Χ καί Μ 2 . 


251. Παράδειγμα 3. Δίδεται κύκλος (Ο, Κ) καί σημεΐον Α. Έάν Ν 
είναι τυχόν σημεΐον τοϋ κύκλου (Ο, Κ) φέρομεν τήν ΝΑ καί έπ* αύτής λαμβά- 
νομεν σημεΐον Μ, τοιοϋτον ώστε ΝΜ = ΝΑ. Νά εύρεθή ό γ. τόπος τοϋ σημείου 
Μ, δταν τό Ν διατρέχη τόν κύκλον (Ο, Κ). 
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Άνάλυσίς. "Εστω Μ τυχόν σημείον του τόπου, ήτοι είναι ΝΜ=ΝΑ 
(σχ. 254). Φέρομεν την άκτΐνα ΝΟ καί εκ του Μ παράλληλον της ΝΟ, ή 
οποία τέμνει την ΑΟ εις τό σημείον Ο'. 

Του τριγώνου ΑΜΟ' ή ΝΟ είναι πα- 
ράλληλος της ΜΟ' καί διέρχεται διά τοΰ 
μέσου Ν της πλευράς ΑΜ. Άρα θά διέρχε- 
ται καί διά τοΰ μέσου της πλευράς ΑΟ', 
ήτοι ΑΟ' = 2 · ΑΟ, έπομένως τό ση- 
μεΐον Ο' είναι σταθερόν. Έπί πλέον ή 
ΝΟ θά ίσοΰται προς τό ήμισυ της ΜΟ', 

ΜΟ' 

ήτοι θά είναι ΝΟ = — — => ΜΟ' = 



2 ■ ΝΟ = 2 Η. Άρα τό τυχόν σημείον Μ τοΰ τόπου άπέχει σταθεράν άπόστασιν 
2 Η άπό τό σταθερόν σημείον Ο'. Έξ αύτοΰ έπεται ότι όλα τά σημεία τοΰ τό- 
που κεΐνται έπί κύκλου (Ο', 2 Η). 


Άντιστρόφως. "Εστω Μ' σημείον τοΰ κύκλου (Ο', 2 Η). Θά δείξωμεν 
οτι τοΰτο ανήκει εις τόν τόπον. Φέρομεν την ΑΜ' καί έκ τοΰ μέσου Ο της ΑΟ' 
φέρομεν παράλληλον της ΜΌ', ή οποία τέμνει την ΑΜ' είς σημείον Ν'. Έκ 
τοΰ τριγώνου ΑΟ'Μ' έπεται ότι Ν' είναι τό μέσον της ΑΜ' καί έπί πλέον είναι 
Ο'Μ' ορ 

ΟΝ' = — — = = Ε. Άρα τό Ν' άνήκει είς τόν κύκλον (Ο, Ε ) καί 

2 2 

έπειδή είναι μέσον τοΰ τμήματος ΑΜ' έπεται ότι τό τυχόν σημείον Μ' τοΰ 
κύκλου (Ο', 2Κ) έχει τήν ιδιότητα τοΰ τόπου, άρα. άνήκει είς τόν τόπον καί 
έπομένως ό ζητούμενος γ. τόπος είναι ό κύκλος (Ο' 2Κ). 


252. Παράδειγμα 4. Δίδεται κύκλος (Ο, Κ) και σημείον Α. Να εύρεθη 
ό γ. τόπος τών μέσων των χορδών τού κύκλου, αί όποΐαι διέρχονται διά τού 
σημείου Α (προεκτεινόμενοι έν άνάγκη). 

’Ανάλυσις. "Εστω ό κύκλος (Ο, Ε ) καί ΒΓ μία χορδή, ή οποία διέρχεται 
διά τοΰ Α καί Μ τό μέσον αυτής (σχ. 255). Τό Μ είναι σημείον τοΰ ζητουμένου 
γ. τόπου. Τό τμήμα ΟΜ είναι κάθετον έπί τήν χορδήν, διότι τό Ο είναι κέντρον 
τοΰ κύκλου ( § 170, πόρ. II). Άρα τό σταθερόν τμήμα ΟΑ φαίνεται από τό 
τυχόν σημείον Μ τοΰ τόπου υπό ορθήν γωνίαν καί συνεπώς τό σημείον Μ κεΐται 
έπί κύκλου, ό όποιος έ'χει διάμετρον τήν ΟΑ. 

Διερεύνησις. ϊ) Τό σημείον Α είναι εξωτερικόν τοΰ κύκλου (Ο, Ε). 
Τότε ό κύκλος διαμέτρου ΟΑ τέμνει τόν κύκλον (Ο,Ε) είς δύο σημεία Μ 1 καί 
Μ 2 (σχ. 255). Επειδή τά σημεία τοΰ τόπου, ώς μέσα χορδών τοΰ κύκλου είναι 

εσωτερικά σημεία αύτοΰ, έπεται δτι ταΰτα άνήκουν είς τό τόξον Μ 1 ΟΜ 2 · Άρα 

τά σημεία τοΰ τόπου άνήκουν είς τό τόξον Μ 1 ΟΜ 2 . 
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ϋ ) Τό σημεΐον Α άνήκει είς τόν κύκλον (σχ. 256) ή είναι έσωτερικόν 
αύτοΰ (σχ. 257). Τότε βλα τά σημεία του κύκλου μέ διάμετρον τήν ΟΑ είναι 
εσωτερικά του κύκλου (Ο,Κ) εξαιρέσει του Α είς τήν περίπτωσιν πού τούτο 
κεΐται έπί του κύκλου (Ο, Η). "Αρα τά σημεία του τόπου, άνήκουν είς τόν κύ- 
κλον διαμέτρου ΟΑ. 

Β ^ 



Σχ. 255 



Σχ. 256 


Σχ. 257 


Άντιστρόφως. Έστω Ν τυχόν σημεΐον του κύκλου μέ διάμετρον τήν 
ΟΑ έσωτερικόν του κύκλου (Ο,Κ). Φέρομεν τήν ΝΑ, ή οποία τέμνει τόν 
κύκλον (Ο,Κ) είς δύο σημεία Β' καί Γ'. *Η ΟΝ είναι κάθετος έπί τήν Β'Γ' Τ 
διότι τό τρίγωνον ΟΝΑ, ώς έγγεγραμμένον είς ήμικύκλιον, είναι όρθογώνιον 
είς τό Ν. Τότε δμως τό Ν θά είναι μέσον της χορδής Β'Γ', διότι ή έκ τού κέν- 
τρου Ο του κύκλου κάθετος έπί τήν χορδήν Β'Γ' διέρχεται έκ του μέσου αυτής 
(§ 170, πόρ. II). 

"Αρα ό ζητούμενος γεωμετρικός τόπος είναι τό τόξον Μ Χ ΟΜ 2 του κύκλου 
μέ διάμετρον τήν ΟΑ, τό όποιον είναι έσωτερικόν του κύκλου (Ο, Κ) μέ δρια- 
κά σημεία τά Μ! καί Μ 2 (σχ. 255) ή όλόκληρος ό κύκλος διαμέτρου ΟΑ (σχ. 
256 καί 257). 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ 


361 . Νά εύρεθη ό γ. τόπος των σημείων τά όποια άπό δαθεΐσαν ευθείαν (ε ) απέ- 
χουν δοθεϊσαν άπόστασιν α. 

362 . Νά εύρεθη 6 γ. τόπος των σημείων, τά όποια ίσαπέχουν άπό δύο δοθείσας 
παραλλήλους εύθείας (ε!) καί (ε 2 ). 

363 . Νά εύρεθη ό γ. τόπος των κέντρων των κύκλων, οί όποιοι διέρχονται άπό δύο 
δοθέντα σημεία Α καί Β. 

364. Νά εΰρεθή ό γ. τόπος των κέντρων των κύκλων, οί όποιοι έφάπτονται εύθείας 
(ε) είς δοθέν σημεΐον αύτης Α. 

365. Νά εύρεθη ό γ. τόπος των κορυφών Α των τριγώνων ΑΒΓ, τά όποια έχουν 
σταθεράν βάσιν α καί δοθεϊσαν διάμεσον μ*. 

366. Των αύτών ώς άνω τριγώνων νά εΰρεθή ό γ. τόπος του κέντρου βάρους αύτών. 

367. Δίδεται τρίγωνον ΑΒΓ. Νά εύρεθη ό γ. τόπος των κέντρων των παραλληλογράμ- 
μων, πού σχηματίζονται άν άπό τό τυχόν σημεΐον Μ της βάσεως ΒΓ άχθοΰν παράλληλοι 
πρός τάς δύο άλλας πλευράς του. 
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368. Νά εύρεθή ό γ. τόπος των κέντρων των κύκλων, οί όποιοι έφάπτονται των 
πλευρών δοθείσης γωνίας. 

369. Νά εύρεθή ό γ. τόπος των συμμετρικών δοθέντος σημείου Α ώς πρός τάς 
εύθείας, πού διέρχονται διά δοθέντος σημείου Ο. 

370. Νά εύρεθή ό γ. τόπος τών σημείων, άπό τά όποια δοθείς κύκλος φαίνεται υπό 
δοθεΐσαν γωνίαν ω. 

371 . Μεταβλητού τριγώνου ΑΒΓ ή πλευρά ΒΓ διατηρείται σταθερά κατά Θέσιν καί 
μέγεθος καί ή γωνία Α σταθερά κατά μέγεθος. Νά εύρεθή ό γ. τόπος του κέντρου τοϋ έγγε- 
γραμμένου κύκλου του. 

372. Νά εύρεθή ό γ. τόπος του μέσου τών χορδών δοθέντος κύκλου πού έχουν δε- 
δομένον μήκος λ. 

373. Δίδεται κύκλος (Ο, Κ) καί σημεΐον Α. Έάν Κ είναι τυχόν σημεΐον τοΰ κύκλου, 
νά εύρεθη ό γ. τόπος τοΰ μέσου τοΰ τμήματος ΑΚ, δταν τύ Κ διαγράφη τόν κύκλον. 

Β'. 

374. Δίδεται Ισοσκελές τρίγωνον ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ). Έπί τών πλευρών ΑΒ καί 
ΑΓ θεωροΰμεν δύο σημεία Δ καί Ε άντιστοίχως, ούτως ώστε νά είναι ΑΔ — ΓΕ. Νά εύ- 
ρεθη ό γ. τόπος τοΰ μέσου τοΰ τμήματος ΔΕ. 

375. Δίδεται κύκλος διαμέτρου ΑΒ. Φέρομεν τυχοΰσαν χορδήν ΑΓ καί εις την προέ- 
κτασίν της λαμβάνομεν τμήμα ΓΜ = ΓΒ. Νά εύρεθη ό γ. τόπος τοΰ Μ. 

376. Μεταβλητού τριγώνου ΑΒΓ ή πλευρά α παραμένει σταθερά κατά θέσιν καί 

μέγεθος καί ή γωνία Α = ω παραμένει σταθερά κατά μέγεθος. Νά εύρεθή ό γ. τόπος τοΰ 
μέσου έκάστης έκ τών πλευρών ΑΒ καί ΑΓ. 

377. Δύο κύκλοι έφάπτονται άντιστοίχως είς τά άκρα Α καί Β δοθέντος εύθυγράμμου 
τμήματος ΑΒ καί μεταξύ των είς τό σημεΐον Μ. Νά εύρεθή ό γ. τόπος τοΰ Μ. 

378. .Δίδεται κύκλος κέντρου Ο καί διάμετρος ΑΟΒ αύτοΰ. Φέρομεν τυχοΰσαν 
ακτίνα ΟΓ καί έπ’ αύτής λαμβάνομεν τμήμα ΟΜ = ΓΔ, ένθα ΓΔ_[_ΑΒ. Νά εύρεθή ό γ. 
τόπος τοΰ Μ. 

379. ’Από σημεΐον Α έκτός κύκλου φέρομεν τυχοΰσαν τέμνουσαν ΑΒΓ, καί άπό τό 
μέσον I τής χορδής ΒΓ φέρομεν κάθετον έπί τήν χορδήν καί έπ’ αύτής λαμβάνομεν τμήμν 
ΙΜ = ΙΑ. Νά εύρεθή ό γ. τόπος τοΰ Μ. 

380. Δίδεται κύκλος καί σταθερά χορδή ΑΒ. Έάν Γ είναι τυχόν σημεΐον τοϋ κύκλου, 

κατασκευάζομεν τό παραλληλόγραμμον ΓΑΒΔ. Νά εύρεθή ό γ. τόπος: α) τοΰ κέντρου τοΰ 

παραλληλογράμμου, β) τής τετάρτης κορυφής Δ. 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΠΡΟΣ ΕΠΑΝΑΛΗΨΙΝ 
Γεωμετρικού κατασκευαί 
Α'. 

381. Νά κατασκευασθή τρίγωνον έκ τών γ, Β καί δ α . 

382. Νά κατασκευασθή τρίγωνον έκ τών α, Κ καί Β. 

383. Νά κατασκευασθή τρίγωνον έκ τών Α, Β καί ρ. 

384. Νά άχθή εύθεΐα Ισαπέχουσα άπό τρία δοθέντα σημεία Α, Β, Γ μή κείμενα έπ 
ευθείας. 

385. Νά κατασκευασθή τρίγωνον έκ τών α, Β καί υρ. 
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Ασκήσεις ττρός έττανάληψιν 


386. Δίδονται δύο παράλληλοι εύθεΐαι (ε χ ) καί (ε 2 ) καί σημεΐον Μ. Διά του Μ νά 
άχθη εύθεΐα τέμνουσα τάς παραλλήλους, ούτως ώστε τό άποκοπτόμενον τμήμα νά Ιχη δοθέν 
μήκος λ. 

387. Νά κατασκευασθή τρίγωνον έκ των Α, δ α , υ α . 

388. Νά κατασκευασθή τρίγωνον έκ τών Α = 11-, Β — ω, καί α — γ = λ. 

389. Νά κατασκευασθή τρίγωνον έκ τών Α — I 1 -, α καί β + γ = λ. 

390. Νά κατασκευασθή τρίγωνον έκ τών Β, υ α καί α + β — λ. 

391. Νά κατασκευασθή τρίγωνον έκ τών α, υβ καί β + γ = λ. 

392. Δίδεται τρίγωνον ΑΒΓ. Νά άχθη εύθεΐα παράλληλος πρδς τήν πλευράν ΒΓ, 
τέμνουσα τάς πλευράς ΑΒ καί ΑΓ άντιστοίχως εις τά Δ καί Ε, ούτως ώστε νά είναι 
ΑΔ = ΓΕ. 

393. Νά κατασκευασθή τρίγωνον έκ τών α, Α — ω καί υβ. 

394. Νά κατασκευασθή τρίγωνον έκ τών α, υβ, υ γ . 

/Ν 

395. Νά κατασκευασθή τρίγωνον έκ τών α, υ α , καί Β = φ. 

396. Νά κατασκευασθή τρίγωνον έκ τών α, μ α καί υβ. 

397. Νά κατασκευασθή τρίγωνον έκ τών Β — φ, υ α καί μ γ . 

Β.' 

398. Νά κατασκευασθή τρίγωνον έκ τών α, Β καί | β — γ | — λ. 

399. Περί δοθέν τρίγωνον ΑΒΓ νά περιγραφή τδ μέγιστον ισόπλευρον τρίγωνον. 

400. Νά κατασκευασθή τρίγωνον διά τδ όποιον δίδεται ή εύθεΐα (ε) έπί τής δποίας 

εύρίσκεται ή πλευρά ΒΓ, ή διχοτόμος ΑΔ τής γωνίας Α κατά θέσιν καί μέγεθος καί τό 
μέσον Μ τής ΒΓ. 

401. Άπδ τδ έν έκ τών κοινών σημείων Α δύο τεμνομένων κύκλων νά άχθή εύθεΐα 
τέμνουσα αυτούς εις τά Β καί Γ, ούτως ώστε τδ τμήμα ΒΓ νά έχη δεδομένον μήκος α. 

402. Νά κατασκευασθή τραπέζιον, τοϋ οποίου δίδονται μία τών μή παραλλήλων 
πλευρών, αί δύο διαγώνιοι καί ή γωνία τών διαγωνίων. 

403. Νά κατασκευασθή τραπέζιον, τοΰ οποίου δίδονται μία γωνία, αί δύο διαγώνιοι 
καί ή γωνία τών διαγωνίων. 

Γεωμετρικοί τόποι 

404. Νά εύρεθή δ γ. τόπος του όρθοκέντρου τών τριγώνων, τά όποια έχουν δοθεΐσαν 
βασιν α καί δοθεΐσαν γωνίαν κορυφής Α = ω. 

405. Μεταβλητού τετραπλεύρου ΑΒΓΔ ή πλευρά ΑΒ διατηρείται σταθερά κατά 
θέσιν καί μέγεθος ένώ αί πλευραί ΑΔ καί ΒΓ ώς καί ή διαγώνιος ΑΓ διατηρούνται σταθεραί 
μόνον κατά μέγεθος. Ζητείται νά εύρεθή ό γ. τόπος τοϋ μέσου τής διαγωνίου ΒΔ, ώς καί 
ό γ. τόπος τοΰ μέσου τοΰ τμήματος, πού έχει άκρα τά μέσα τών διαγωνίων. 

406. Δίδεται κύκλος (Ο,Β) καί χορδή ΑΒ. Νά εύρεθή δ γ. τόπος τοΰ μέσου έκα- 
στης διαγωνίου τών τραπεζίων τών έγγεγραμμένων είς τδν κύκλον, τά όποια έχουν ώς 
μεγαλυτέραν βάσιν τήν δοθεΐσαν χορδήν ΑΒ. 

407. Δίδεται κύκλος καί χορδή ΑΒ. Μέ κέντρον τυχόν σημεΐον Γ τοΰ τόξου ΑΒ 
γρώφομεν κύκλον έφαπτόμενον τής χορδής καί έκ τών Α καί Β φέρομεν τάς έφαπτομένας 
αυτοΰ, αί δποΐαι τέμνονται είς τύ Μ. Νά εύρεθή ό γ. τόπος τοΰ σημείου Μ. 


κί 

τ ί 

δ| 

δ; 

ΐ 

ύ| 

μ| 

τ ί 
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408. Όρθογώνιον τρίγωνον ΑΒΓ (Α = ΙΑ) όλισθαίνει είς τό έπίπεδόν του, εις τρό- 
πον ώστε αί κορυφαί Β καί Γ αύτοϋ νά εύρίσκωνται άντιστοίχως έπί δύο καθέτως τεμνο- 
μένων εύθειών (ε χ ) καί (ε^. Νά εύρεθή ό γ. τόπος της κορυφής Α. 

409. Μεταβλητός κύκλος έφάπτεται δοθείσης ευθείας (ε) εις σταθερόν σημεΐον Α 

αυτής. Εύθεΐα (δ) γνωστής διευθύνσεως δ έφάπτεται του κύκλου είς τό σημεΐον Μ. Νά 
εύρεθή ό γ. τόπος του σημείου Μ. 

410. Δίδεται κύκλος (Ο,Κ) καί σημεΐον Α αύτοϋ. Θεώροΰμεν τυχοϋσαν χορδήν ΑΒ 
καί έκ του Ο φέρομεν παράλληλον πρός τήν ΑΒ, ή όποία τέμνει τήν έκ τοϋ Β έφαπτομένην 
είς τό σημεΐον Μ. Νά εύρεθή ό γ. τόπος τοϋ Μ. 

411. Δίδεται κύκλος (Ο,Κ) Καί διάμετρος ΑΒ αύτοϋ. Φέρομεν τήν τυχοϋσαν χορδήν 
ΒΓ καί είς την προέκτασιν αυτής λαμβάνομεν τμήμα ΓΔ = ΓΒ. Νά εύρεθή ό γ. τόπος τοϋ 
σημείου Μ τής τομής των ΑΓ καί ΟΔ. 

412. Δίδεται ισοσκελές τρίγωνον ΑΒΓ (ΑΒ — ΑΓ). Μέ κέντρον τήν κορυφήν Α 
καί τυχοϋσαν άκτΐνα (μικροτέραν τής ΑΒ) γράφομεν κύκλον καί έκ των Β καί Γ φέρομεν 
τάς μή συμμετρικάς έφαπτομένας, αί όποΐαι τέμνονται είς τό σημεΐον Μ. α) Νά εύρεθή 
ό γ. τόπος τοϋ σημείου Μ. β) Έπί τής ΜΒ λαμβάνομεν τό τμήμα ΜΝ = ΜΓ. Νά εύρεθή 
ό γ. τόπος τοϋ σημείου Ν. 

413. Δίδεται όρθογώνιον τρίγωνον ΑΒΓ ( Α = 11-). Έστω Μ τυχόν σημεΐον τής 
ύποτεινούσης ΒΓ. Έκ τοϋ σημείου Μ φέρομεν κάθετον έπί τήν ύποτείνουσαν, ή όποία τέ- 
μνει τάς ΑΒ καί ΑΓ είς τά Δ καί Ε άντιστοίχως. Νά εύρεθή ό γ. τόπος τοϋ μέσου τοϋ 
τμήματος ΔΕ. 


ΒΙΒΛΙΟΝ ΤΡΙΤΟΝ 


ΜΕΤΡΙΚΗ ΓΕΩΜΕΤΡΙΑ 

253 . Τά Γεωμετρικά μεγέθη. Μέγεθος έν γένει καλείται παν δ, τι 
επιδέχεται αΰξησιν ή έλάττωσιν. Γεωμετρικά μεγέθη καλούνται τά μεγέθη, τά 
όποια έξετάζονται ύπό της γεωμετρίας. Τοιαΰτα είναι τά εύθύγραμμα τμή- 
ματα, αί γωνίαι, τά κυκλικά τόξα, αί έπιφάνειαι κλειστών έπιπέδων σχημά- 
των, οί βγκοι των στερεών κ.ά. 

Τά γεωμετρικά μεγέθη τά χωρίζομεν εις κατηγορίας ή σύνολα όμοειδών 
γεωμετρικών μεγεθών βπως π.χ. τό σύνολον τών εύθυγράμμων τμημάτων ή τδ 
σύνολον τών τόξων ίσων κύκλων κ.λ.π. 

Είς τά προηγούμενα ώρίσαμεν τάς πράξεις της προσθέσεως καί άφαιρέ- 
σεως είς τά σύνολα τών εύθυγράμμων τμημάτων, τών γωνιών καί τών τόξων 
ίσων κύκλων, ως έπίσης τδν πολλαπλασιασμόν καί τήν διαίρεσιν μέ φυσικόν 
άριθμόν καί τόν πολλαπλασιασμόν έπί ρητόν. Άποδεικνύεται 6τι καί τό γινό- 
μενον γεωμετρικού μεγέθους έπί άρρητον άριθμόν υπάρχει καί είναι όμοειδές 
μέγεθος πρός τό άρχικόν. 

★ Πράγματι, έάν α είναι εις άρρητος άριθμός, είναι γνωστόν δτι έχει £ν δεκαδικόν 
Ανάπτυγμα μέ άπειρα δεκαδικά ψηφία, τά όποια δέν έμφανίζουν περιοδικότητα. Έστω λοι- 
πόν α = Τ 0 ,Ψ , 1 Ψ 2 'ί Λ 8 . . .Έ ν . . . τό δεκαδικόν Ανάπτυγμα του Αριθμού α, δπου Έ 0 είναι αί 
άκέραιαι μονάδες αύτοδ καί Ψ Χ , Έ 2 > Ψ». . . τά ψηφία του δεκαδικού άναπτύγματός του. 
Κατασκευάζομεν τήν Ακολουθίαν ρητών Αριθμών : 

(1 ) <*ο = Ψ 0 , α Χ = Έ 0> Έχ, α 2 = . ., α ν = Έ 0 , Έ,Έ,. 

Ή Ακολουθία (1 ) τών ρητών Αριθμών συγκλίνει είς τόν άρρητον άριθμόν α, ήτοι 

είναι: 

(2) Ιιπι α ν = α (Ιϊγπ σημαίνει δριον) 

ν — >■ 

Έστω τώρα δτι Α είναι έν γεωμετρικόν μέγεθος (π.χ. εύθύγραμμον τμήμα). Έκ 
τής Ακολουθίας (1 ) κατασκευάζομεν τήν Ακολουθίαν 

(3) Α-α,,, Α-αχ, Α·^,..., Α·α ν ,... 

ή όποία Ιχει έννοιαν Ακολουθίας όμοειδών γεωμετρικών μεγεθών πρός τό Α, καθ’ όσον 
οΐ συντελεσταί αχ, ο^, . . . , αν, . . . είναι ρητοί. 

*Η Ακολουθία γεωμετρικών μεγεθών (3), λόγιο τής σχέσεως (2), άποδεικνύεται δτι 
συγκλίνει είς όμοειδές μέγεθος πρός τό Α, συμβολιζόμενον μέ Α.α καί καλείται γινόμενον 
του γεωμετρικού μεγέθους Α έπί τόν Αρρητον Αριθμόν α. 

Παράδειγμα. Έστω Α Ιν εύθύγραμμον τμήμα καί α — V 2 = 1,414213... είς 
άρρητος άριθμός. Κατασκευάζομεν τήν Ακολουθίαν: 

«ο = 1, α, = 1,4, α β = 1,41, α 8 = 1,414, α 4 = 1,4142, α 6 — 1,41421 . . . 
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ή όποια συγκλίνει είς τόν άριθμόν Υ2 καί έξ αυτής τήν άκολουθίαν εύθυγράμμων τμημάτων. 
Α· 1, Α-1,4, Α·1,41, Α-1,414, Α-1,4142, Α-1,41421,. . . 
ή όποια συγκλίνει είς εύθύγραμμον τμήμα τό όποιον γράφεται Α· Υ2. 

254. Λόγος όμοειδών γεωμετρικών μεγεθών. Έστωσαν Α καί Β δύο 
όμοειδή γεωμετρικά μεγέθη, 6 που τό Α δέν είναι μηδενικόν. Άποδεικνύεται 
βτι (βλέπε κατωτέρω άπόδειξιν διά τά εύθύγραμμα τμήματα) πάντοτε υπάρ- 
χει μή αρνητικός άριθμός ρ, τοιοΰτος ώστε νά είναι Αρ = Β. *0 άριθμός ρ 
καλείται λόγος του μεγέθους Β πρός τό όμοειδές μέγεθος Α, γράφομεν δέ : 


Είναι φανερόν ότι 6 λόγος δύο γεωμετρικών μεγεθών είναι ό άριθμός, 
επί τό όποιον πρέπει νά πολλαπλασιάσω μεν τό Ιν έξ αύτών, διά νά λάβω- 
μεν τό άλλο. 

* 255. Αξίωμα του Άρχιμήδους. Έάν Α καί Β είναι δύο μή μηδενικά εύθύγραμ- 
μα τμήματα τοιαϋτα ώστε Α < Β, ύπάρχει φυσικός άριθμός, ν τοιοΰτος ώστε ν· Α > Β. 

Τό άνωτέρω άξίωμα διατυποΰται καί ώς έξής: 

Ή άκολουθία των εύθυγράμμων τμημάτων Α, 2Α, 3Α, . . . , νΑ. . . είναι αΰζουσα καί 
μή φραγμένη. 

θεώρημα. Έάν Α καί Β είναι δύο εύθύγραμμα τμήματα δπου τό Α δέν είναι μηδενι- 
κόν, ύπάρχει πάντοτε πραγματικός καί μή άρνητικός άριθμός ρ, τοιοΰτος ώστε νά είναι 
Α·ρ=Β. 

Άπόόειξις. ί) Έστω ότι τό τμήμα Β είναι μηδενικόν, ήτοι Β = 0. Τότε θά είναι 
Α.Ο — 0, άρα τό θεώρημα Ισχύει διά ρ = 0. 

ϋ) Έάν Α = Β τότε θά εΤναι Α.1 = Β, ήτοι τό θεώρημα Ισχύει διά ρ = 1. 

ίϋ) Έστω Α < Β. Κατασκευάζομεν τήν άκολουθίαν των εύθυγράμμων τμημάτων 
(1) Α, 2Α, 3Α,..., νΑ,... 

ή όποία, κατά τό προηγούμενον άξίωμα, είναι αΰξουσα καί μή φραγμένη. *Άρα ύπάρχει 
φυσικός άριθμός Ιε τοιοΰτος ώστε νά είναι: 

1{·Α«έΒ < (1ε + 1) Α 

α) Έάν είς τήν προηγουμένην σχέσιν Ισχύη τό = , τότε αΰτη γράφεται 1ε. Α — Β, 
ήτοι τό θεώρημα Ισχύει διά ρ = 1ε. 

β) Έάν είναι 1ε· Α < Β < (1ε + 1 ) Α, δηλαδή έάν τό Β περιέχεται έντός του άνοι- 
κτοΰ διαστήματος (1ε·Α, (1ε + 1 ) Α), τό όποιον Ιχει πλάτος Α, τότε διχοτομοϋμεν τό 
διάστημα τοϋτο καί λαμβάνομεν τά δύο διαστήματα: 


("Α· Χ'Α+Τ) 


(*·α + Α, (1·+1)Α) 


έκαστον έκ των όποίων έχει πλάτος — . Δύο είναι τά πιθανά ένδεχόμενα, ήτοι: 

Α Α ^ 

αι) Τό τμήμα Β συμπίπτει μέ τό 1ε· Α + , δηλαδή Β = 1ε·Α + ή 

Β = — . Α, όπότε τό θεώρημα Ισχύει διά ρ = ~~~ ' 


ί 

! 
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Μέτρον των γεωμετρικών μεγεθών 


β,) Τό τμήμα Β περιέχεται εις έν έκ τών δύο διαστημάτων (2), έστω εις τό πρώτον. 
Τότε διχοτομοΰμεν έκ νέου τούτο καί λαμβάνομεν δύο διαστήματα. 


(3) (Ιί·Α, 1 ε·Α + 


)■ 


(* 


Α + 


Ιί· ΑΙ- 


Α Α 

έκαστον έκ τών όποιων έχει πλάτος —— == __ . 

Ώς καί προηγουμένως, δύο είναι τά πιθανά ένδεχόμενα, ήτοι: 
α 2 ) Τό τμήμα Β συμπίπτει μέ τό τμήμα 1ί·Α + 


δηλαδή 


Β == Ιί· Α + ή Β = 1 . Α, όπότε τό θεώρημα ισχύει διά ρ — ~^Γ 1 . 

4 4 4 

β 2 ) Τό τμήμα Β περιέχεται είς έν έκ τών διαστημάτων (3). Διχοτομοΰμεν έκ νέου 
τό διάστημα είς τό όποιον περιέχεται τό τμήμα Β. Ααμβάνομεν οΰτω δύο διαστήματα πλά- 

Α 

τους — κ.ο.κ. 

2 3 

Ή αυτή σκέψις έπαναλαμβανομένη ν φοράς, θά περιορίση τό τμήμα Β μεταξύ δύο 
διαστημάτων μέ διαφοράν πλάτους Α/2 ν , έάν έν τώ μεταξύ τό Β δέν έχη συμπέσει μέ 
έν έκ τών διχοτομούντων σημείων τά προηγούμνενα διαστήματα. Μεταβαίνοντες είς τό 
δριον, όταν τό ν τείνη είς τό άπειρον, διαπιστώνομεν δτι τό τμήμα Β περιορίζεται είς δύο 
διαστήματα (τμήματα) μέ διαφοράν μηδενικού πλάτους. ’Άρα τό Β, συμπίπτει μέ τά συμ- 
πίπτοντα άκρα τοΰ μηδενικού αύτοΰ διαστήματος, τά όποια όπωσδήποτε έκφράζονται άπό 
τό στοιχεΐον Α, πολλαπλασιασμένον έπΐ κάποιον άριθμητικόν συντελεστήν. Αύτός άκριβώς 
ό συντελεστής είναι ό άριθμός ρ. 

256. Μέτρον τών γεωμετρικών μεγεθών. Έστωσαν Α καί Μ δύο όμο- 
ειδή γεωμετρικά μεγέθη. Καλούμεν μέτρον τού μεγέθους Α μέ μονάδα μετρή- 
σεως τδ μέγεθος Μ, τον λόγον. 

Α 

Μ ~ Ρ 

τού μεγέθους Α προς τό όμοειδές μέγεθος Μ. ’Άρα τδ μέτρον ρ ένδς γεωμετρι- 
κού μεγέθους είναι πραγματικδς καί μή άρνητικδς άριθμός, ό όποιος εκφράζει 
την σχέσιν τοΰ μεγέθους Α ώς πρδς την μονάδα μετρήσεως Μ. Πράγματι, έκ 
της σχέσεως (1) λαμβάνομεν 

Α = ρ·Μ 

έκ της οποίας φαίνεται ότι διά τής έπαναλήψεως ρ φοράς τής μονάδος μετρή- 
σεως Μ, λαμβάνομεν τδ Α. 

'Η εκλογή τής μονάδος μετρήσεως είναι αύθαίρετος. 


257, Μονάδες μετρήσεως τών μέχρι τοϋδε έξετασθέντων γεωμετρικών 
μεγεθών. Αί μονάδες μετρήσεως τών γεωμετρικών μεγεθών, ώς άνεφέρθη, 
Ιχουν ληφθή αύθαιρέτως, πάντως εΤναι καθωρισμέναι καί διεθνώς παραδεκταί. 

Διά τήν μέτρησιν τών μηκών χρησιμοποιείται τδ μέτρον (σύμβολον 1 ιη ). 
Τούτο ορίζεται ώς ή άπόστασις μεταξύ- δύο χαραγών έφ’ ένδς κανόνος εξ ΐρι- 
διούχου λευκοχρύσου, φυλασσομένου είς τδ διεθνές γραφεΐον μέτρων καί στα- 
θμών είς δένΓβδ τής Γαλλίας. 'Η μονάς αυτή τού μήκους λέγεται ότι είναι τδ 
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1 /40 000 000 του μήκους του ισημερινού τής Γης. Εις την κατά τό 1960 
Ιίην διεθνή συνδιάσκεψιν διά το μέτρον, άπεφασίσθη βπως αύτό άναχθή εις 
£ν ώρισμένον μήκος κύματος του φωτός. Οΰτω τό μέτρον άντιστοιχει είς 
1.650.763,73 μήκη κύματος, έν κενώ, τής πορτοκαλοχρόου γραμμής τού 
ισοτόπου 86 του στοιχείου κρυπτού. 

Έκτος τού μέτρου, τό όποιον είναι ή βασική μονάς μετρήσεως των μη- 
κών, χρησιμοποιούνται τά πολλαπλάσια καί ύποπολλαπλάσια αυτού, κυριώ- 

1 

τέρα των όποιων είναι τό 1 εκατοστόμετρου 1 οπί — πΐ καί τό έν νι- 

100 

λιόμετρον 1 Ιίΐη — 1000 ιη. 

Διά τήν μέτρησιν των γωνιών χρησιμοποιούνται αί έξης μονάδες : 

«) Ή μοίρα (σύμβολον 1°). Αΰτη είναι τό 1/360 τής πλήρους γωνίας 
(1 πλήρης γωνία =4 όρθαί). *Η μοίρα υποδιαιρείται εις 60 πρώτα λεπτά 
(60' ) καί έκαστον πρώτον λεπτόν είς 60 δεύτερα (60" ). 

π) Ό βαθμός (σύμβολον 1® ). Ούτος είναι τό 1/400 τής πλήρους γωνίας 
καί υποδιαιρείται κατά τό δεκαδικόν σύστημα. 

ίίί) Τό άκτίνιον (σύμβολον 1 Γδκΐ). Τούτο είναι γωνία, ή οποία καθι- 
στάμενη έπίκεντρος δέχεται τόξον, τού όποιου τό μήκος I είναι ίσον πρός τό 
μήκος Κ τής άκτΐνος διά τής όποιας έγράφη (σχ. 258). 

Μία πλήρης γωνία, θά άποδειχθή είς άλλο κεφάλαιο, δτι έχει 2π άκτίνια, 
δπου π =3,14159... αριθμός ασύμμετρος. Τό άκτίνιον υποδιαιρείται κατά τό 
δεκαδικόν σύστημα. "Εν άκτίνιον είναι ίσον μέ 57°17 / 44", 8 περίπου. 

Άντιστοίχως πρός τάς μονάδας μετρήσεως τών 
γωνιών, ορίζονται καί αί μονάδες μετρήσεως τών 
τόξων ίσων κύκλων, ήτοι : 

ί ) Ή μοίρα, ίση πρός τό 1 /360 τού κύκλου. 

Η ) Ό βαθμός, ίσος πρός τό 1 /400 τού κύ- 
κλου καί 

Ιίί) Τό άκτίνιον, ίσον πρός τό 1 /2π τού κύκλου. 

258 . Σύμμετρα γεωμετρικά μεγέθη καλούνται 
δύο όμοειδή γεωμετρικά μεγέθη Α καί Β, έάν είναι πολλαπλάσια ένός καί τού 
αυτού όμοειδοΰς πρός αύτά μεγέθους Γ. Δηλαδή έάν είναι : 

Α =ί£·Γ καί Β =λ·Γ 
βπου 1ί καί λ είναι ακέραιοι άριθμοί. 

Τότε λέγομεν δτι τά μεγέθη Α καί Β έχουν κοινόν μέτρον, καί έννοούμεν 
δτι ύπάρχει όμοειδές πρός αύτά μέγεθος Γ τό όποιον, ώς μονάς μετρήσεως 
διά τά Α καί Β, παρέχει διά τά μέτρα αυτών άκεραίους άριθμούς καί λ. 

259. Θεώρημα. Ό λόγος δύο όμοιειδών γεωμετρικών μεγεθών είναι 
Ισος πρός τόν λόγον τών μέτρων των, δταν μετρηθούν μέ τήν αυτήν μο- 
νάδα μετρήσεως. 
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Άπόδειξις. ’Άς θεωρήσωμεν δύο δμοειδή γεωμετρικά μεγέθη Α καί Β 
και έστωσαν α καί β τά μέτρα των ώς πρύς τήν αυτήν μονάδα μετρήσεως Μ. 

Τότε θά είναι Α = α·Μ, Β = β·Μ =► Α = — = — , διότι 

Β β·Μ β Μ β 

— = 1 <=> Μ = 1·Μ. Άρα είναι — = — . 

Μ Β β 


260. Άναλογίαι καί Ιδιότητες αυτών. Έστωσαν 

Ω χ = {Α,Β,Γ,..., X,...} καί Ω 2 = {α,β,γ,...,χ,...} 
δύο σύνολα, Ικαστον μέ στοιχεία όμοιεδή γεωμετρικά μεγέθη, χωρίς κατ’ 
ανάγκην τά στοιχεία τού συνόλου Ω 1? νά είναι δμοειδή πρύς τά στοιχεία τού 
συνόλου Ω 2 . ’Άς θεωρήσωμεν ότι μεταξύ των στοιχείων των δύο συνόλων 
ύπάρχει μία άμφιμονοσήμαντος άντιστοιχία, ήτοι : 


Α, Β, Γ,,.. X... 

| | $ | 

«1 β, Ύι··· X- 

(π.χ. έπίκεντροι γωνίαι καί άντίστοιχα αύτών τόξα τού αύτού κύκλου). 
* Η άντιστοιχία αυτή θά καλήται άναλογία τότε καί μόνον τότε, όταν δ λόγος 
Α 

δύο τυχόντων στοιχείων τού ένδς συνόλου Ω 1 είναι ίσος πρύς τύν λόγον 

Β 


β 

( 1 ) 


των άντίστοίχων στοιχείων τού άλλου συνόλου Ω 2 , ήτοι όταν είναι : 


Α_ 

Β 


Εις τήν προηγουμένην σχέσιν, τά γεωμετρικά στοιχεία Α, Β, α καί β 
καλούνται δροι της άναλογίας. Τά Α καί β καλούνται ϋκροτ δροι καί τά Β καί α 

μέσοι δροι. 

Τϊ σχέσις (1) είναι ούσιαστικώς ίσότης άριθμητικών κλασμάτων (§ 
259) καί κατά συνέπειαν, έάν άντί των μεγεθών χρησιμοποιήσωμεν τά μέτρα 
των, ισχύουν αί γνωσταί εκ της Άλγέβρας ιδιότητες των ίσων κλασμάτων. 
Άπύ αύτάς ύπενθυμίζομεν τάς έξης σπουδαιοτέρας : 

ο Έάν — = X αδ = βγ 
β δ 

β_ 

γ δ 

«± β Υ± * 


ίί) Έάν 


β 


ίϋ) Έάν — = 

β δ 


Χ^Χ 
δ 

γ 


ίν) Έάν 


_ X - 


κ _ α + γ 4- ... 4~ * 

Τ ~ ρ + δ+ ... + λ 



ο 
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Παρατήρησές. Έάν εις τάς άνω Αναλογίας θεωρώμεν αντί των μέτρων 
των τά γεωμετρικά μεγέθη, Απαιτείται προσοχή είς τάς Ιδιότητας. "Οπου 
εμφανίζονται Αθροίσματα (άντιστοίχως διαφοραί), πρέπει νά εΤναι γεωμετρικά 
στοιχεία του αύτου συνόλου (όμοειδή), διά νά έχουν νόημα αί πράξεις. 

★ 261 . “Ιδιότητες τών άναλόγων γεωμετρικών μεγεθών. 

Έστωσαν Λι Ξ {Α,Β . . ,,Χ, . . .} καί — {α,β, . . .χ, . , .} δύο σύνολα γεωμετρι- 
κών μεγεθών, διά τά όποια μεταξύ τών στοιχείων των ύφίσταται μία άμφιμονοσήμαντος 

άντιστοιχία κατά τήν έννοιαν Α < > α, Β < >· β, . . . , X — >■ χ, . . . 

“Εάν ή άντιστοιχία αύτη είναι άναλογία, Ισχύουν αί τρεις ιδιότητες: 

I) Ή Ισότης δύο στοιχείων του συνόλου Ωχ συνεπάγεται τήν ισότητα τών Αντιστοί- 
χων στοιχείων τοϋ συνόλου Ως ήτοι: 

έάν Α = Β <=>· α = β. 

II) Τό άθροισμα δύο στοιχείων του συνόλου Ωχ £χει ως Αντίστοιχον τό Αθροισμα 
τών Αντιστοίχων στοιχείων του συνόλου Ω„ ήτοι: 

Έάν Α 4- Β = Γ -<==> α + β = γ, όπου Γ < — ► γ. 

III) Έάν δύο στοιχεία του συνόλου Ωχ είναι άνισα, τά Αντίστοιχα αύτών τοϋ συνόλου 
Ω 8 είναι όμοιοστρόφως άνισα ήτοι: 

έάν Α > β -Φ=>- α > β. 

Καί άντιστρόφως, έάν Ισχύουν αί τρεις Ανωτέρω ιδιότητες ή άμφιμονοσήμαντος 
άντιστοιχεία μεταξύ τών στοιχείων τών συνόλων Ωχ καί Ως είναι άναλογία. 

“Απόδειξις. “Ως ύπόθεσιν ϊχομεν δτι τά στοιχεία τοϋ συνόλου Ωχ, είναι Ανάλογα πρός 
τά στοιχεία τοϋ συνόλου Ω 8 ήτοι: 

(ΐ) Α = _£- 

.Β β 

Δ . Λ ΤΙ _/ Α . » V -ϊ_ \ ί ® 1 4 ' _ ί 


έ) Έάν Α = Β, τότε 


1 καί έκ της (1) έπεται = 1 ή α = β. 

β 


11) Έκ της (1), έφαρμόζοντες γνωστήν Ιδιότητα τών Αναλογιών λαμβάνομεν 

^ = - α καί έπειδή Β < >■ β Ιπεται δτι Α + Β ■<· >■ α + β ή Γ < > γ δπου 

Β β 

έθέσαμεν Γ = Α + Β καί γ = α + β. 

1ϋ) Έάν Α > Β τότε θά είναι Α_ > 1 καί έκ τής (1 ) έπεται δτι 

-Α > 1 άρα α > β. 
β 

"Αντιστρόφως. Έστωσαν Α καί Β δύο τυχόντα στοιχεία τοϋ συνόλου Ωχ. "Ας ύπο- 
θέσωμεν δτι ταυτα είναι σύμμετρα, ήτι ύπάρχει στοιχεΐον Γ^Ωχ τοιοΰτον ώστε τά Α καί 
Β νά είναι πολλαπλάσια αύτοϋ, δηλαδή: 

(2) Α = ΙοΓ, Β = λ·Γ 
Τότε θά είναι: 

(3) Α = Α 

Β λ 


Αί σχέσεις (2) γράφονται άντιστοίχως: 

Α = Γ + Γ+ ... + Γ 

^ " · 11 - Ι' · ·ΙΙ· » > [/ ·.··ΙΙ··|ΙΙΙ<Ι· ί 

1ί προσθετέοι, 


Β = Γ + Γ + ... + Γ 
λ προσθετέοι 
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Μέση ανάλογο^ 


Κατά τήν Ιδιότητα ϋ ) θά έχωμεν τότε : 

α — γ + Υ 4- · · ■ + γ 


β = γ + γ 4- . . + γ 


1ε προσθετέοι, λ προσθετέοι 

η α = 1ί·γ, β = λ·γ 

έκ των όποιων λαμβάνομεν: 

(4.) 4 = — 

' β λ 

Έκ των (3) καί (4) Ιπεται δτι: 


Α 

Β 


Έάν τά στοιχεία Α καί Β δεν έχουν κοινόν μέτρον, τότε ό λόγος — — είναι άσύμμε- 

Β 

τρος άριθμδς καί ή κατά προσέγγισιν τιμή αύτοΰ οίασδήποτε τάξεως, ώς ρητός άριθμός, 


θά είναι ίση μέ τήν κατά προσέγγισιν τιμήν της αυτής τάξεως τοΰ λόγου 


β 


Μεταβαί- 


νοντες είς τό οριον, όταν ή προσέγγισις γίνη άπειρου τάξεως, λαμβάνομεν: 

Α α 

Β β 

’Άρα τά στοιχεία τοΰ συνόλου είναι άνάλογα πρός τά στοιχεία του συνόλου ί> 2 , 
έφ’ όσον Ισχύουν αί τρεις άνωτέρω Ιδιότητες. 

262. Μέση άνάλογος δύο όμοειδών γεωμετρικών μεγεθών Α καί Β 
καλείται Εν όμοειδές πρός αυτά γεωμετρικόν μέγεθος Μ, διά τό όποιον ισχύει 
ή σχέσις : 

Α Μ 


Μ 2 = ΑΒ. 

Μ Β 

Τότε ή άνωτέρω άναλογία λέγεται συνεχής. 

263. Τετάρτη άνάλογος τριών όμοειδών γεωμετρικών μεγεθών Α,Β, 
και Γ, καλείται Εν όμοειδές πρός αυτά γεωμετρικόν μέγεθος Τ, διά τό όποιον 
ισχύει ή σχέσις : 

α. __ _γ 

β ” τ 

(τό Τ κατέχει τήν τετάρτην θέσιν είς τήν άναλογίαν). 


ΑΣΚΗΣΕΙΣ 


414. Έάν είναι -Α = Α , νά δειχθή δτι: ΑΑΑΑ — .. Α. Α-Α . . Όμοίως δτι: 


β δ 

. ^ Α Α Α . — Α?Α δπου 1ε, λ άριθμητικοί συντελεσταί. 

β δ 

415. Έάν είναι -Α — - -X- νά δειχθή δτι: -Α — Αί 

β δ Α " α + β γ+δ 

.. ΑΑ .... Α -.- = Α ΐ ± — δπου 1ε, λ, μ, ν, άριθμητικοί συντελεσταί. 
μα + νβ μγ + νδ 

416. Έάν είναι Α = Α νά δειχθή ότι - α — ΑχΑ = Α . 

β δ αβ + γδ β 


' Ομοίως δτι : 
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417 . Έάν οΐ αριθμοί α, β, γ είναι άνάλογοι πρδς τούς άριθμοΰς 1, 2, 4, δείξατε οτι 
τδ άθροισμα α + β + γ είναι πολλαπλάσιον τοϋ 7. 

418 . Έάν είναι ~~ = — Χΐ- , δείξατε οτι : ~ αι , ^ . 

α 2 β 2 Ϊ 2 5α 2 — 7β 2 + 3γ 2 α 2 

419 . Νάάποδειχθη δτι, έάν είναι Χΐ — = ... = -£ί- τότε 

α 2 βϊ Ρ 2 

. ^1 - ^ 1·— " Ί~ = XX 6που 1 γ, λ, . . - , ν αριθμητικοί συντελεσταί. 

*«»+ λβ 3 + ... + ν Ρί α 3 

420 . Έάν είναι -Χ~ = -X- , δείξατε δτι : . 

β γ δ δ \ γ / 

ΘΕΩΡΗΜΑ ΤΟΥ ΘΑΑΟΥ (*) 

264 . Θεώρημα : Έάν δύο εύθεϊαι (ε) καί (ε') τέμνωνται ύπό τριών του- 
λάχιστον παραλλήλων ευθειών, τα άποκτόμενα τμήματα έπι τών (ε) καί (ε') 
άντιστοίχως ύπό τών παραλλήλων τούτων, είναι άνάλογα. 

*Απόδειξις. Έστωσαν (ε) καί (ε') δύο τυχοΰσαι εύθεϊαι του επιπέδου 
καί (δ 1 ), (δ 2 ) καί (δ 3 ) τρεις παράλληλοι μεταξύ των εύθεϊαι, αί όποΐαι τέμνουν 
τάς (ε) καί (ε') άντιστοίχως εις τα σημεία Α καί Α', Β καί Β', Γ καί Γ' (σχ. 
259). Θά δείξωμεν δτι είναι : 

ΑΒ _ Α'Β' 

ΒΓ “ Β'Γ' 

ί) ’Έστω δτι τά τμήματα ΑΒ καί ΒΓ επί της (ε) έπιδέχονται ώς κοινδν 
μέτρον έν εύθύγραμμον τμήμα μ, ήτοι άμφότερα είναι πολλαπλάσια αύτου. 
Τότε θά είναι : 

(1) ΑΒ = Ιίμ καί ΒΓ =λμ 
δπου 1ε καί λ άκέραιοι αριθμοί. 

Διαίρουμεν τδ τμήμα ΑΒ είς 1ί 
τμήματα ίσα πρδς τδ μ καί τδ 
ΒΓ είς λ τμήματα ίσα πρδς τδ 
μ. Άπδ τά διαιρετικά σημεία 
φέρομεν εύθείας παραλλήλους 
πρδς τάς δοθείσας. Αύται τέ- 
μνουν τήν εύθεϊαν (ε' ) καί ορί- 
ζουν έπ’ αύτής Ιε + λ τδ πλή- 
θος ίσα τμήματα καί έστω ν 
τδ μήκος έκαστου. Τότε θά 
είναι : 



* Θαλής (έκ Φοινίκης ΣΤ' π.Χ. αΙών). Μετέβη είς Αίγυπτον καί έμέτρησε τδ ύψος 
των πυραμίδων έκ της σκιάς των. Φέρει τήν γεωμετρίαν είς τήν Ελλάδα, Ιδρύει είς Μίλητον 
τήν Ιωνικήν Σχολήν καί πλουτίζει τήν έπιστήμην μέ πολλά θεωρήματα τοΰ ισοσκελούς 
τριγώνου, της έγγεγραμμένης γωνίας καί των όμοιων τριγώνων μέσω τοϋ σπουδαιοτέρου 
θεωρήματος τοϋ τρίτου βιβλίου της γεωμετρίας περί παραλλήλων ευθειών καί άναλό- 
γων τμημάτων. 
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( 2 ) 


Α'Β' = Ιίν καί Β'Γ' = λν. 


Έκ των σχέσεων (1) και (2) λαμβάνομεν : 


ΑΒ 

Ιίμ 

— καί 
λ 

Α'Β' _ 

Ιεν 

ΒΓ 

λμ 

Β'Γ' " 

λν 


καί έξ αύτών : 



(3) 

ΑΒ 

Α'Β' 


ΒΓ 

Β'Γ' 


λ 


ϋ) Έάν τά τμήματα ΑΒ καί ΒΓ δέν ίχουν κοινόν μέτρον, τότε ό λόγος είναι 

ΒΓ 

άσύμμετοος άριθμός καί ή κατά προσέγγισιν τιμή αυτού οίασδήποτε τάξεως, πού θά είναι 

ρητός αριθμός, θά είναι ίση μέ τήν κατά προσέγγισιν τιμήν του λόγου της αύτης 

Β'Γ' 

τάξεως. Λαμβάνοντες τά 8ρια των ίσων λόγων, όταν ή προσέγγισις γίνη άπειρου τάξεως, 
όπότε θά Ιχωμεν τήν άκριβή τιμήν των λόγων τούτων εύρίσκομεν: 


ΑΒ Α'Β 
ΒΓ Β'Γ' 


ίίί) "Εστω δτι αί εύθεΐαι (ε) καί 
λήλων εύθειών (δ Χ ), (δ 8 ), (δ 8 ) καί 
(δ 4 ), εις τά σημεία Α καί Α', Β 
καί Β', Γ καί Γ', Δ καί Δ' άντιστοί- 
χως (σχ. 260). Τότε θά είναι : 

ΑΒ Α'Β' . ΒΓ Β'Γ' 

— καί — . 

ΒΓ Β'Γ' ΓΔ Γ'Δ' 

Πολλαπλασιάζομεν αύτάς κατά 
μέλη καί έχομεν : 

ΑΒ ΒΓ Α'Β' Β'Γ' 

== Αρα 

ΒΓ ΓΔ Β'Γ' Γ'Δ' 

ΑΒ = Α'Β' 

ΓΔ ~ Γ'Δ' 


,ε') τέμνονται υπό τεσσάρων παραλ- 



Παρατήρησις : Άπό τήν άναλογίαν (3) λαμβάνομεν 

ΑΒ +ΒΓ _ Α'Β' + Β'Γ' ΑΓ Α'Γ' 

ΒΓ Β'Γ' ^ ΒΓ ~ Β'Γ' 


* Ομοίως εύρίσκομεν 


ΑΓ 

ΓΔ 


Α'Γ' 
Γ'Δ' ’ 


ΑΔ 

ΑΒ 


Α'Δ' 


Α'Β' 


καί 


γενικώς, 


οία- 


δήποτε τμήματα οριζόμενα διά των παραλλήλων έπί της μιας εύθείας εί- 
ναι ανάλογα πρός τά άντίστοιχα τμήματα αύτών έπί της άλλης. 


265. θεώρημα (Αντίστροφον τοΟ προηγουμένου). ΊΕστωσαν (δ 1 ) καί 
(δ 2 ) δύο παράλληλοι εύθεϊαι καί (ε), (β') δύο εύθεΐαι τέμνουσαι τάς παραλλή- 
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λους είς τά Α καί Α', Β καί Β' άντιστοίχως. Έάν Γ και Γ' είναι σημεία τών 
τμημάτων ΑΒ καί Α'Β' άντιστοίχως τοιαΰτα, ώστε νά είναι 


τότε ή εύθεΐα ΓΓ' είναι παράλληλος πρός τάς (δχ) καί (δ 2 ). 

Άπόδειξις. Έάν ή ΓΓ' δέν είναι παράλληλος των (δχ) καί (δ β ), έκ του Γ 
φέρομεν παράλληλον πρός αύτάς, ή οποία τέμνει τό τμήμα Α'Β' έστω είς τό 
Γχ (σχ. 261 ). Τό Γχ είναι σημείον του τμήματος Α'Β', διότι έάν ήτο έκτός του 
Α'Β', έστω πρός τό μέρος του Β', ή ΓΓχ θά έτεμνε την ΒΒ'. ’Αλλά αυτό δέν 
δύναται νά συμβαίνη διότι ή ΓΓχ έθεωρήθη παράλληλος της ΒΒ'. 

ΑΓ Α'Γ 

Τότε θά είναι = -γγγ- ♦ Έξ αύτης καί της δοθείσης, λαμβάνομεν: 


Α'Γ' +Γ'Β' Α'Γχ + ΓχΒ' 
Γ'Β' ~ ΓχΒ' 


„ Α'Β' 

ή -- — - 

Γ'Β' 


’Άρα Γ'Β' = ΓχΒ' έκ της οποίας Ιπεται Γ' = Γχ, βπερ άτοπον, διότι 
τά Γ' καί Γχ ύπετέθησαν διάφορα άλλήλων. Επομένως πρέπει νά είναι ή ΓΓ' 
παράλληλος πρός τάς (δχ) καί (δ 8 ). 




Σχ. 261 


Σχ. 262 


Πόρισμα. Έάν εύθεΐα παράλληλος πρός τήν πλευράν ΒΓ τριγώνου 
ΑΒΓ, τέμνη τάς ΑΒ καί ΑΓ είς τά σημεία Β' και Γ' άντιστοίχως, τότε εΐ χ ν αι 


ΑΒ' ΑΓ' 


καί άντιστρόφως. 


Πράγματι, άρκεί νά θεωρήσωμεν έκ της κορυφής Α εύθεΐαν (ε) παράλ- 
ληλον της ΒΓ καί νά έφαρμόσωμεν τό θεώρημα του Θαλου διά τάς παραλλή- 
λους (ε) // Β'Γ' II ΒΓ τεμνομένας υπό των ΑΒ καί ΑΓ (σχ. 262). 


Άπό τήν άνω αναλογίαν εύρίσκομεν καί 


ν ΑΒ' ΑΓ' 
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Κατασκευή τετάρτης άναλόγου 



266 . Πρόβλημα 1 Κατασκευή τετάρτης άναλόγου. Αοθέντων τριών 
εύθυγράμμων τμημάτων α, β και γ, νά κατασκευασθή τμήμα χ, τό όποιον νά 
πληροί τήν σχέσιν : 


Λύσις. ΈπΙ τής πλευράς Οχ' τυχούσης γωνίας χ'Ογ' λαμβάνομεν δια- 
δοχικώς τμήματα ΟΑ = α, ΑΒ = β καί επί τής Ογ' τμήμα ΟΓ — γ (σχ. 
263). Φέρομεν τήν ΑΓ καί εκ του Β παράλληλον πρδς τήν ΑΓ, ή οποία τέμνει 
τήν Ογ' ε!ς τδ σημεΐον Δ. Τδ τμήμα ΓΔ είναι το ζητούμενον X, διότι κατά τδ 
προηγούμενον πόρισμα θά έχωμεν : 



Σχ. 263 


Σχ. 264 


267. Πρόβλημα II. Διαίρεσις εύθυγράμμου τμήματος είς δεδο- 
μένον λόγον. Έπι δοθέντος εύθυγράμμου τμήματος ΑΒ νά εύρεθή σημεΐον 
Γ (ένδιάμεσον των Α και Β), ούτως ώστε νά είναι 


Λύσις. Έκ του Α φέρομεν τυχοΰσαν ήμιευθεΐαν Αχ επί τής όποιας 
λαμβάνομεν διαδοχικώς δύο τμήματα ΑΔ . = μ καί ΔΕ =ν (σχ. 264). Φέρο- 
μεν τήν ΕΒ καί έκ του Δ παράλληλον πρδς αυτήν, ή οποία τέμνει τήν ΑΒ είς τδ 
Γ. Τότε είναι προφανώς 


Παρατήρησις. Διά του θεωρήματος του Θαλοΰ, ό λόγος δύο εύθυγράμ- 
μων τμημάτων, τά όποια εύρίσκονται επί τής αύτής ευθείας, δύναται νά μετα- 
φερθή διά παραλλήλων εύθειών, είς τδν λόγον αντιστοίχων πρδς αύτά εύθυ- 
γράμμων τμημάτων επί οίασδήποτε άλλης ευθείας. 
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Α\ 


421. Τρεις παράλληλοι εύθεΐαι (ε χ ), (ε 2 ), (ε 3 ) διατεταγμέναι κατά τήν σειράν αυτήν, 
άπέχουν αί δύο πρώται άπόστασιν 2α καί ή δευτέρα μέ τήν τρίτην άπόστασιν 5α, Εύθεϊα 
τέμνουσα αύτάς είς τά Α, Β, Γ, άντιστοίχως έχει ΑΒ = 3α. Να ύπολογισθή τδ τμήμα ΒΓ. 

422. Είς τήν προηγουμένην άσκησιν, έάν είναι ΑΓ = 21α, νά ύπολογισθή τδ τμήμα 
ΒΓ. 

423. Τρίγωνον ΑΒΓ έχει ΑΒ = 9λ καί ΑΓ = Ι5λ. Άπδ τδ κέντρον βάρους του 
Κ φέρομεν εύθεΐαν παράλληλόν τής ΒΓ, ή όποία τέμνει τάς ΑΒ καί ΑΓ είς τά Δ καί Ε άντι- 
στοίχως. Νά ύπολογισθουν τά τμήματα ΑΛ καί ΓΕ. 

424. Δίδεται τραπέζιον ΑΒΓΔ (ΑΒ // ΓΔ) μέ ΑΔ = 6α καί ΒΓ = 4α. ΈπΙ των 

3α 

ΑΔ καί ΒΓ λαμβάνομεν σημεία Ε καί Ζ άντιστοίχως, ούτως ώστε νά είναι ΑΕ = καί 

2 

ΒΖ = α. Νά άποδειχθή δτι ή ΕΖ είναι παράλληλος πρδς τάς βάσεις τού τραπεζίου. 

425. Εύθύγραμμον τμήμα ΑΒ νά διαιρεθή είς τρία τμήματα άνάλογα των άριθμών 
1, 3, 5. 

426. Νά εύρεθή τδ κέντρον βάρους τριγώνου ΑΒΓ χωρίς νά άχθη διάμεσος. 

427. Είς τρίγωνον ΑΒΓ, ή ευθεία ή όποία όρίζεται άπό τήν κορυφήν Β καί άπό τδ 

μέσον Ε της διαμέσου ΑΔ, τέμνει τήν ΑΓ είς τδ Ζ. Δείξατε δτι -5^- = . 

ΖΓ 2 

428. Εύθεϊα παράλληλος πρδς τήν διάμεσον ΑΔ τριγώνου ΑΒΓ τέμνει τάς ΑΒ, ΒΓ, 

ΑΕ _ ^ΑΒ 
ΑΗ ΑΓ ' 

429. Άπδ τδ μέσον Δ τής πλευράς ΒΓ τριγώνου ΑΒΓ φέρομεν τυχούσαν εύθεΐαν 

ΕΑ ΖΑ 

τέμνουσαν τάς ΑΒ καί ΑΓ είς τά Ε καί Ζ άντιστοίχως. Δείξατε δτι είναι - = - · · . 

ΕΒ ΖΓ 

430. Έκ σημείου Δ τής πλευράς ΑΒ τριγώνου ΑΒΓ φέρομεν ΔΕ // ΒΓ, έκ τοϋ Ε 

ΛΑ χτο 

φέρομεν ΕΖ / / ΑΒ καί έκ τού Ζ φέρομεν ΖΗ // ΓΑ. Δείξατε δτι είναι — — = - . 

431. Είς τετράπλευρον ΑΒΓΔ ή έκ τού Α παράλληλος πρδς τήν ΒΓ τέμνει τήν ΒΔ 
είς τδ Ε καί ή έκ τοϋ Ε παράλληλος πρδς τήν ΔΓ τέμνει τήν ΑΓ είς τδ Ζ. Δείξατε δτι είναι 
ΒΖ // ΑΔ. : 


ΓΑ είς τά Ε, Ζ, Η άντιστοίχως. Δείξατε δτι είναι 


ΟΜΟΙΑ ΤΡΙΓΩΝΑ 

268. * Ορισμός. Δύο τρίγωνα καλούνται όμοια, 6ταν είναι ισογώνια, 
ήτοι δταν έχουν τάς γωνίας των ίσας, μίαν προς μίαν. 

Αί άπέναντι των ϊσων γωνιών πλευ- 
ραί καλούνται όμόλογοί πλευραί. Διά τήν 
ομοιότητα δύο τριγώνων ΑΒΓ καί ΔΕΖ 
χρησιμοποιούμεν τδν συμβολισμόν γρά- 
φομεν δηλαδή (σχ. 265). 


(1) 


Δ 

ΑΒΓ 


ΔΕΖ. 


Έφιστάται ή προσοχή είς την σει- 
ράν της άναγραφής των γραμμάτων 
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Α,Β,Γ καί Δ,Ε,Ζ. Πρέπει νά είναι τοιαύτη, ώστε αί κορυφαί, εις τάς οποίας 
άντιστοιχούν ΐσαι γωνίαι διά τά δύο όμοια τρίγωνα, νά άναγράφωνται μέ τήν 
αυτήν σειράν. (Τούτο δέν είναι άναγκαΐον, άλλά Ιχει μόνον πρακτικήν σημα- 
σίαν). Έκ της σχέσεως (1) Ιπεται άμέσως τότε βτι είς τά δύο τρίγωνα είναι 

Α = Δ, Β = Ε καί Γ == Ζ επί πλέον δέ ότι τά τρία ζεύγη των όμολόγων 
πλευρών εϊναι τά (ΑΒ, ΔΕ), (ΒΓ, ΕΖ) καί (ΓΑ, ΖΔ). 

Έκ του όρισμοΰ της όμοιότητος των τριγώνων, έπονται αί έξης ιδιό- 
τητες : 

Δ Δ 

ί) Παν τρίγωνον ΑΒΓ, είναι δμοιον πρός έαυτό, ήτοι είναι ΑΒΓ ΑΒΓ 
(ανακλαστική ). 

η) Έάν είναι ΑΒΓ ΔΕΖ, τότε θά είναι καί ΔΕΖ «« ΑΒΓ (συμμε- 
τρική ). 

ίίί) Έάν είναι ΑΒΓ ΔΕΖ καί ΔΕΖ =« ΗΘΙ, τότε θά είναι καί 

ΑΒΓ ^ ΗΘΙ (μεταβατική). 

"Αρα ή σχέσις τής όμοιότητος είναι σχέσις Ισοδυναμίας. 

Έκ τού όρισμού τής όμοιότητος δύο τριγώνων Ιπονται τά έξης πορίσματα. 

Πόρισμα I. Έάν δύο τρίγωνα Εχουν δύο γωνίας των ίσας, μίαν πρός 
μίαν, τότε είναι δμοια, διότι κατά τήν § 105, πόρ. II έχουν και τήν τρίτην 
γωνίαν αύτών ϊσην. 

Πόρισμα Π. Έάν δύο όρθογώνια τρίγωνα Εχουν μίαν τών οξειών γω- 
νιών των Ισην, είναι δμοια. 

Πόρισμα III. Έάν δύο Ισοσκελή τρίγωνα Εχουν τήν γωνίαν τής κο- 
ρυφής τών ίσων πλευρών ϊσην, ή μίαν τών παρά τήν βάσιν τών ίσων πλευ- 
ρών γωνίαν Ισην, τότε είναι δμοια (σχ. 266). 

Πόρισμα IV. Τό έπΐ τήν ύποτείνουσαν ύψος όρθογωνίου τριγώνου 
διαιρεί τούτο είς δύο άλλα όρθογώνια τρίγωνα, δμοια πρός τό άρχικόν καί 
μεταξύ των δμοια. 

Δ Δ 

Πράγματι ΑΔΒ ΓΑΒ (σχ. 267), διότι εΐναι ορθογώνια καί έχουν τήν 
γωνίαν Β κοινήν. 





Σχ. 266 


Σχ. 267 
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Δ Δ ^ 

'Ομοίως ΓΔΑ ΓΑΒ, διότι είναι ορθογώνια και έχουν τήν γωνίαν Γ 
Δ Δ 

κοινήν. "Αρα θά είναι καί ΑΔΒ ^ ΓΔΑ. 

269. Θεώρημα. Δύο δμοια τρίγωνα, Μχουν τάς όμολόγους πλευράς των 
άναλόγους. 

Δ Δ 

Άπόδειξις. "Εστω ΑΒΓ «= ΔΕΖ (σχ. 268). Έπί της πλευράς ΑΒ 
λαμβάνομεν τμήμα ΑΕ' = ΔΕ καί έκ του Ε' φέρομεν παράλληλον της ΒΓ, ή 

οποία τέμνει την ΑΓ εις τδ Ζ'. Τότε είναι ΑΕ'Ζ' = ΔΕΖ ώς έχοντα Α = Δ, 

ί? =ίϊ = Ε' καί ΑΕ' = ΔΕ. "Αρα ΑΖ' = ΔΖ καί ΕΖ' = ΕΖ καί τότε 
(§ 265, πορ.) είναι: 

,, , ΑΒ ΑΓ ΑΒ ΑΓ 

ΑΕ' ΑΖ' ΔΕ ΔΖ 

Έκ του Ζ' φέρομεν παράλληλον της ΑΒ, ή όποια τέμνει τήν ΒΓ είς τδ Η. 
Τότε τδ τετράπλευρον Ε'Ζ'ΗΒ είναι παραλληλόγραμμον. "Αρα ΒΗ = Ε'Ζ' 
= ΕΖ. Επομένως θά έχωμεν : 

/0 , ΑΓ ΒΓ ΑΓ ΒΓ 

( 2 ) =— => = 

ΑΖ' ΒΗ ΔΖ ΕΖ 

*Απδ τάς δευτέρας έκ των σχέσεων (1) καί (2), έπεται ότι : 

ΑΒ ΑΓ ΒΓ 


Παρατήρησις. Ισοδύναμος πρδς τήν άνωτέρω ισότητα (1) είναι καί ή 
ΑΒ · ΑΖ' = ΑΕ' ■ ΑΓ, όπου τά γινόμενα των μελών της ερμηνεύονται (πρδς 
τδ παρδν) ώς γινόμενα των μέτρων των εύθυγράμμων τμημάτων τά όποια 
περιέχουν (σχέσις μέτρων). 




Σχ. 268 

270. Θεώρημα (Αντίστροφον τοδ προηγουμένου). Έάν δύο τρίγωνα 
ϊχουν τάς πλευράς των άναλόγους, είναι δμοια. 

* Απόδειξις. Έστωσαν τά τρίγωνα ΑΒΓ καί ΔΕΖ (σχ. 269), διά τά 
όποια ισχύει : 

ΑΒ ΑΓ ΒΓ 
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... ΈπΙ της ΑΒ λαμβάνομεν τμήμα ΑΙ = ΔΕ καί έκ του I φέρομεν παράλ- 
ληλον πρδς την ΒΓ, ή οποία τέμνει τήν ΑΓ εις τδ Κ. Είναι προφανώς 


( 2 ) 


ΑΒΓ ^ ΑΙΚ, 




διότι είναι ισογώνια. Άρα κατά τό προηγούμενον θεώρημα θά είναι : 

3 ΑΒ _ ΑΓ _ ΒΓ 

ΑΙ ~ ΑΚ ~ ΙΚ 

Αλλά τά πρώτα μέλη των (1) καί (3) είναι ισα, διότι ΑΙ = ΔΕ. "Αρα 
ΑΓ ΑΓ , ΒΓ ΒΓ 

και 


θά είναι καί 


ΔΖ ΑΚ ΕΖ ΙΚ 

ΔΖ = ΑΚ καί ΕΖ — ΙΚ άντιστοίχως. 


έκ των όποίιον έπεται : 


Δ Δ 

Επομένως είναι ΔΕΖ = ΑΙΚ (Π - Π - Π) καί λόγω της σχέσεως (2 ) 

Δ Δ 

λαμβάνομεν ΑΒΓ ;=« ΔΕΖ. 

Παρατήρησις. Ό λόγος δύο ομολόγων πλευρών δύο όμοιων τριγώνο>ν 

καλείται λόγος όμοιότητος αύτών. 

271. Θεώρημα. Έάν δύο τρίγωνα Εχουν μίαν γωνίαν ϊσην, περιεχο- 
μένην μεταξύ άναλόγων πλευρών, είναι δμοια. 

Άπόδειξις. ’Έστωσαν τά τρίγωνα ΑΒΓ καί ΔΕΖ (σχ. 269) διά τά 


όποια ισχύει 


( 1 ) 


Α = Δ 


ΑΒ 


ΑΓ 


και 


ΔΕ ΔΖ 

Έπί τής ΑΒ λαμβάνομεν ΑΙ = ΔΕ καί φέρομεν ΙΚ / /ΒΓ. Τότε είναι 
προφανώς : 

(2) ^ ΑΒΓ ^ ΑΙΚ 

καί επομένως : 

Ο) Αϋ 

ΑΙ ΑΚ 

Τά πρώτα μέλη τών αναλογιών (1 ) καί (3) είναι ϊσα, διότι ΔΕ — ΑΙ έξ 
ύποθέσεως. "Αρα θά είναι καί : 

ΑΓ ΑΓ 


ΔΖ ΑΚ 


έκ τής οποίας έπεται 6τι ΑΚ = ΔΖ. 
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Δ Δ 

Επομένως ΑΙΚ = ΔΕΖ (Π - Γ - Π). ΊΑρα, λόγω της σχέσεως (2), 
έπεται : 

Δ Δ 

ΑΒΓ «β ΔΕΖ. 

Πόρισμα. Δύο όρθογώνια τρίγωνα είναι όμοια, όταν Εχουν τάς καθέτους 
αύτών πλευράς άναλόγους. 


272. Θεώρημα. Έάν δύο τρίγωνα Εχουν τάς πλευράς των παραλλήλους 
ή καθέτους, μίαν πρός μίαν, είναι δμοια. 

Άπόδειξις. Έστωσαν τά τρίγωνα ΑΒΓ καί ΔΕΖ, τά όποια έχουν τάς 
πλευράς των παραλλήλους (σχ. 270) ή καθέτους (σχ. 271), μίαν πρός μίαν. 
Τότε τά πιθανά ενδεχόμενα είναι τά έξης (§§ 94, 95) : 


Α + Δ = 2«- 

ϋ) Α = Δ 

ίπ) Α = Δ 

ίν) Α = Δ 


XX XX 

XX XX 

XX XX 

Β + Ε = 2>- 

Β + Ε = 2*- 

Β = Ε 

Β = Ε 


χχ χχ 

XX XX 

XX XX, 

Γ + Ζ = 2«- 

Γ + Ζ = 2>- 

Γ + Ζ 

= 21- Γ = Ζ 




Τό ενδεχόμενον (ΐ) δέν δύναται νά συμβαίνη καθ’ δτι τό άθροισμα των 
γωνιών καί των δύο τριγώνων θά ήτο 6 1 · > 4 1 ·, δπερ άτοπον (§ 105). 

Τό ενδεχόμενον (ϋ) ομοίως δέν δύναται νά συμβαίνη, καθ’ δτι τό άθροι- 
σμα των γωνιών καί των δύο τριγώνων θά ήτο 

4*- + Α + Δ* >4»- 

Τό ένδεχόμενον (πί) δύναται νά συμβαίνη μόνον δταν είναι Γ = Ζ = 1*-, 
διότι αί δύο προηγούμεναι ισότητες Α = Δ καί Β = Ε συνεπάγονται και την 
Γ — Ζ. Τότε δμως τά τρίγωνα είναι δμοια, ως ισογώνια. 

Τέλος τό ένδεχόμενον (ϊν) δέν έχομεν λόγους νά τό άποκλείσωμεν, 
συνεπώς τούτο είναι τό μόνον τό όποιον δύναται νά συμβαίνη (ή περίπτωσις 
ίϋ είναι μερική περίπτωσις τής ϊν). ’Άρα τότε τά τρίγωνα είναι δμοια. 
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273. Θεώρημα. Έ«ν είς δύο όρθογώνια τρίγωνα ό λόγος τών ύποτεινουσών είναι 
Ισος μέ τόν λόγον δύο καθέτων πλευρών, ταΟτα είναι όμοια. 

Άπόδειξις. ’Έστωσαν τά όρθογώνια τρίγωνα ΑΒΓ καί ΔΕΖ (σχ. 272) διά τά ό- 
ποια Ισχύει: 

Μ ν ΒΓ ΑΒ Β Κ 

( ) ΕΖ ΔΕ \ 


Έπί της ύποτεινούσης ΒΓ λαμβάνομεν τμήμα 

(2 ) ΒΚ = ΕΖ καί φέρομεν ΚΙ // ΓΑ. 

Τότε είναι προφανώς 
Δ Δ 

(3 ) ΑΒΓ ^ ΙΒΚ καί έπομένως: 


\Ρ Λκ 



1 } ΒΚ ΙΒ Σχ. 272 

Των άναλογιών (1) καί (4) τά πρώτα μέλη είναι ίσα λόγω της (2). ’Άρα θά είναι 
>·αΙ τά δεύτερα μέλη ίσα, ήτοι 

ΑΒ ΑΒ 
ΔΕ ~ ΙΒ 

έκ τής όποίας έπεται 

(5) ΙΒ = ΔΕ 

Έκ τών (2) καί (5) έπεται 6τι τά όρθογώνια τρίγωνα ΙΒΚ καί ΔΕΖ είναι ίσα καί 
λόγω της (3) έχομεν: 

ΑΒΓ ΔΕΖ 

274. Σύνοψις τών περιπτώσεων όμοιότητος τριγώνων. Έξ όλων τών 
προηγουμένων θεωρημάτων συνάγεται δτι δύο τρίγωνα εΐναι βμοια, δταν 
έχουν : 

ί) Δύο γωνίας ϊσας, μίαν πρός μίαν 
Η) Τάς πλευράς των άναλόγους, 

ϋί) Μίαν γωνίαν Ισην περιεχομένην μεταξύ άναλόγων πλευρών, 
ίν) Τάς πλευράς των παραλλήλους, μίαν πρός μίαν, 
ν) Τάς πλευράς των καθέτους, μίαν πρός μίαν. 

Είδικώς διά τά όρθογώνια τρίγωνα ισχύει ή πρότασις : 

Δύο όρθογώνια τρίγωνα είναι όμοια, δταν έχουν μίαν όξεΐαν γωνίαν Ισην 
ή δύο πλευράς άναλόγους, μίαν πρός μίαν, ύπό τήν έννοιαν καθέτου πρός 
κάθετον καί ύποτεινούσης πρός ύποτείνουσαν. 

275. Θεώρημα. Ό λόγος τών περιμέτρων δύο όμοίων τριγώνων ίσοΟ- 
ται πρός τόν λόγον τής όμοιότητος αύτών. 

Άπόδειξις. Άς θεωρήσωμεν δύο δμοια τρίγωνα Α 1 Β 1 Γ 1 καί Α 2 Β 2 Γ 2 
(σχ. 273 ) καί έστω λ ο λόγος της όμοιότητος αύτών, ήτοι : 

(1 \ χ _ Α ιΒι __ ΑιΓι _ ΒιΓ^ ^ Α ι^ι 4- Α ιΓ*ι ΗΚ ΒχΓι __ ^ τ ι ^ που 

Α 2 Β 2 Α 2 Γ 2 Β 2 Γ 2 “ Α 2 Β 2 + Α 2 Γ 2 + Β 2 Γ 2 2τ 2 

2τ ί καί 2τ 2 αί περίμετροι τών τριγώνων Α 1 Β 1 Γ 1 καί Α 2 Β 8 Γ 2 άντιστοίχως. 


Όμοια πολύγωνα 


185 


Πόρισμα. Έάν τριγώνου τά μήκη τών πλευρών πολλαπλασιασθοδν 
έπί άριθμόν τινα λ, τότε ή περίμετρος αύτοδ πολλαπλασιάζεται έπΐ τόν άρι- 
θμόν λ. 

ΟΜΟΙΑ ΠΟΛΥΓΩΝΑ 

276. Όρισμός. Δύο πολύγωνα καλούνται όμοια, όταν δύνανται νά 
χωρισθοΰν εις ισάριθμα τρίγωνα, όμοια άνά δύο καί όμοίως κείμενα (σχ. 274). 

Α 




Δύο όμοια πολύγωνα έχουν τόν αύτόν άριθμόν πλευρών, υπάρχει δέ άμ- 
φι μονοσήμαντος άντιστοιχία μεταξύ κορυφών γωνιών καί πλευρών τών δύο 
πολυγώνων, αντίστοιχος έκείνης τών όμοιων τριγώνων. "Ολα τά ζεύγη άντι- 
στοίχων στοιχείων καλούνται όμόλογα. Διά τόν συμβολισμόν δύο όμοιων 
πολυγώνων χρησιμοποιοΰμεν τό αύτό σύμβολον *=» τών όμοιων τριγώνων. 

277. Θεώρημα. Δύο όμοια πολύγωνα Εχουν τάς όμολόγους γωνίας των 
ϊσας μίαν πρός μίαν καί τάς όμολόγους πλευράς άναλόγους. 

Άπόδειξις. "Ας θεωρήσωμεν τά όμοια πολύγωνα ΑΒΓΔΕ καί Α'Β'Γ'ΔΈ' 
(σχ. 274), τά όποια έχομεν χωρίσει είς ζεύγη όμοιων τριγώνων ήτοι : 

(I) ΑΒΓ^Α'Β'Γ' 

(II) ΑΓΔ^Α'Γ'Δ' 

(III) ΑΔΕ Α'ΔΈ' 

ί) Τότε, λόγω τών όμοιων τριγώνων, είναι : Β — Β', Ε = Ε' ενώ αί 

γωνίαι Α, Γ καί Δ τού ένός πολυγώνου είναι ΐσαι άντιστοίχως με τας 

. — , 

Α', Γ' καί Δ' τού άλλου ώς άθροίσματα ίσων γωνιών, 
π) Έκ τών όμοιων τριγώνων (I) έχομεν : 

ΑΒ ΒΓ ΑΓ 
Α'Β' ~ Β'Γ' “ Α'Γ' 
ένώ έκ τών επίσης όμοιων τριγώνων (II) καί (III) έχομεν άντιστοίχως : 

ΑΓ _ ΓΔ _ ΑΔ ΑΔ _ ΔΕ ΕΑ 

Α'Γ' ~ Γ'Δ' “ “ “ 


( 1 ) 


( 2 ) ~ 


Α'Δ' 


Α'Δ' 


ΔΈ' ΕΆ' 
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"Ομοια πολύγωνα 


Έκ των σχέσεων (1 ) καί (2 ) έπεται δτι : 

ΒΓ ^ΓΔ _ ΔΕ _ ΕΑ 
Α'Β' ~ ΒΤ' ~ Γ'Δ' ~~ ΔΈ' ~ Ε'Α' 

278. Θεώρημα (άντίστροφον τού προηγουμένου). Έάν δύο πολύγωνα 
"έχουν τάς γωνίας των ΐσας, μίαν προς μίαν, και όμοίως κειμένας καί τάς 
πλευράς, τάς κατά τήν (δίαν διάταξιν περιεχούσας τάς ΐσας γωνίας, άναλό- 
γους, είναι δμοια. 

*Απόδειξις. "Ας θεωρήσωμεν πάλιν τά πολύγωνα ΑΒΓΔΕ καί Α'ΒΤ'Δ'Ε' 
(σχ. 274) τά όποια ύποθέτομεν ότι έχουν 

/Ν /Ν /Ν /Ν /V /Ν /Ν /\ 

(1) Α = Α', Β ~ Β', Γ = Γ', Δ = Δ', Ε = Ε' καί 

ΑΒ == ΒΓ = ΓΔ = ΔΕ = ΕΑ 
'' ΑΈ' “ ΒΤ' Γ'Δ' ΔΈ' Ε'Α' 

Αρκεί νά δείξωμεν δτι ταΰτα δύνανται νά χωρισθουν εις δμοια τρίγωνα 
καί όμοίως κείμενα. Προς τούτο φέρομεν τάς διαγωνίους ΑΓ, ΑΔ, ΑΤ' καί 
Α'Δ' καί παρατηρούμεν.δτι : 

(I) ΑΒΓ^Α'Β'Γ' 

διότι έχουν μίαν γωνίαν ίσην περιεχομένην μεταξύ άναλόγων πλευρών. Τότε 
θά είναι : 

(3) — ΑΓ 

Α'Β'~ ΑΤ' 


Έπί πλέον δέ έχομεν 

(4) ΑΤΔ = ΑΤ'Δ' 

ώς διαφοράς ίσων γωνιών. "Αρα έκ τών (2), (3) καί (4) έπεται δτι.: 

(II) ΑΓΔ^Α'Γ'Δ' 

ώς έχοντα μίαν γωνίαν ίσην περιεχομένην μεταξύ άναλόγων πλευρών. 
* Ομοίως λαμβάνομεν : 

(III) ΑΔΕ^Α'ΔΈ' 
άρα τά δύο πολύγωνα είναι δμοια. 

Σημείωσις. *0 λόγος δύο ομο- 
λόγων πλευρών δύο όμοίων πολυ- 
γώνων, καλείται λόγος δμοιότητος 
τών πολυγώνων. 

279, Θεώρημα. Ό λόγος τών 
περιμέτρων δύο όμοίων πολυγώνων, 

Ισοδται πρός τόν λόγον δμοιότητος Σχ. 275 

αύτών. 



Σχ. 275 


Άπόδειξις. "Έστω Α 1 Β 1 Γ 1 Δ 1 =« Α 2 Β 2 Γ 2 Δ 2 (σχ. 275) καί άς καλέσωμεν 
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"Ασκήσεις 

α, β, γ καί δ τά μήκη των πλευρών του Α2Β2Γ 2 Δ 2 . ’Άν λ είναι ό λόγο.; ομοιό- 
τητας αύτών, τότε αί πλευραί του Α 1 Β 1 Γ 1 Δ 1 θά είναι λα, λβ, λγ καί λδ άντι- 
στοίχως. 

’ ’Άρα ό λόγος των περιμέτρων των δύο πολυγώνων θά είναι : 

ΑχΒ! ή- Β 1 Γ 1 ή- ΓχΔχ ή- Δ 1 Α 1 λα -ή λβ -ή λγ λδ 

Α 2 Β 2 + Β2Γ2 + Γ 2 Δ2 + Δ 2 Α 2 α +β + γ -ή δ 
__ λ(α + β + γ + δ) _ λ 
α + β + + Υ + δ 

ίσος προς τόν λόγον της όμοιότητος αύτών. 


ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

Α\ 


432. Δείξατε 6τι τά κέντρα βάρους των τεσσάρων τριγώνων, είς τά όποια τυχόν 
κυρτόν τετράπλευρον διαιρείται υπό των διαγώνιων του, είναι κορυφαί παραλληλογράμμου. 

433. Δείξατε δτι τό σημεΐον τομής των διαγωνίων τραπεζίου διαιρεί έκάστην δια- 
γώνιον είς μέρη άνάλογα πρός τάς βάσεις του. 

434. Διά της κορυφής Β τριγώνου ΑΒΓ άγομεν εύθεΐαν ΒΔ τέμνουσαν την προέκτα- 

/Ν /Ν 

σιν της πλευράς ΑΓ είς τό Δ καί τοιαύτην, ώστε νά είναι ΓΒΔ = Α. Δείξατε δτι είναι 
ΒΔ 2 = ΔΑ.ΔΓ. 


435. Είς τρίγωνον ΑΒΓ φέρομεν τά ΰψη ΑΔ καί ΒΕ. Έάν Η είναι τό όρθόκεντρον, 
δείξατε δτι α) ΗΑ-ΗΔ = ΗΒ-ΗΕ καί β) ΓΑ-ΓΕ = ΓΒ-ΓΔ. 

436. Είς όρΟογώνιον τρίγωνον ΑΒΓ (Α = 11-) φέρομεν τό ύψος ΑΔ καί έκ τοϋ Δ 
φέρομεν ΔΕ _]_ ΑΒ. Δείξατε δτι είναι ΑΔ 2 = ΑΓ·ΔΕ. 

437. ΑΙ βάσεις ένός τραπεζίου έχουν μήκη α και 3α και αί μή παράλληλοι πλευραί 
β καί 2β. Έάν αί μή παράλληλοι πλευραί τέμνωνται είς τό Ο, νά εύρεθοϋν τά μήκη των 
πλευρών τοΰ τριγώνου μέ κορυφήν τό Ο καί βάσιν τήν μεγαλυτέραν των βάσεων τοϋ τρα- 
πεζίου. 

438. Έστω κύκλος (Ο, Η) καί ΑΒ μία χορδή αύτοΰ. Είς τό Β φέρομεν έφαπτομένην 
(ε) καί έκ τοϋ Α φέρομεν τήν ΑΓ _]_ (ε). Δείξατε δτι είναι ΑΒ 2 — 2Κ· ΑΓ. 

439. Είς τυχόν τετράπλευρον ΑΒΓΔ άγομεν τήν διαγώνιον ΑΓ. Έάν Ε καί Ζ είναι 

ΒΔ 

τά κέντρα βάρους των τριγώνων ΑΒΓ καί ΑΔΓ, δείξατε δτι είναι ΕΖ // = — — . 

3 

440. Δίδεται τρίγωνον ΑΒΓ. Δείξατε δτι τά μέσα των πλευρών του είναι κορυφαί 
τριγώνου όμοιου πρός τό ΑΒΓ. 


441. Άπό τυχόν σημεΐον Α της πλευράς Οχ δοθείσης οξείας γωνίας χΟγ φέρομεν 

ΑΒ 

κάθετον ΑΒ έπί τήν άλλην πλευράν της. Δείξατε οτι ό λόγος είναι σταθερός (άνε- 

Αυ 

ξάρτητος της θέσεως τοΰ Α). 

442. Τριγώνου ΑΒΓ, ή διχοτόμος ΑΔ τέμνει τόν περιγεγραμμένον κύκλον είς τό Ε. 
Δείξατε δτι είναι α) ΑΒ·ΑΓ = ΑΔ·ΑΕ, β) ΕΒ 2 — ΕΑ-ΕΔ. 


443. Διά της κορυφής Α ίσοσκελοΰς τριγώνου ΑΒΓ (ΑΒ ==■· ΑΓ) φέρομεν τυχοΰσαν 
εύθεΐαν, ή όποία τέμνει τήν πλευράν ΒΓ είς τό Δ καί τόν περιγεγραμμένον κύκλον είς τό Ε. 
Δείξατε δτι είναι ΑΒ 2 = ΑΔ·ΑΕ. 
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4*'4. Δείξατε δτι δύο παραλληλόγραμμα μέ μίαν γωνίαν ΐσην ή παραπληρωματι- 
κήν καί τ.άς προσκειμένας πλευράς άναλόγους, είναι δμοια. 

445. δείξατε δτι έάν δύο παραλληλόγραμμα έχουν τάς διαγώνιους των άναλόγους 
καί αί όποΐαι σχηματίζουν ίσας γωνίας, είναι δμοια. 

446. Ή άπόστασις τυχόντος σημείου ένός κύκλου άπδ τύ σημεΐον έπαφής μιας 
έφαπτομένης εΐνα: μέση άνάλογος μεταξύ της διαμέτρου τοϋ κύκλου καί της άποστά- 
σεως του σημείου γούτου άπύ την έφαπτομένην. 

447. Δίδεται τρίγωνον ΑΒΓ. Έάν Δ καί Ε είναι σημεία της πλευράς ΒΓ, τοιαΰ- 

τα ώστε ΒΑΔ = ΓΑΕ καί Ζ είναι τό σημεΐον τομής της ΑΔ μετά του περιγεγραμ- 
μένου περί τύ ΑΒΓ κύκλου, δείξατε δτι είναι β·γ = ΑΖ·ΑΕ. 

Β\ 

•λ ^ /Ν 

448. Δίδεται τρίγωνον ΑΒΓ, είς τύ όποιον είναι Β — Γ = 1*-. Έάν ΑΔ είναι τύ 
ύψος του, δείξατε δτι είναι ΑΔ 2 = ΔΒ ■ ΔΓ. 

449. Έστω Ε τυχύν σημεΐον της διαγωνίου ΒΔ παραλληλογράμμου ΑΒΓΔ. Φέρομεν 
τήν ΑΕ, ή όποία τέμνει τάς ΒΓ καί ΓΔ είς τά Ζ καί Η άντιστοίχως. Δείξατε δτι είναι 
ΑΕ 2 = ΕΖΕΗ. 

450. Δίδεται τρίγωνον ΑΒΓ καί ό περιγεγραμμένος κύκλος. Φέρομεν τήν διάμετρον 
ΑΔ, ή όποία τέμνει τήν ΒΓ είς τύ Ε καί έκ του Ε φέρομεν τάς ΕΖ_]_ΑΒ καί ΕΗ_|_ΑΓ. 
Δείξατε δτι είναι ΖΗ / / ΒΓ. 

451. Δείξατε δτι είς παν τρίγωνον έκάστη κορυφή καί τά ίχνη των δύο άλλων υψών 
είναι κορυφαί τριγώνου άμοίου πρύς αυτό. 

452. Δείξατε βτι τύ σημεΐον τομής των διαγωνίων τραπεζίου διχοτομεί τύ τμήμα 
πού άγεται άπύ αύτύ παράλληλον πρύς τάς βάσεις του τραπεζίου καί έχει τά άκρα του έπί 
των μή παραλλήλων πλευρών. 

453. Δείξατε δτι τύ σημεΐον τομής των μή παραλλήλων πλευρών τραπεζίου διχοτο- 
μεί τύ τμήμα πού άγεται άπύ αύτύ παράλληλον πρύς τάς βάσεις του τραπεζίου καί έχει 
τά άκρα του είς τάς προεκτάσεις τών διαγωνίων. 

454. ’Απύ σημεΐον Σ κείμενον έκτύς δοθέντος κύκλου φέρομεν τά έφαπτόμενα τμήμα- 
τα ΣΑ καί ΣΒ καί μίαν τυχούσαν τέμνουσαν ΣΓΔ. Δείξατε δτι είναι ΑΓ·ΒΔ = ΑΔ-ΒΓ. 

455. Έάν α καί β είναι αί βάσεις τραπεζίου, νά ύπολογισθή τύ μήκος τού τμήματος 
πού άγεται έκ του σημείου τομής τών διαγωνίων παράλληλον πρύς τάς βάσεις καί έχει τά 
άκρα του έπί τών μή παραλλήλων πλευρών. 

456. Έστω τρίγωνον ΑΒΓ καί ΑΔ, ΒΕ, ΓΖ τά τρία ΰψη του. Δείξατε δτι είναι 
ΔΒ · ΔΓ ·— ΔΕ-ΔΖ. 

457. Ή άπόστασις τυχόντος σημείου ένύς κύκλου άπύ χορδήν είναι μέση άνάλογος 
μεταξύ τών άποστάσεων του σημείου τούτου άπύ τάς έφαπτομένας πού άγονται είς τά άκρα 
τής χορδής. 

ΟΜΟΙΟ ΘΕΣΙΑ 

280. * Ορισμοί. Δοθέντος σταθερού σημείου Ο καί θετικού άριθμοΰ 
όρίζομεν : 

ί) 'Ομόρροπον όμοιοθεσίαν τήν άπεικόνισιν τυχόντος σημείου Α είς 
σημεΐον Α' τής ήμιευθείας ΟΑ, οθτως ώστε νά είναι ΟΑ' — 1ι·ΟΑ. 
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ϋ) *Αντίρροπον όμοιοθεσίαν τήν άπεικόνισιν τυχόντος σημείου Α 
είς σημείο ν Α' τής Αντιθέτου ήμιευθείας πρός την ΟΑ, οδτως ώστε νά 
είναι ΟΑ' = &·ΟΑ. 

Τό σημεΐον Ο καλείται κέντρον της όμοιοθεσίας και ό άριθμός 1ε λόγος 
αυτής. Μία όμοιοθεσία μέ κέντρον σημεΐον Ο καί λόγον 1ε, συμβολίζεται μέ 
μέ Ρ(Ο,Ιε). Έάν μέσω αύτης, σημεΐον Α άπεικονίζεται είς σημεΐον Α', συμ- 
βολίζομεν : 

Α Ρ (°*> ■ Λ- 


281. Θεώρημα. Έν προσανατολισμένον εύθύγραμμον τμήμα ΑΒ Απει- 
κονίζεται μέσω μιΑς όμορρόπου όμοιοθεσίας Ρ(0,1ε) είς προσανατολισμένον 

τμήμα Α^ τοιοΰτον, ώστε νά είναι Α 1 Β 1 = 1ί · ΑΒ (όμόρροπον), ένώ μέσφ 

μι Ας Αντιρρόπου όμοιοθεσίας Γ(0,1ε) είς προσανατολισμένον τμήμα Α 2 Β 2 

τοιοΰτον, ώστε νά είναι Α 8 Β 2 = — λ· ΑΒ (άν- 
τίρροπον). 

Άπόδειξις. ί) Επειδή ή όμοιοθεσία εί- Α,^ — — — — 

ναι όμόρροπος, έχομεν (σχ. 276) : \ / 

ΟΑ Χ = 1ε · ΟΑ ] -^ϊ- = 1ε I \ / 


ΟΒ! = 1ε · ΟΒ 



Σχ. 276 

Τά δεύτερα μέλη των σχέσεων (1) είναι ίσα, άρα θά είναι καί 

0 ^ = 0 $ ! 

ΟΑ ΟΒ 

Δ Δ 

Τότε ΟΑ 1 Β 1 «=? ΟΑΒ, διότι έπί πλέον έχουν καί την γωνίαν των είς τό Ο 


κοινήν. ’Άρα - -- --- = κα ' ι χόγ<ρ της (1) 

ΑΒ ΟΑ 


— 1ε => 


Α^! = 1ε · ΑΒ => Α,Β! 1 1 ΑΒ ( διότι είναι 1ε > 0). 
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ϋ) Εις την άντίρροπον όμοιοθεσίαν, επειδή τά ΟΑ καί ΟΑ 2 είναι άντίρ- 
ροπα έξ ορισμού, εχομεν (σχ. 277). 


ΟΑ 2 = — 1ί ■ ΟΑ 


ΟΒο = —1ε ■ ΟΒ 


= —]£' 


Τά δεύτερα μέλη των σχέσεων (2) είναι 


ίσα, άρα θά είναι καί 


, οα 2 . οβ 2 



Σχ. 277 


Δ Δ 

ΟΑ 2 Β 2 ί=» ΟΑΒ, διότι έχουν καί τάς γωνίας των εις τό Ο ίσας 


ώς κατά κορυφήν. 5 Άρα· 


ΟΑ 2 ν , / ~ Α 2 Β 2 . 

και λογω της (2) => — = — κ 


=> Α 2 Β 2 == — 1ί·ΑΒ => Α 2 Β 2 || ΑΒ (διότι είναι — 1ί < 0). 

282 . Θεώρημα. Έάν δύο προσανατολισμένα τμήματα είναι παράλληλα 
(όμόρροπα ή Αντίρροπα), όπάρχει όμοιθεσία μέσω τής όποιας το εν Απεικο- 
νίζεται έπί τοΰ Αλλου. 

Άπόδείξίς. "Ας θεωρήσωμεν τά όμόρροπα τμήματα ΑΒ καί Α 1 Β 1 
(σχ. 276). Φέρομεν τάς ΑΑ Χ καί ΒΒ 1} αί όποΐαι έν γένει τέμνονται εις σημεΐον 

Ο. Τότε είναι προφανώς ΟΑΒ «=* ΟΑ,Β, => ——λ- = -—λ- = κα ί έάν 

1 1 ΟΑ ΟΒ ΑΒ 

Α Β 

θέσωμεν — — — — 1ί => ΟΑ, = 1ί · ΟΑ καί ΟΒ, — 1ί · ΟΒ, αί όποίαι είναι 
ΑΒ 1 1 

χαρακτηριστικαί σχέσεις όμοιοθεσίας Ρ(Ο,Ιί)· 

Έξαίρεσιν άποτελεΐ τό ενδεχόμενον ΑΒ — Α 1 Β 1 , διότι τότε αί ΑΑ! καί 
ΒΒ α θά είναι παράλληλοι. Συμβατΐκώς δεχόμεθα δτι θά τέμνωνται εις άπειρον 
άπόστασιν καί ό λόγος όμοιοθεσίας θά είναι 1ί — ί. 

Όμοίως διά τά αντίρροπα τμήματα ΑΒ καί Α 2 Β 2 (σχ. 277 ) εχομεν 


ΟΑΒ *=* ΟΑ 2 Β 2 


οβ. 2 Α,Β, 


1ί =>■ ΟΑ 2 · Ο Α καί 


ΟΑ ΟΒ 


πρ ι ηρ λ Ρ (Ο,— Κ) . ν Ώ Τ(0— 1ε) Ώ 
ΟΒ 2 — — Ιί · ΟΒ => Α _4 Α 2 καί Β 4- Β 2 . 

283. Θεώρημα. Κάθε τρίγωνον ΑΒΓ Απεικονίζεται μέσω όμοιοθεσίας 
Ρ (Ο, λ) εϊς τρίγωνον Α 1 Β 1 Γ 1 δμοιον προς τό ΑΒΓ μέ λόγον όμοιότητος 1ν. 
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Άπόδειξις.. Τό θεώρημα ισχύει κα.ι δι’ όμόρροπον καί δι’ άντίρροπον 
όμοιοθεσίαν (σχ. 278 καί 279), διότι (§ 280) καί εις τάς δύο περιπτώσεις είναι : 


Λ 



Λ, 


Σχ. 278 Σχ. 279 

Λ 1 Β 1 — 1ί · ΑΒ, Β^ - 1ε · ΒΓ, = & · ΓΑ => 



Α 


Σχ. 280 

(σχ. 280) μέ λόγον όμοιότητος Ιί. 'Η άπόδειξις γίνεται διά διαιρέσεως του 
πολυγώνου ΑΒΓ...Ν εις τρίγωνα, μέ διαγώνιους έκ τής κορυφής Α. 

★ 284. Θεώρημα. Έάν δύο δμοια εύθύγραμμα σχήματα Εχουν τάς πλευράς των 
παραλλήλους μίαν πρός μίαν, ύπάρχει όμοιοθεσία ή όποια άπεικονίζει τό Εν έπί τοΰ άλλου. 
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Άπόδειξις 1 α ) Έστω δτι δύο δμοια τρίγωνα ΑΒΓ καί Α Χ Β Χ Γ Χ έχουν τάς πλευράς 
των παραλλήλους, μίαν πρός μίαν καί όμορρόπους. (σχ. 281). Έάν είναι λ φ ί 6 λόγος 
όμοιότητος, αί ευθεία ι ΑΑ Χ καί ΒΒ Χ τέμνονται είς σημεΐον Ο τοιοΰτον, ώστε: 

Δ Δ 

ΟΑΒ ^ ΟΑ^ι- 

"Αρα: 

(ί) ϋ Β - = _^5_ = λ. 

' ' ΟΒ, Α,Β, 

Όμοίως αί εύθεΐαι ΒΒ Χ καί ΓΓ Χ τέμνονται είς ένα σημεΐον Ο χ τοιοΰτον ώστε: 

* Δ Δ 

Ο χ ΒΓ Ο χ Β χ Γ χ . 

’Άρα: 

(2) Οι» _ ΒΓ __ Χ 

0 Χ Β Χ “ Β Χ Γ Χ 

Έκ των (1) καί (2) έπεται δτι: 

ΟΒ _ Ο,Β ΟΒ _ Ο,Β ΟΒ _ Ο,Β * 0Β = 0 ,Β 

ΟΒ, Ο,Β, ΟΒ, — ΟΒ Ο,Β, -Ο,Β ΒΒ, ΒΒ, 1 

έκ της όποιας έπεται δτι Ο = Ο χ , ήτοι τά σημεία Ο καί Ο χ ταυτίζονται υπό τήν προϋπό- 
θεσιν βτι κεϊνται πρός τό αύτό μέρος τοϋ Β. Τότε θά είναι καί 

ΟΑ - λ·ΟΑ χ , ΟΒ - λ· ΟΒ χ , ΟΓ = λ·ΟΓ χ , 
ήτοι υπάρχει όμοιοθεσία Ρ (Ο,λ), ή οποία άπεικονίζεί τό Α Χ Β Χ Γ Χ έπί τοϋ ΑΒΓ. 

Έάν λ = 1, τά τετράπλευρα ΑΒΒ Χ Α Χ καί ΒΓΓ Χ Β Χ θά είναι παραλληλόγραμμα, 
όπότε ΑΑ Χ // ΒΒ Χ // ΓΓ Χ . 

Τότε πάλιν υπάρχει όμοιοθεσία, της όποίας τό κέντρον έχει άπαμακρυνθή είς τό άπειρον. 

1β) Όμοίως άποδεικνύεταί τό θεώρημα καί δταν αί πλευραί των όμοίων τριγώνων 
είναι άντίρροποι. 




Σχ. 281 



Σχ. 282 


ϋ) Τό θεώρημα όμοίως δύναται νά άποδει χθή καί διά δύο δμοια πολύγωνα έχοντα 
τάς πλευράς των παραλλ.ήλους μίαν πρός μίαν, διότι ταΰτα δύνανται νά χωρισθοΰν, διά δια- 
γωνίων έκ δύο όμολόγων κορυφών των, είς δμοια τρίγωνα καί όμοίως κείμενα, μέ τάς πλευ- 
ράς των παραλλήλους μίαν πρός μίαν (σχ. 280). Ή άπόδειξις παραλείπεται. 

★ 285. θεώρημα. Τό όμοιόθετον ένός κύκλου είναι κύκλος. 

Άπόδειξις. Έστω (Λ, Κ) κύκλος καί Ρ (Ο,ΐί) μία όμοιοθεσία (σχ. 282). Έάν Λ' 
είναι ή είκών του Λ κατά τήν όμοιοθεσίαν Ρ (Ο, 1ί), τό Λ' είναι σταθερόν σημεΐον ώς 
είκών σταθερού σημείου. Έστω Α τυχόν σημεΐον τοΰ κύκλου. Τότε (§ 280) είναι 

ρ(ολ) 
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τοιοΰτον, ώστε ΛΆ' — Ι< · ΛΑ = 1ί · Η. ’Άρα τό σημείου Α' ανήκει εις κύκλον άκτΐ- 
νος Κ' = Ιί · Κ, ό όποιος είναι όμοιόθετος τοϋ κύκλου (Λ, Κ). 

★ 286. Θεώρημα. Δύο κύκλοι (Λ 1 , Κ χ ) καί (Λ^ Κ 2 ) έχουν δύο κέντρα όμοιοβεσίας. 

Άπόδείξίς. Θεωροϋμεν τυχοΰσαν διάμετρον ΑΒ (σχ. 283) τοϋ κύκλου (Λ 2 , Η 2 ) 
καί την άκτΐνα Λ Χ Γ τοϋ κύκλου (Λ 1 ,Β 1 ) παράλληλον της διαμέτρου ΑΒ. "Εστω δτι αΐ ακτί- 
νες Α Ζ Α καί Λ Χ Γ είναι καί όμόρροποι. Τότε έφ’ δσον Κ Χ ^=/= Η 3 , ή ΑΓ τέμνει την προέκτα- 
σ ιν της διακέντρου Λ ι Λ 8 εις σημεΐον Ο χ , τοιοΰτον ώστε: 

(1 ) ΟχΛχ _ ΟχΓ __ Α Χ Γ __ Κ χ _ ^ 

Ο χ Λ 2 Ο χ Α Α 2 Α Κ 2 

Έκ της (1) έπεται δτι τό σημεΐον Ο χ είναι σταθερόν, διότι ό λόγος των άποστάσεών 
του άπδ τά Λ χ καί Λ 2 εΐναι σταθερός, καί τέλος είναι κέντρον όμοιοθεσίας, διότι: 

(2) 0 1 Γ = 1ί·0 1 Α, 

ήτοι άπεικονίζει τό τυχόν σημεΐον Α τοϋ κύκλου (Λ 2 , Κ 2 ), δπως φαίνεται έκ της σχέσεως 
{2), είς σημεΐον Γ τοϋ κύκλου (Λ Χ , Β^). 

Έάν φέρωμεν την ΒΓ, αύτη τέμνει την διάκεντρον είς σημεΐον 0 2 τοιοΰτον, ώστε: 

(3 ) ^2^·ι _ ^2^ __ ΛχΓ _ Κ Χ __ ^ 

ο 2 λ 2 0 2 Β Λ 8 Β Κ 2 



Έξ αύτής έπεται δτι τό σημεΐον 0 2 είναι σταθερόν, διότι ό λόγος των άποστάσεών του άπό 
τά Λ Χ καί Λ 2 είναι σταθερός καί τέλος είναι κέντρον όμοιοθεσίας διότι: 

(4) 0 2 Γ = * · 0 2 Β 

ήτοι άπεικονίζει διά της σχέσεως (4) τό τυχόν σημεΐον Β τοϋ κύκλου ( Α 2 ,Κ„ ) είς σημεΐον 
Γ τοϋ κύκλου (Λ Χ , Κ!). 

Συμπέρασμα. Δύο τυχόντες κύκλοι έχουν δύο κέντρα όμοιοθεσίας ευρισκόμενα έπί 
τής ευθείας έπί τής όποίας κεΐται ή διάκεντρος. Τό έν έξ αύτών εύρίσκεται μεταξύ των δύο 
κέντρων των κύκλων καί καλείται έσωτερικόν κέντρον όμοιοθεσίας, ένω τό άλλο εύρίσκεται 
είς τήν προέκτασιν της διακέντρου καί καλείται έξωτερικόν κέντρον όμοιοθεσίας. 

Παρατηρήσεις, ί) Ή κοινή έξωτερική έφαπτομένη των δύο κύκλων, (έφ’ δσον 
υπάρχει), διέρχεται άπό τό έξωτερικόν κέντρον όμοιοθεσίας, καί ή κοινή έσωτερική έφα- 
πτομένη (έφ’ δσον υπάρχει), διέρχεται άπό τό έσωτερικόν κέντρον όμοιοθεσίας. 

η 
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ϋ) Έάν οΐ δύο κύκλοι, έφάπτωνται, τδ σημεΐον έπαφής εΐναι τδ έν έκ των δύο κέν- 
τρων δμοιοθεσίας (σχ. 284). 



Σχ. 284 Σχ. 285 


ΐίϊ) Έάν είναι — Η 3 , τδ έξωτερικδν κέντρον δμοιοθεσίας άπομακρύνεται είς τδ 
άπειρον καί τδ έσωτερικδν εύρίσκεται είς τδ μέσον τής διακέντρου (σχ. 285). 


ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΑΙ ΚΑΤΑΣΚΕΥΑΙ ΜΕ ΧΡΗΣΙΝ 
ΤΩΝ ΟΜΟΙΩΝ ΣΧΗΜΑΤΩΝ 


287. Παράδειγμα 1. Νά κατασκευασθή τρίγωνον ΑΒΓ, τού οποίου δί- 

δονται αί γωνίαν Β = ω, καί Γ = φ και ή διχοτόμος δ α . 

Αύσις, Έφ’ δσον γνωρίζομεν δύο γωνίας του ζητούμενου τριγώνου, 
δυνάμεθα νά κατασκευάσωμεν |ν τρίγωνον ΑΒ'Γ' δμοιον πρδς τδ ζητούμενον 

/Ν XV 

(σχ. 286), δηλαδή μέ Β' = ω καί Γ' = φ. Φέρομεν την διχοτόμον ΑΔ' αυτού 
και επ’ αυτής λαμβάνομεν τμήμα ΑΔ — δ α . Έκ τού Δ φέρομεν ευθείαν παράλ- 
ληλον τής Β'Γ', ή οποία τέμνει τάς ΑΒ' καί ΑΓ' είς τά Β καί Γ άντισταίχως. 

XV XV 

Είναι φανερόν δτι τδ τρίγωνον ΑΒΓ είναι τδ ζητούμενον, διότι έχει Β = Β' = 


ω, Γ = Γ' = φ καί διχοτόμον την ΑΔ — δ α . 

Αύσις υπάρχει πάντοτε μία, έφ’ δσον είναι 
ω — (— φ < 2 ι . 

288. Παράδειγμα 2. Είς δοθέν τρίγω- 
νον ΑΒΓ, νά έγγραφή τετράγωνον, τού όποιου 
ή μία πλευρά νά εύρίσκεται έπί τής ΒΓ. 

Άνάλυσις. Έστω δτι είς τδ τρίγωνον ΑΒΓ 
εχει έγγραφή τδ τετράγωνον ΔΕΖΗ (σχ. 287 ) 
μέ την πλευράν ΔΕ έπί τής ΒΓ. *Η δμοιοθεσία 


Α 



Β' Δ' Γ' 

Σχ. 286 


μέ κέντρον τδ Α καί λόγον & = 


ΑΒ 
ΑΗ ’ 


απεικονίζει τήν ΗΖ έπί τής ΒΓ 


καί τδ τετράγωνον ΗΖΕΔ είς τετράγωνον ΒΓΙΘ, τδ όποιον δύναται έξ αρχής 
νά κατασκευασθή. 

Σύνθεσις. Κατασκευάζομεν έπί τής πλευράς ΒΓ καί έκτδς τού τριγώνου. 
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το τετράγωνον ΒΓΙΘ καί φέρομεν τάς ΑΘ καί ΑΙ, αί όποίαι τέμνουν την ΒΓ 
εις τά σημεία Δ καί Ε άντιστοίχως, Έκ των 
Δ καί Ε φέρομεν καθέτους έπί την ΒΓ, αί 6- Α 

ποΐαι τέμνουν τάς ΑΒ καί ΑΓ εις τά σημεία Η 
καί Ζ αντιστοίχους. Τό τετράπλευρον ΔΕΖΗ 
είναι τό ζητούμενον τετράγωνον. 

Άπόδειξις. Επειδή ΔΗ // ΒΘ, ΔΕ // ΘΙ, 

ΕΖ II ΓΙ, έπεται 6τι ή όμοιοθεσία κέντρου Α Β 
1 ΑΗ 

καί λόγου 1Γ = — — απεικονίζει τά ση- 

Γ Ιο ΑΒ 

μεΐα Β,Θ, Ι,Γ εις τά Η,Δ,Ε,Ζ άντιστοίχως. 
ν Αρα : 

ΒΘΙΓ > ΗΔΕΖ =* ΒΘΙΓ ΗΔΕΖ 

καί επειδή τό ΒΘΙΓ είναι έκ κατασκευής τε- 
τράγωνον, έπεται 6τι καί τό ΗΔΕΖ εΐναι τε- θ 
τράγωνον. Σχ. 287 



ΑΣΚΗΣΕΙΣ 


458. Αντίστροφος όμοιοθεσία. Έάν σημεΐον Α άπεικονίζεται μέσω μιας όμαιο- 
θεσίας Ρ(Ο,Ιί) εις σημεΐον Α', δείξατε δτι υπάρχει όμοιοθεσία Ρ(0,1ί' ) τοϋ αύτοϋ κέντρου 
(καλουμένη άντίστροφος της πρώτης), ή όποια άπεικονίζει τό Α' εις τό Α. 

/Ν /Ν 

459. Νά κατασκευασθη τρίγωνον ΑΒΓ, τοϋ όποιου δίδονται αΐ γωνίαι Β καί Γ καί ή 
διάμεσος μ α . 

460. Ομοίως όταν δίδωνται αί γωνίαι Β καί Γ καί τό ύψος υ α . 

461 . Δίδεται γωνία χΟγ καί αημεϊον Α έσωτερικδν αυτής. Νά άχθ?) διά του Α εύθεΐα 

τέμνουσα τάς πλευράς τής γωνίας είς τά Β καί Γ, εις τρόπον ώστε νά είναι = — . 

ΑΓ ν 

✓Ν 

462. Δίδεται γωνία χΟγ καί σημεΐον Σ. Νά άχθη διά τοϋ Σ εύθεΐα τέμνουσα τάς 
πλευράς της γωνίας είς τά Α καί Β, ούτως ώστε νά είναι ΣΒ = 3 . ΣΑ. 

463. Νά κατασκευασθη τρίγωνον ΑΒΓ βμοιον πρός δοθέν τρίγωνον, τοϋ όποίου 
δίδεται ή άκτίς ρ τοϋ έγγεγραμμένου κύκλου. 

464. Όμοίως όταν δίδεται ή άκτίς Β τοϋ περίγεγραμμένου κύκλου. 

465. Δίδεται κύκλος (Κ, Κ) καί σημεΐον Σ. Νά άχθη διά τοϋ Σ εύθεΐα τέμνουσα 
τόν κύκλον είς τά Α καί Β, ούτως ώστε νά εΐναι ΣΒ = 2 < ΣΑ. 

466. Δίδεται κύκλος (Ο, Κ), εύθεΐα (ε) καί σημεΐον Σ. Διά τοϋ Σ νά άχθη εύθεΐα 
τέμνουσα τήν (ε) εις τό Α καί τόν (Ο, Β) είς τό Β, ούτως ώστε νά εΐναι ΣΒ = 3 · ΣΑ, 

467. Άπό τό έν των κοινών σημείων Α δύο τεμνομένων κύκλων (Κ, Β) καί (Λ, ρ) 
νά άχθη εύθεΐα τέμνουσα αύτούς είς τά Β καί Γ άντιστοίχως, ούτως ώστε νά είναι ΑΒ = 
2 · ΑΓ. 

468. Είς τρίγωνον ΑΒΓ νά έγγραφή παραλληλόγραμμον όμοιον πρός δοθέν. 
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Δέσμη ευθειών 


469. Μεταβλητήν τρίγωνον ΑΒΓ διατηρεί σταθεράν την πλευράν ΒΓ = α κατά 
θέσιν καί μέγεθος καί τήν διάμεσον ΒΔ = μ^ κατά μέγεθος. Νά εύρεθή ό γ. τόπος της κο- 
ρυφής Α. 

ΔΕΣΜΗ ΕΥΘΕΙΩΝ 

289. 'Ορισμός. Επίπεδος δέσμη ευθειών καλείται το σύνολον των εύ- 
θειών του έπιπέδου, αί όποϊαι διέρχονται δΓ ένός και του αυτού σημείου Ο. 

Τό σημεϊον τούτο καλείται κέντρον της δέσμης. Αί εύθεΐαΐ της δέσμης 
καλούνται άκτΐνες αυτής. 

Επίπεδος δέσμη ευθειών δύναται νά θεωρηθή καί τό σύνολον των παραλ- 
λήλων πρός ώρισμένην διεύθυνσιν εύθειών. Τότε τό κέντρον τής δέσμης έχει 
άπομακρυνθή εις τό άπειρον. 

290. Θεώρημα τής δέσμης. Τρεις ή περισσότεροι άκτΐνες μιας δέ- 
σμης άποκόπτουν έκ δύο παραλλήλων ευθειών τμήματα άνάλογα. 


Άπόδειξις. Έστω επίπεδος δέσμη εύθειών κέντρου Ο καί δύο παράλ- 
ληλοι εύθεΐαι (ε) καί (ε'), τεμνόμεναι υπό τριών άκτίνων τής δέσμης εις τά 
σημεία Α,Β,Γ καί Α',Β',Γ' άντιστοίχως. Θά δείξωμεν οτι είναι : 



Σχ. 288 Σχ. 289 Σχ. 290 

Άπό τά δύο ζεύγη όμοιων τριγώνων (σχ. 288, 289) ΟΑΒ ΟΑ'Β' 

Δ Δ 

καί ΟΒΓ^ ΟΒΤ' λαμβάνομεν άντιστοίνως : 

ΑΒ _ ΟΒ ^ ΒΓ _ ΟΒ 
Α'Β' ~ ΟΒ' καί · ΒΤ' _ ΟΒ' 

Αύται έχουν τά δεύτερα μέλη των ισα. 

"Αρα θά εΖναι καί : 

ΑΒ ΒΓ 
Α'Β' ~ ΒΤ' 

'Ομοίως άποδεικνύεται καί διά δέσμην περισσοτέρων άκτίνων. 
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291. Θεώρημα. Έάν τρεις (ή περισσότεροι) εόθεΐαι τέμνουν δύο παραλ- 
λήλους εόθείας (ε) και (ε') είς τά σημεία Α, Β, Γ και Α', Β', Γ' άντιστοίχως, 

οϋτως ώστε νά είναι — ^ = — — = , τότε αί εύθεϊαι αύται είναι 

Α'Β' ΒΤ' ΑΤ' 

άκτίνες μιας καί τής αυτής δέσμης, ήτοι διέρχονται διά τοϋ αυτού σημείου 
ή είναι παράλληλοι. 

’Απόδείξις. "Εστω 0 τό κοινόν σημεΐον των ΑΑ' και ΒΒ' (σχ. 288). 
Τότε είναι ΟΑΒ =« ΟΑ'Β', άρα : 

(2 ) 

Α'Β' ΟΒ' 

Δ 

Έάν Ο' είναι τό κοινόν σημεΐον των ΒΒ' καί ΓΓ', τότε είναι Ο'ΒΓ ^ 
Ο'Β'Γ', άρα: 


Έκ τής ύποθέσεως — καί των (2 ) καί ( 3 ) έπεται : 

Α'Β' ΒΤ' 

ΟΒ _ Ο'Β * 

ΟΒ' ~~ Ο'Β' η 

ΟΒ Ο'Β _ ΟΒ _ Ο'Β 

ΟΒ' — ΟΒ ~~ Ο'Β'— Ο'Β ^ ΒΒ' ~~ ΒΒ' 

Έκ τής τελευταίας αναλογίας έπεται βτι ΟΒ = Ο'Β, δηλαδή τά σημεία Ο 
καί Ο' συμπίπτουν. "Αρα αί ΑΑ', ΒΒ', ΓΓ' διέρχονται διά τοΰ αύτοΰ ση- 
μείου Ο, ήτοι είναι άκτΐνες μιας καί τής αύτής δέσμης. 

Έάν είναι ΑΑ' //ΒΒ', τό τετράπλευρον ΑΒΒ'Α' είναι παραλληλόγραμ- 
μον (σχ. 290), έπομένως ΑΒ — Α'Β'. Τότε ή ύπόθεσις (1) γράφεται : 

ΒΓ 


έκ τής οποίας έπεται ότι ΒΓ =Β'Γ'. "Αρα καί τό ΒΓΓ'Β' είναι παραλληλό- 
γραμμον. Έπομένως ΒΒ'//ΓΓ', ήτοι ΑΑ' / /ΒΒ' / /ΓΓ'. 

292. Θεώρημα. Έάν τρεις άκτίνες μιας δέσμης κέντρου Ο τέμνωνται 
ύπό δύο ευθειών (ε) και (ε') είς τά σημεία Α,Β,Γ και Α', Β', Γ' άντιστοίχως 


καί είναι 


Α'Β' ΒΤ' 


, αί εύθεϊαι (ε) και (ε') είναι παράλληλοι. 


Άπόδειξις. Έάν αί (ε) καί (ε' ) δεν είναι παράλληλοι (σχ. 291), φέρο- 
μεν έκ τοΰ Α την ΑΒ 1 Γ 1 / /Α'Β'Γ' καί τότε, κατά τό θεώρημα 291, θά είναι : 
ΑΒ Χ Β,Γ, ΑΒ. Α'Β' ,. Χ , -, . 

- = --<=>- 1 = (1). Εξ ύποθέσεως όμως έχομεν 

Α'Β' ΒΤ' Β 1 Γ 1 ΒΤ'· 
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ΑΒ ΒΓ ΑΒ Α'Β' /0 . 5ΐΓ , „ , Μ . , /Γ> . ,. 

ν¥ Γ ^ ’βτ 7 ^ ~βγ~ = βτ γ 2 ' Εκ των σχεσεων (1) καί (2) > αι 

όποϊαι έχουν τά δεύτερα μέλη των ίσα, επεται δτι - — - — — . Έξ αύτής 

Β 1 Γ 1 ΒΓ 

επεται δτί (Θ. Θαλοΰ) ΒΒ 1 //ΓΓ 1 , δπερ άτοπον, διότι αί ΒΒ Χ και ΓΓ 15 έξ 




Σχ. 291 


Σχ. 292 


ύποθέσεως, τέμνονται εις τό Ο. ’Άρα κατ’ άνάγκην πρέπει νά είναι ΑΒΓ// 
Α'ΒΤ' ή (ε)//(ε'). 

Πόρισμα. Έάν τριγώνου ΑΒΓ ή ΑΜ είναι διάμεσος, παν εύθύγραμμον 
τμήμα ΒΤ' / / ΒΓ, £χον τά άκρα του έπί τών πλευρών ΑΒ καί ΑΓ, διχοτομεί- 
ται ύπό τής διαμέσου. 

ΒΜ ΓΜ 

Πράγματι, είναι: = καί, επειδή ΒΜ — ΓΜ, έπεται και 

Β'Μ' Γ'Μ' 

Β'Μ' = Γ'Μ' /σν 9Β9Ί 


ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

Β'. 

470. Δείξατε δτι ή εύθεΐα ή ένοϋσα τά μέσα Κ καί Α τών βάσεων τραπεζίου, διέρ- 
χεται διά του κοινού σημείου Ε τών διαγώνιων καί διά τοϋ κοινού σημείου Ζ τών μή παραλ- 
λήλων πλευρών. 

471. Έάν αί ακτίνες μιας δέσμης κέντρου Ο τέμνουν δύο παραλλήλους ευθείας (ε) 
καί (ε' ) είς τά Α καί Α', Β καί Β', Γ καί Γ',... άντιστοίχως, δείξατε δτι αί διαγώνιοι τών 
τραπεζίων ΑΑ'Β'Β, ΒΒ'Γ'Γ, ΓΓ'Δ'Δ,... τέμνονται είς σημεία, τά όποια κεΐνται έπί ευθείας 
παραλλήλου πρός τάς (ε) καί (ε'). 

472. Φέρομεν δύο παραλλήλους πρός τήν διαγώνιον ΑΓ κυρτού τετράπλευρου ΑΒΓΔ, 
αί όποΐαΐ τέμνουν τάς πλευράς του είς τά Ε, Θ καί Η,Ζ άντιστοίχως. Δείξατε δτι αί εύθεΐαι 
ΕΖ καί ΗΘ τέμνονται έπί τής ΒΔ. 

473. Έκ τυχόντος σημείου Δ τής βάσεως ΒΓ τριγώνου ΑΒΓ φέρομεν παράλληλον 
πρός τήν διάμεσον ΑΜ, ή όποία τέμνει τάς ΑΒ καί ΑΓ είς τά Ε καί Ζ. Δείξατε δτι τό άθροι- 
σμα ΔΕ + ΔΖ είναι σταθερόν. 
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474. Δίδεται παραλληλόγραμμον ΑΒΓΔ καί έστω Ε τυχόν σημειον της διαγώνιου 
ΒΔ. Διά τοϋ Ε φέρομεν άνά μίαν παράλληλον πρδς τάς πλευράς του, αί όποια ι τέμνουν τάς 
ΑΒ καί ΓΔ εις τα Ζ καί Η άντιστοίχως καί τάς ΑΔ καί ΒΓ είς τά I καί Θ άντιστοίχως. 
Δείξατε ότι είναι : α) ΖΘ//ΗΙ, καί β) αί ΙΖ καί ΗΘ τέμνονται έπί τής ΒΔ. 

475. Δίδεται κυρτόν τετράπλευρον ΑΒΓΔ καί έστω Ε τυχόν σημειον της ΑΒ. Διά 
τοΰ Ε φέρομεν παράλληλον της ΒΓ, ή όποία τέμνει τήν ΑΓ είς τό Ζ καί έκ του Ζ φέρομεν 
παράλληλον τής ΓΔ, ή όποία τέμνει τήν ΑΔ είς τό Η. Δείξατε ότι είναι : 

α) ΑΕ · ΔΗ = ΒΕ · ΑΗ, καί ΕΗ//ΒΔ. 

476. Δίδονται δύο εύθείαι (ε!), (ε 2 ) καί σημειον Α. Αί (ε^ καί (ε 2 ) τέμνονται, άλλα 
τό σημειον τομής των δέν εύρίσκεται έντός τοΰ πεδίου σχεδιάσεως. Ζητείται να άχθη ευθεία 
διά τοϋ Α διερχομένη καί άπό τό κοινόν σημειον των (ε Χ ) καί (ε 8 ). 


ΠΕΡΙ ΟΡΘΩΝ ΠΡΟΒΟΛΩΝ 

293. 'Ορισμοί. Έστω σημειον Α καί ευθεία (ε) (σχ. 293). Φέρομεν 
τήν ΑΑ' _]_ (ε). Τό σημειον Α' έπί της (ε) καλείται (όρθή) προβολή τοΰ ση- 
μείου Α επί τήν εύθεϊαν (ε). 'Η εύθεϊα (ε) καλείται προβολικός άξων 
καί τό τμήμα ΑΑ' καλείται προβάλλουσα τοΰ σημείου Α. 

Έκ τοΰ όρισμοΰ δπεται δτι, έάν έν σημειον Β εύρίσκεται έπί τοΰ προβο- 
λικού άξονος, τότε ταυτίζεται μετά τής προβολής του. 

Προβολή ένός εύθυγράμμου τμήματος ΑΒ έπί άξονα (ε), καλείται τό 
σύνολον των προβολών των σημείων 
τοΰ τμήματος ΑΒ, έπί τόν άξονα 
(ε). 

294. Θεώρημα. Ή προβολή 
εύθυγράμμου τμήματος ΑΒ έπί εό- 
θεϊαν (ε), είναι τμήμα Α'Β' μέ άκρα 
τάς προβολάς τών άκρων τού ΑΒ 
έπί τήν (ε), 

Άπόδειξις. Έστωσαν Α' καί 
Β' αί προβολαί των άκρων Α καί Β 
τοΰ τμήματος ΑΒ έπί τήν εύθεϊαν (ε) (σχ. 293). ’ Αρκεί νά δείξωμεν δτι τό 
τυχόν σημειον Μ τοΰ τμήματος ΑΒ, προβάλλεται είς σημειον Μ' τοΰ 
τμήματος Α'Β' καί αντιστρόφους, δτι τό τυχόν σημειον Μ' τοΰ τμήματος Α'Β', 
είναι ή προβολή έπί τήν εύθεϊαν (ε), ένός σημείου Μ τοΰ τμήματος ΑΒ. 

Έστω Μ' ή προβολή τυχόντος σημείου Μ τοΰ τμήματος ΑΒ έπί τήν εύ- 
θεϊαν (ε). Αί εύθεϊαι ΑΑ', ΒΒ' καί ΜΜ' είναι παράλληλοι, ως κάθετοι έπί τήν 
αύτήν εύθεϊαν (ε). Τό σημειον Μ, ώς άνήκον είς τό τμήμα ΑΒ, εύρίσκεται 
έντός τής ζώνης των παραλλήλων ΑΑ' καί ΒΒ'. "Αρα καί ή ΜΜ' θά εύρί- 
σκεται έντός τής ζώνης τών παραλλήλων ΑΑ' καί ΒΒ'. Επομένως ή ΜΜ’ θά 
τέμνη τό τμήμα Α'Β' είς σημειον Μ', ήτοι ή προβολή Μ' τοΰ Μ έπί τήν εύθεϊαν 
(ε) είναι σημειον τοΰ τμήματος Α'Β'. 
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Όμοίως άποδεικνύεται το άντίστροφον, ήτοι, εάν Μ 7 είναι σημεΐον του 
τμήματος Α'Β', ή έξ αύτου κάθετος έπί τήν εύθεΐαν (ε), ώς παράλληλος προς 
τάς ΑΑ' καί ΒΒ', θά τέμνη το τμήμα ΑΒ είς σημεΐον Μ. ’Άρα το σημεΐον Μ' 
είναι ή προβολή ενός σημείου Μ του τμήματος ΑΒ. 


ΑΣ Κ ΗΣ ΕΙΣ 
Α'. 

477 . Δείξατε δτι αί προβολαί δύο ΐσων καί παραλλήλων τμημάτων επί τήν αύτήν 
εύθεΐαν, είναι ΐσαι. 

478. Έάν Α'Β' είναι ή προβολή τμήματος ΑΒ έπί εύθεΐαν (ε), δείξατε δτι είναι 
ΑΒ 2: Α'Β' §: 0. Πότε ισχύει τδ πρώτον ΐσον ; καί πότε τδ δεύτερον ; 

479. Δείξατε δτι τδ μέσον ένδς εύθυγράμμου τμήματος προβάλλεται είς τό μέσον 
της προβολής του έπί τυχοΰσαν εύθεΐαν. 

480. Έάν εύθύγραμμον τμήμα ΑΒ προβάλλεται έπί τρεις ευθείας (ε Χ ), (ε 2 ), (ε 3 ) 
εις τά Α 1 Β 1 , Α 2 Β 2 , Α 3 Β 3 ά κτιστό ίχως, δείξατε δτι αί μεσοκάθετοι των τμημάτων Α 1 Β 1 , 
Α 2 Β 2 καί Α 3 Β 3 διέρχονται διά του αύτοΰ σημείου. 

Β'. 

481 . Έάν τά μέσα Κ καί Α των πλευρών ΑΒ καί ΑΓ τριγώνου ΑΒΓ, προβάλλωνται 
έπί εύθεΐαν (ε) είς τδ αύτδ σημεΐον, δείξατε δτι ή προβολή τής πλευράς ΒΓ έπί τήν (ε) 
είναι μηδενική. 

482. Έάν τά μέσα δύο διαδοχικών πλευρών τετραπλεύρου, προβάλλωνται έπί δο- 
θεΐσαν εύθεΐαν είς τδ αύτδ σημεΐον, δείξατε δτι καί τά μέσα τών δύο άλλων πλευρών τού 
τετραπλεύρου προβάλλονται είς δν σημεΐον. Έάν τά μέσα δύο απέναντι πλευρών του τετρα- 
πλεύρου προβάλλωνται είς τδ αύτδ σημεΐον, δείξατε δτι τά μέσα τών δύο άλλων άπέναντι 
πλευρών τοϋ τετραπλεύρου προβάλλονται έκατέρωθεν του προηγουμένου σημείου είς ίσας 
άποστάσεις. 

483. Διά δοθέντος σημείου Σ νά άχθη εύθεΐα (ε), έπί τήν οποίαν αί προβολαί τών 
κορυφών δοθέντος τριγώνου ΑΒΓ νά δρίζουν δύο ΐσα τμήματα. 

484 . Διά δοθέντος σημείου Σ νά άχθη εύθεΐα έπί τήν οποίαν αί προβολαί τών κορυ- 
φών τριγώνου ΑΒΓ νά όρίζουν δύο διαδοχικά τμήματα έκ τών όποίων τδ δν νά είναι διπλά- 
σιον τοϋ άλλου. 


ΜΕΤΡΙΚΑΙ ΣΧΕΣΕΙΣ ΕΙΣ ΤΑ ΤΡΙΓΩΝΑ 

295. Μετρική σχέσις γενικώς είς τήν γεωμετρίαν καλείται πάσα σχέ- 
σις συνδέουσα τά μέτρα εύθυγράμμων τμημάτων, όταν ταυτα μετρώνται μέ 
τήν αύτήν μονάδα μετρήσεως. Επειδή ή μονάς μετρήσεως είναι αύθαίρετος, 
επεται δτι πάσα μετρική σχέσις είναι άνεξάρτητος της μονάδος μετρήσεως καί 
είναι καθαρώς σχέσις λόγων. 

Πάσα γεωμετρική σχέσις είναι μετρική σχέσις, ήτοι σχέσις άληθεύουσα 
δι 1 οίανδήποτε μονάδα μετρήσεως, είναι δέ ομογενής ώς προς τά μήκη τά όποια 
περιέχει. Ούδέν γεωμετρικόν θεώρημα καταλήγει είς μή ομογενή σχέσιν. 
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Έάν α, β, γ είναι εύθύγραμμα τμήματα, ή σχέσις 2(α)(β) = (γ) 2 άνα- 
φερομένη εις τά μέτρα (α), (β), (γ) των τμημάτων, είναι μετρική σχέσις 
ομογενής δευτέρου βαθμού καί διά τήν άπλούστεσιν θά γράφεται 2αβ = γ 2 . 
*Η σχέσις 3α 2 Έ β = γ 3 δέν είναι μετρική σχέσις, διότι δεν είναι ομογενής. 


ΜΕΤΡΙΚΑΙ ΣΧΕΣΕΙΣ ΕΙΣ ΟΡΘΟΓΩΝΙΑ ΤΡΙΓΩΝΑ 

296. Θεώρημα. ΕΙς κάθε όρθογώνιον τρίγωνον έκάστη έκτων καθέτων 
πλευρών του, είναι μέση άνάλογος τής ύποτεινούσης και τής προβολής της 
έπι τήν ύποτείνουσαν. 

/Ν 

Άπόδειξις. Έστω όρθογώνιον τρίγωνον ΑΒΓ (Α =1·-) με πλευράς 
α, β, γ (σχ. 294). Φέρομεν ΑΔ _1_ ΒΓ. Τά τρίγωνα ΑΒΓ καί ΔΑΓ είναι δμοια, 

διότι είναι ορθογώνια καί έχουν τήν Γ κοινήν. 

Άρα : 

ΑΓ ΔΓ β ΔΓ Α 

ΒΓ ΑΓ α β /X 

(1) β 2 = α · ΔΓ, β/ Χ^ϊ 

όπου ΔΓ είναι ή προβολή της πλευράς / Χν 

β επί τήν ύποτείνουσαν. Γ Α α ^ 

'Ομοίως είναι ΑΒΓ =»ΔΒΑ => <=> 


Σχ. 294 


α · ΔΒ 


Πόρισμα. Ό λόγος τών τετραγώνων τών δύο καθέτων πλευρών όρθο- 
γωνίου τριγώνου, ισούται πρός τόν λόγον τών προβολών αύτών έπι τήν ύπο- 
τείνουσαν. 

Πράγματι, έάν τάς σχέσεις (1) καί (2) τού προηγουμένου θεωρήματος 
τάς διαιρέσωμεν κατά μέλη, λαμβάνομεν : 

β 2 ΔΓ 

γ 2 ΔΒ ' 

297. Πυθαγόρειον Θεώρημα *. Είς παν όρθογώνιον τρίγωνον, τό 
άθροισμα τών τετραγώνων τών δύο καθέτων πλευρών του, ίσούται πρός τό 
τετράγωνον τής ύποτεινούσης. 

Άπόδειξις. Είς τό όρθογώνιον τρίγωνον ΑΒΓ (σχ. 294), άπό τό προ- 
ηγούμενον θεώρημα έχομεν : 

β 2 = α · ΔΓ καί γ 2 = α · ΔΒ. 

(*) Πυθαγόρας (γεννηθείς είς Σάμον περί τό 580 π.Χ. ), είναι ό πλέον ένδοξος όπα- 
δός τοΰ Θαλοΰ. Έταξίδευσεν είς Αίγυπτον καί Ινδίας καί κατόπιν άπεσύρθη είς Ιταλίαν, 
όπου ίδρυσε τήν περίφημον Σχολήν του. 
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Διά προσθέσεως αυτών κατά μέλη λαμβάνομεν : β 2 -{- γ 2 = α(ΔΓ + ΔΒ). 
Αλλά ΔΓ + ΔΒ = ΓΒ — α. "Αρα ή προηγουμένη σχέσις γράφεται : 

β 2 4- γ 2 = α 2 

298. Θεώρημα. ΕΙς κάθε όρθογώνιον τρίγωνον, τό έπί την ύποτείνουσαν 
ύψος, είναι μέσον άνάλογον τών δύο τμημάτο>ν, είς τά όποια τοϋτο διαιρεί 
τήν ύποτείνουσαν. 


Άπόδείξις. Έστω όρθογώνιον τρίγωνον ΑΒΓ (Α —I 1 -) καί ΑΔ = 
υ α τδ έπί τήν ύποτείνουσαν ύψος (σχ. 

295). Τδ ύψος διαιρεί τδ τρίγωνον 


ΑΒΓ είς δύο όμοια όρθογώνια τρίγωνα 
Δ Δ 

ΔΑΒ «=» ΔΓΑ, διότι έκαστον έξ αυτών 
είναι δμοιον πρδς τδ τρίγωνον ΑΒΓ. 
*Απδ τήν δμοιότητα λαμβάνομεν τήν 
άναλογίαν : 

ΑΔ 2 = ΔΒ . ΔΓή 

ΔΒ ΑΔ 

υ α 2 = ΒΔ * ΔΓ. 



, ϊχ. 295 


299. Θεώρημα. Είς κάθε όρθογώνιον τρίγωνον ΑΒΓ (Α = I 1 -), Ισχύει 
ή μετρική σχέσις βγ = αυ α . 

Δ 

*Απόδειξις. Φέρομεν τδ ύψος ΑΔ = υ α καί παρατηροΰμεν ότι ΒΑΔ ^ 
Δ 

ΒΓΑ, διότι είναι όρθογώνια καί έχουν τήν γωνίαν Β κοινήν. 



ΓΒ 

ΓΑ 



βγ = αυ α 

300. Θεώρημα. ΕΙς κάθε όρθογώνιον τρίγωνον ΑΒΓ (Α = I 1 -), Ισχύει 

ή μετρική σχέσις ~ + ~τ = — · 

β 2 γ 2 « 2 α 

' Απόδείξις. 

1 1 _ β 2 + ϊ 2 _ β 2 + Υ 2 

β 2 γ 2 β 2 γ 2 (βϊ) 2 

α 2 α 2 1 

(αυ α ) 2 α 2 ·υ α 2 υ Λ 2 


301. ’Ανακεφαλαίωσις των μετρικών σχέσεων διά τά όρθογώ- 
νια τρίγωνα. 

Έάν ΑΒΓ είναι όρθογώνιον τρίγωνον μέ πλευράς α, β, γ καί ΑΔ = υ α 
τδ έπί τήν ύποτείνουσαν ύψος του, ισχύουν αί σχέσεις : 
ί) β 2 = α · ΔΓ, γ 8 = α·ΔΒ 
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β 2 ΔΓ 

ιι ) — - — 

γ 2 ΔΒ 

ϋί ) α 2 = β 2 + γ 2 καί έξ αύτής αί : 
β 2 = α 2 — γ 2 και γ 2 — α 2 — β 2 

ΐν) υ α 2 — ΔΒ * ΔΓ 

ν) βγ = αυ α 

1 1 1 

νι ) 1 = 

β 2 γ 2 υ α 2 

Σημείιοσις. Παν ορθογώνιον τρίγωνον, του οποίου τα μέτρα των πλευ- 
ρών είναι άκέραιοι άριθμοί, καλείται πυθαγόρειον τρίγωνον. Πυθαγόρειον 
τρίγωνον είναι π.χ. τδ έχον μέτρα πλευρών 3,4,5, διότι 3 2 + 4 2 = 5 2 
9 + 16 = 25. 

Οί άκέραιοι άριθμοί, οί όποιοι παριστοΰν τά μέτρα τών πλευρών ορθο- 
γωνίου τριγώνου, καλούνται πυθαγόρειοι άριθμοί. Οί άπλούστεροι πυθα- 
γόρειοι άριθμοί είναι οί 3, 4, 5. 

'Υπάρχουν άπειροι πυθαγόρειοι άριθμοί συνδεόμενοι διά τής σχέσεως 
(μ 2 — ν 2 ) 2 -)- (2μν) 2 = (μ 2 -}-ν 2 ) 2 , όπου μ καί ν τυχόντες άκέραιοι άρι- 
θμοί. Έάν π.χ. εις τήν προηγουμένην σχέσιν θέσωμεν μ = 5 καί ν = 2, εύρί- 
σκο μεν τούς πυθαγορείους άριθμούς 5 2 — 2 2 =21, 2 ■ 5 · 2 =20 καί 5 2 -Γ 
— {— 2 2 =29, δηλαδή τούς 21, 20, 29. Πράγματι είναι 21 2 + 20 2 = 29 2 -<=>- 
441 + 400 = 841. 

302. Διαγώνιος όρθογωνίου διαστάσεων α καί β. Έστω όρθογού- 
νιον ΑΒΓΔ μέ διαστάσεις α καί β (σχ. 296). Φέρομεν τήν διαγώνιον ΑΓ = δ 



Σχ. 296 Σχ. 297 


καί έκ του όρθογωνίου τριγώνου ΑΒΓ λαμβάνομεν : ΑΓ 2 = ΑΒ 2 + ΒΓ 2 
=> $2 = α 2 + β 2 => δ = Υα 2 + β 2 Τ 

Πόρισμα. 'Η διαγώνιος τετραγώνου πλευράς α ίσοΰται πρός αΐ^ 2 
(σχ. 297). 
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303. "Υψος ισοπλεύρου τριγώνου πλευράς α. ’Έστω ΑΒΓ ισό- 
πλευρον τρίγωνον πλευράς α (σχ. 298). Φέρομεν τα ύψος ΑΔ — υ αυτού, τό 
όποιον τέμνει τήν ΒΓ είς τό μέσον της 


Τότε, άπό τό ορθογώνιον τρίγωνον 
ΑΒΔ λαμβάνομεν: ΑΔ 2 = ΑΒ 2 — ΒΔ 2 


(τ) 


4α 2 — α 2 



Σχ. 298 


ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΑΙ ΚΑΤΑΣΚΕΥΑΙ 
ΤΗ ΒΟΗΘΕΙΑ ΤΩΝ ΑΝΩΤΕΡΩ ΜΕΤΡΙΚΩΝ ΣΧΕΣΕΩΝ 

304. ϊ) Νά κατασκεοασθή εύθύγραμμον τμήμα χ, Ικανοποιούν τήν σχέ- 

σιν χ =Κα 2 + β 2 , δπου α καί β είναι δοθέντα εόθύγραμμα τμήματα. 

' Η δοθεΐσα σχέσις γράφεται X 2 — α 2 ~Γ β 2 , εκ της οποίας φαίνεται δτι 
τό χ δύναται νά είναι υποτείνουσα ορθογωνίου τριγώνου, μέ καθέτους πλευ- 
ράς τά τμήματα α καί β. Τό τρίγωνον κατασκευάζεται (σχ. 299). 

ϋ) Νά κατασκεοασθή εύθύγραμ- 
μον τμήμα χ, Ικανοποιούν τήν σχέσιν . « 

χ = Υα 2 — β 2 , α > β. ,/ /ώ 

*Η δοθεΐσα σχέσις γράφεται χ 2 — 

α 2 — β 2 , έκ της οποίας φαίνεται δτι τό χ ^ χ 

X δύναται νά είναι κάθετος πλευρά / / 

ορθογωνίου τριγώνου μέ υποτείνουσαν ^ ά X 

α καί τήν άλλην κάθετον β. Τό τρίγω- 
νον κατασκευάζεται (σχ. 300). Σχ ' 299 Σχ ' 300 

ίϋ) Νά κατασκευασθή εύθύγραμμον τμήμα χ, Ικανοποιούν τήν σχέσιν 
X = ν« 2 + β 2 + γ 2 + δ 2 , δπου α, β, γ καί δ είναι δεδομένα εύθύγραμμα τμή- 


Σχ. 300 


*Η δοθεΐσα σχέσις γράφεται 

Χ 2 = α 2 β 2 4- γ 2 Τ- δ 2 . 

Παρατηροΰμεν δτι τό άθροισμα α 2 + β 2 δύναται νά άντικατασταθή διά τού 
ΑΓ 2 (σχ. 301 ), 6που ΑΓ είναι ή υποτείνουσα ορθογωνίου τριγώνου μέ καθέ- 
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τοι>ς πλευράς τάς α καί β. Έν συνεχεία δέ κατά τδν ίδιον τρόπον δυνάμεθα νά 
άντικαταστήσωμεν τό άθροισμα ΑΓ 2 + γ 2 μέ τδ ΑΔ 2 καί άκολούθως τδ ΑΔ 2 
+ δ 2 μέ τδ ΑΕ 2 . Έκ του σχήματος φαίνεται τότε βτι είναι 

χ 2 .= ΑΕ 2 = ΑΔ 2 + δ 2 = ΑΓ 2 + γ 2 + δ 2 = α 2 + β 2 + γ 2 + δ 2 . 

Σημείωσις. Διά τοΰ αύτοϋ τρόπου δυνάμεθα νά κατασκευάσωμεν τμήμα χ ικανοποιούν 
τήν σχέσιν X =Υα 2 + β 2 + ... + ε 2 + ζ 2 , δταν δίδεται πεπερασμένον πλήθος εύθυ- 
γράμμων τμημάτων α, β,..., ε, ζ. 

ίν) Νά κατασκευασθή τμήμα χ, ίκανοποιοδν τήν σχέσιν χ = 
= να 2 — β 2 + γ 2 — δ 2 δπου α, β, γ καί δ δοθέντα τμήματα, τοιαδτα ώστε 
α 2 — β 2 γ 2 — δ 2 > 0. 

Ή δοθεΐσα σχέσις δύναται νά γραφή 

χ2 — α 2 + γ 2 — (β 2 + δ 2 ) ή χ 2 = λ 2 — μ 2 , 
όπου τά εύθύγραμμα τμήματα λ καί μ ικανοποιούν τάς σχέσις λ 2 = α 2 + γ 2 



Σχ. 301 



καί μ 2 — β 2 + δ 2 καί κατασκευάζονται ώς εις τήν περίπτωσιν (ί). Τότε πλέον 
δύναται νά κατασκευασθή καί τδ X βπως εις τήν περίπτωσιν (π). 

ν) Κατασκευή μέσης άναλόγου. 

Νά κατασκευασθή εύθύγραμμον τμήμα χ, ίκανοποιοδν τήν σχέσιν χ 2 =αβ, 
δπου α καί β δοθέντα εύθύγραμμα τμήματα. 

Παρατηροΰμεν δτι {§ 298) τδ χ δύναται νά είναι τδ έκ της δρθής γωνίας 
ύψος τριγώνου, τδ όποιον διαιρεί τήν υποτείνουσαν εις δύο τμήματα μέ μήκη 
α καί β. Διά τήν κατασκευήν λαμβάνομεν επ’ εύθείας διαδοχικά τμήματα ΒΔ 
= α καί ΔΓ = β (σχ. 302) καί μέ διάμετρον τήν ΒΓ, γράφομεν ήμικύκλιον. 
Έκ τού Δ φέρομεν κάθετον επί τήν ΒΓ, ή όποια τέμνει τδ ήμικύκλιον εις τό 

Α. Τό τρίγωνον ΑΒΓ είναι προφανώς ορθογώνιον (Α = I 1 -). Επομένως τό 
ζητούμενον τμήμα είναι τό X = ΑΔ, τδ όποιον ικανοποιεί τήν σχέσιν χ 2 = αβ. 

νί) Νά κατασκευασθή εύθύγραμμον τμήμα χ, ικανοποιούν τήν σχέσιν 
αχ = β 2 , δπου α καί β δοθέντα εύθύγραμμα τμήματα. 

"Αν β είναι τό έκ τής ορθής γωνίας ύψος ορθογωνίου τριγώνου καί α τό 
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έν έκ των τμημάτων, εις τά όποια τούτο διαιρεί την υποτείνουσαν (σχ. 303), 
τότε τό χ θά είναι τό έτερον. 

Κατασκευάζομεν όρθογώνιον τρίγωνον ΑΒΔ (Δ = 1*- ) μέ καθέτους 
πλευράς τάς α καί β. Έκ της κορυφής Α φέρομεν κάθετον έπί την υποτείνου- 
σαν αύτοΰ ΑΒ, ή οποία τέμνει τήν ΒΔ είς τό σημειον Γ. Τό τμήμα ΓΔ είναι τό 
ζητούμενον, ήτοι ΓΔ = χ, διότι κατά την § 298 ικανοποιεί τήν δοθεΐσαν 
σχέσιν α * ΓΔ = β 2 . 




Β α Δ 


Σχ. 303 


3α Β 2α Γ 


Σχ. 304 


νΙΙ) Νά κατασκευασθή εύθύγραμμον τμήμα χ» ΙκανοποιοΟν τήν σχέσιν 
X = αΥό, όπου α δοθέν τμήμα. 

*Η δοθεΐσα σχέσις γράφεται X 2 —6α 2 ή X 2 — 3α · 2α. Ή κατασκευή 
εΐναι όμοια μέ τήν τής περιπτώσεως (ν) καί φαίνεται εις τό σχήμα 304. 

305. Πρόβλημα. Νά κατασκευασθή τμήμα χ τοιοΟτον, ώστε : 


δίίου α δοθέν τμήμα καί — δεδομένος Αριθμητικός λόγος. 

ν 

Κατασκευή. Μέ διάμετρον ΒΓ — ΒΔ + ΔΓ = μ + ν γράφομεν ήμικύ- 
κλιον καί έκ του Δ φέρομεν κάθετον έπί τήν ΒΓ, ή οποία τέμνει τό ημι- 
κύκλιον εις τό Α. Έπί της ΑΓ λαμβάνομεν τμήμα ΑΗ — α καί. φέρομεν 
τήν ΗΖΕ//ΓΔΒ (σχ. 305). Τό τμήμα ΑΕ = X είναι τό ζητούμενον. 

Άπόδειξις. Γνωρίζαμεν ότι (§ 296, πορ. ) : 

( ΐ) Δ® 

ΑΗ 2 ΖΗ α 2 ΖΗ Α 

Αλλά, κατά τό θεώρημα τής δέσμης, είναι : /'/' Ν. 

ΕΖ ΒΔ μ // \\ 

ΖΗ ΔΓ ν ΓΧ- — 

Έκ των (1) καί (2) έπεται : Γ ν λ μ η 


Σχ. 305 


Ασκήσεις 
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

Α'. 

485. Όρθογωνίου τριγώνου αί δύο κάθετοι πλευραί είναι 15ιη καί 20πΐ. Νά εύρε- 
θοΰν ή υποτείνουσα, αΐ προβολαί των καθέτων πλευρών έπΐ τήν ύποτείνουσαν καί τύ ύψος, 
πού άγεται έπΐ τήν ύποτείνουσαν, 

486. Όρθογωνίου τριγώνου αί προβολαί των καθέτων πλευρών του έπί τήν ύποτεί- 
νουσαν είναι 2 γπ καί 8πΐ. Νά εύρεθοΰν τύ έπί τήν ύποτείνουσαν ύψος καί αί κάθετοι πλευραί 
τοϋ τριγώνου. 

487. Νά εύρεθοΰν αί πλευραί όρθογωνίου τριγώνου, του όποίου ή περίμετρος είναι 
84 πί καί ή υποτείνουσα εΐναι 37ιη. 

488. Δείξατε δτι ή διαφορά τών τετραγώνων δύο πλευρών τριγώνου ίσοϋται πρύς τήν 
διαφοράν τών τετραγώνων τών προβολών αύτών έπί τήν τρίτην πλευράν. 

489. Είς όρθογώνιον τρίγωνον Α3Γ (Α = I 1 -) φέρομεν έκ του μέσου Δ τής ΑΒ κά- 
θετον ΔΕ έπί τήν ύποτείνουσαν. Δείξατε δτι ΕΓ 3 — ΕΒ 3 — ΑΓ 2 . 

490. Τετραπλεύρου ΑΒΓΔ αί διαγώνιοι είναι κάθετοι. Δείξατε δτι ΑΒ 2 ΓΔ 2 = 
ΒΓ 2 + ΑΔ 2 . 

491. Δίδεται γωνία χΟ γ = 45° καί σημεΐον Μ έσωτερικύν αύτής. Έκ τοϋ Μ φέ- 
ρομεν κάθετον έπί τήν Οχ, ή όποία τέμνει τήν Οχ είς τύ Α καί τήν Ογ είς τύ Β. Δείξατε 
δτι ΑΒ 4 + ΑΜ 2 = ΟΜ 2 . 

492. Δίδεται όρθογώνιον ΑΒΓΔ καί σημεΐον Ε έσωτερικύν αύτοΰ. Έάν συνδέσωμεν 
τύ Ε μέ τάς κορυφάς τοϋ όρθογωνίου, δείξατε δτι εΐναι 

ΕΑ 2 + ΕΓ 2 = ΕΒ 3 + ΕΔ 2 

493. Νά κατασκευασθή τμήμα χ Ικανοποιοΰν τήν σχέσιν χ 2 = α 2 + β 2 + γ 2 , 
δπου ά, β, γ εΐναι δεδομένα τμήματα. 

494. Νά κατασκευασθή τμήμα X = αγ30, ένθα α δεδομένον τμήμα. 

495. Δίδεται τεταρτοκύκλιον ΑΟΒ. Άπύ τυχύν σημεΐον Γ του τόξου ΑΒ φέρομεν 

XV 

ΓΕ _]_ ΟΑ, ή οποία τέμνει τήν διχοτόμον τής ορθής γωνίας ΑΟΒ είς τύ Δ. Δείξατε δτι εί- 
ναι ΓΕ 2 + ΔΕ 2 = ΟΑ 2 . 

496. Νά κατασκευασθή τμήμα X = αΥ3 + βΥδ ένθα καί β α δεδομένα τμήματα. 

Β'. 

497. Δείξατε δτι ή κοινή έξωτερική έφαπτομένη δύο κύκλων έφαπτομένων έξωτε- 
ρικώς είναι μέση άνάλογος μεταξύ τών δύο διαμέτρων αύτών. 

498. Νά ύπολογισθή το μήκος τής κοινής έξωτερικής ώς καί τής κοινής έσωτερικής 
έφαπτόμένης δύο κύκλων άκτίνων α καί 4α, έάν ή διάκεντρος αύτών είναι 6α. 

499. Νά κατασκευασθή τμήμα χ = Υα 2 — βγ, ένθα α, β, γ δεδομένα τμήματα. 

500. Νά κατασκευασθή τμήμα χ = Υα 3 + β 2 — γδ, ένθα α, β, γ, δ δεδομένα 
τμήματα. 

501. Δίδεται τετράγωνον ΑΒΓΔ πλευράς α. Έπί τών πλευρών του καί έκτύς τοϋ 
τετραγώνου κχτασκευάζομεν τά ισόπλευρα τρίγωνα ΑΒΕ, ΒΓΖ, ΓΔΗ, ΔΑΘ. Νά άπο- 
δειχθή δτι τύ τετράπλευρον ΕΖΗΘ είναι τετράγωνον καί νά ύπολογισθή ή πλευρά του. 

502. Νά κατασκευασθή τμήμα X = Υαβ — Υγδ ένθα α, β, γ, δ δεδομένα τμήματα. 

503. Δίδονται δύο εύθεΐαι (ε!), (ε 2 ) τεμνόμεναι καθέτως. Νά εύρεθή ό γ. τόπος 


! 
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τών σημείων Μ, των όποιων τό άθροισμα των τετραγώνων των άποστάσεων άπό τάς (ε 1 ) 
καί (ε 2 ) παραμένει σταθερόν. 

504. Νά κατασκευασθή τμήμα X — Ϋα 2 2β 2 + 3γ 2 ένθα α, β, γ δοθέντα τμή- 
ματα. 

505. Δίδεται κύκλος (Ο, Κ) καί δύο χορδαί αυτού, τεμνόμεναι καθέτως είς τό ση- 
μεϊον Μ. Έάν α, β, γ, δ είναι τά τμήματα, είς τά όποια αδται διαιρούνται υπό τού Μ, δείξα- 
τε ότι τό άθροισμα α 2 β 2 + γ 2 + δ 2 είναι σταθερόν. 

506. Δίδεται κύκλος (Ο,Β) καί σημεΐον Σ έσωτερικόν αύτού. Διά τού Σ φέρομεν 
δύο χορδάς ΑΣΒ καί ΓΣΔ, τεμνομένας καθέτως. Δείξατε ότι τό άθροισμα ΑΒ 2 4 ΓΔ 2 
είναι σταθερόν. 

507. Νά κατασκευασθούν δύο εύθύγραμμα τμήματα χ καί γ, τά όποια ικανοποιούν 
τάς συνθήκας X 2 + γ 2 = α 2 καί χγ — β 2 , όπου τά α καί β είναι δεδομένα εύθύγραμμα 
τμήματα. 

ΜΕΤΡΙΚΑΙ ΣΧΕΣΕΙΣ ΕΙΣ ΤΥΧΟΝ ΤΡΙΓΩΝΟΝ 

306. Θεώρημα. Είς πδν τρίγωνον, τό τετράγωνον πλευράς, κειμένης 
Απέναντι όξείας γωνίας, Ισούται πρός τό άθροισμα τών τετραγώνων τών δύο 
άλλων πλευρών, ήλαττωμένον κατά τό διπλάσιον γινόμενον τής μιδς έξ 
αύτών έπι τήν προβολήν τής άλλης έπί ταύτην. 

’Απόδειξις. "Εστω τρίγωνον ΑΒΓ, είς τό όποιον είναι Α < 90° (σχ. 306). 
Φέρομεν τήν ΒΔ ΑΓ καί θά δείξωμεν δτι είναι 

α 2 == β 2 + γ 2 __ 2β . ΑΔ. 

Θά διακρίνωμεν δύο περιπτώσεις, ήτοι : 

ΐ) Τό σημεΐον Δ κεΐται έπί της πλευράς ΑΓ. Τούτο συμβαίνει, δταν είναι 



Σχ. 306 Σχ. 307 

ιϊ) Τό σημεΐον Δ κεΐται είς τήν προέκτασιν της ΑΓ (σχ. 307). Τούτο 

συμβαίνει, δταν είναι Γ > 90°. 

’Από τό ορθογώνιον τρίγωνον ΒΓΔ λαμβάνομεν : 

(1 ) α 2 = ΓΔ 2 + ΔΒ 2 

Είς τήν περίπτωσιν (ί) είναι ΓΔ = β — ΑΔ, ένω είς τήν περίπτωσιν (ϋ) 
είναι ΓΔ — ΑΔ — β. Καί είς τάς δύο δμως περιπτώσεις είναι : 

ΓΔ 2 = (β — ΑΔ) 2 = (ΑΔ — β) 2 = β 2 + ΑΔ 2 — 2β - ΑΔ. 
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Πρώτον θεώρημα τής διαμέσου 
Τότε ή σχέσις (1) γράφεται: 

(2) α 2 = β 2 + ΑΔ 2 — 2β · ΑΔ + ΔΒ 2 

Αλλά επειδή ΑΔ 2 -(- ΔΒ 2 = γ 2 , ή (2) γράφεται : 

α 2 = β 2 ! γ 2 - 2β · ΑΔ 

307. Θεώρημα. Είς παν Αμβλυγώνιον τρίγωνον τό τετράγωνον τής 
πλευράς, τής κειμένης Απέναντι τής Αμβλείας γωνίας, ίσοϋται πρός τό άθροι- 
σμα τών τετραγώνων τών δύο άλλων πλευρών, ηύξημένον κατά τό διπλάσιον 
γινόμενον τής μιας έξ αότών έπι τήν προβολήν τής άλλης έπι ταύτην. 

’Απόδειξις. Έστω τό τρίγωνον ΑΒΓ μέ Α > 90° (σχ. 308). Φέρομεν τήν 
ΒΔ _[_ ΑΓ καί θά δείξωμεν 6τι είναι 

α 2 = β 2 + γ 2 + 2β · ΑΔ. 

Άπό τό όρθογώνιον τρίγωνον ΒΓΔ λαμβάνομεν 

(1) α 2 = ΓΔ 2 + ΔΒ 2 

Αλλά ΓΔ = β + ΑΔ => ΓΔ 2 = (β + ΑΔ) 2 = β 2 + 2β · ΑΔ Α ΑΔ 2 . 

Τότε ή σχέσις (1) γράφεται : 

(2) α 2 = β 2 + 2β · ΑΔ + ΑΔ 2 + ΔΒ 2 
καί επειδή ΑΔ 2 Α ΔΒ 2 = γ 2 , ή (2 ) γράφεται : 

α 2 — β 2 + γ 2 + 2β ■ ΑΔ 



Δ Α β Γ 


Σχ. 308 Σχ. 309 

308. Πρώτον θεώρημα τής διαμέσου. Είς παν τρίγωνον ΑΒΓ ίσχύει 
ή σχέσις 

β 2 + γ 2 = 2μ 2 α + — 

2 

όπου μ α ή έκ του Α διάμεσος. 

Άπόδειξις. Έστω τό τρίγωνον ΑΒΓ (σχ. 309) καί ΑΔ τό ύψος αύτοΰ. 
Διά τής διαμέσου ΑΜ τό τρίγωνον χωρίζεται είς δύο άλλα τρίγωνα ΑΜΒ καί 

ΑΜΓ. "Ας ύποθέσωμεν δτι ΑΜΓ > 90°. Τότε θά είναι ΑΜΒ < 90° καί έκ τών 

δύο προηγουμένων θεωρημάτων θά έ'χωμεν : 

(1 ) β 2 = μ α 2 + ΜΓ 2 + 2ΜΓ · ΜΔ 

(2 ) γ 2 = μ α 2 + ΜΒ 2 - 2ΜΒ - ΜΔ. 

14 
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Διά προσθέσεως αυτών κατά μέλη και λαμβάνοντες ύπ’ όψιν ότι είναι ΜΒ =·. 
ΜΓ = , έ'χομεν : 

(3) β 2 +γ 2 =2μ α 2 +2ΜΒ 2 => 

- β 2 +ν 2 =2μ„2 +2ύΜ* => 

=- β 2 +γ 2 =2μ„ 2 + — 

2 

Σημείωσις. Εις πολλάς περιπτώσεις χρησιμοποιοΰμεν καί τήν μορφήν (3). 
Παρατήρησίς ί) Έκ του ανωτέρω τύπου του Θεωρήματος τής διαμέσου, 
διά κυκλικής εναλλαγής των γραμμάτων α, β καί γ, δυνάμεθα νά λάβωμεν 
άντιστοίχως τούς τύπους : 

γ 2 ,μ α 2 = 2μ β 2 + — καί α 2 + β 2 = 2μ γ 2 + — 

2 2 

Παρατήρησίς Π) Έκ των τριών ανωτέρω τύπων λαμβάνομεν τούς τύ- 
πους : 

4μ α 2 — 2β 2 4- 2γ 2 — α 2 , 4μ β 2 = 2γ 2 + 2α 2 — β 2 , 

4μ γ 2 = 2α 2 + 2β 2 — γ 2 

έκ τών όποιων δυνάμεθα νά ύπολογίσωμεν τά μήκη των διαμέσων τριγώνου, 
όταν γνωρίζωμεν τά μήκη τών πλευρών του. 

309. Δεύτερον θεώρημα της διαμέσου. Είς παν τρίγωνον ΑΒΓ ισχύει 
ή σχέσις ί 

β 2 - — γ 2 — 2α · ΜΑ 

(ύποτιθεμένου δτι β ^ γ), δπου Μ το μέσον τής ΒΓ και Α ή προβολή του Α 
έπί τήν ΒΓ. 

Άπόδείξις. Έστω το τρίγωνον ΑΒΓ μέ β^γ (σχ. 309) Τότε θά είναι 
(§ 307 καί § 306) : ” ' 

β 2 - μ α 2 + ΜΓ 2 + 2ΜΓ · ΜΔ 
γ 2 = μ α 2 + ΜΒ 2 - 2ΜΒ · ΜΔ 

Έάν άφαιρέσωμεν ταύτας κατά μέλη, λαμβανομένου ύπ’ όψιν ότι ΜΒ — ΜΓ — 

— , Ιχομεν : β 2 - γ 2 = 4ΜΒ . ΜΔ = 4 — · ΜΔ ή 

2 2 

β2 _ γ2 _ 2α · ΜΔ 

310. Βασικόν κριτήριον διά τό είδος γωνίας τριγώνου . Άπό τά 

προηγούμενα θεωρήματα καί άπό τό Πυθαγόρειον θεώρημα όπεται ότι είς τρί- 
γωνον ΑΒΓ 

ί) "Αν Α < I 1 - α 2 < β 2 4- γ 2 

Η) "Αν Α = Ι 5 - -<=> α 2 — β 2 4- γ 2 

ϋι') "Αν Α > 1 ι α 2 > β 2 4- γ 2 · 
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Τα άντίστροφα Υποδεικνύονται διά τής είς άτοπον Υπαγωγής, ήτοι : 

■"Αν α 2 < β 2 + γ 2 , αποκλείονται τά ένδεχόμενα Α = I 1 - ή Α > I 1 -, διότι έξ αύ- 

τών έπεται α 2 = β 2 + Υ 2 ή α 2 > β 2 + Υ 2 άντιστοίχως. ’Άρα θά εΐναι Α < I 1 -. 
"Ομοίως καί διά τάς (η) καί (ϋΐ). 

Εύνόητον εΐναι δτι εις τρίγωνον μέ γνωστάς πλευράς τδ κριτήριον έφαρ- 
μόζεται μόνον διά τήν μεγαλυτέραν πλευράν, διότι, άν τδ τρίγωνον εΐναι όρθο- 
γώνιον ή άμβλυγώνιον, αύτδ θά συμβαίνη είς τήν γωνίαν έναντι τής μεγαλυ- 
τέρας πλευράς. 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ 


Α'. 

508 . Δείξατε δτι είς παν τραπέζιον τδ άθροισμα των τετραγώνων των διαγωνίων 
του ίσουται πρδς τδ άθροισμα των τετραγώνων των μή παραλλήλων πλευρών του σύν τώ 
διπλασίω γινομένω των δύο βάσεων. 

509 . Είς Ισοσκελές τρίγωνον ΑΒΓ (ΑΒ — ΑΓ) φέρομεν παράλληλον της ΒΓ, ή 
όποια τέμνει τάς ΑΒ καί ΑΓ είς τά Δ καί Ε άντιστοίχως. Δείξατε δτι ΒΕ 2 = ΕΓ 3 + 

ΒΓ · ΔΕ. 

510 . Είς Ισοσκελές τρίγωνον ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ) συνδέομεν τήν κορυφήν Α μέ τυχόν 
σημεΐον Δ τής πλευράς ΒΓ. Δείξατε δτι ΑΒ 2 = ΑΔ 2 + ΔΒ · ΔΓ. 

511 . Τρίγωνον έχει πλευράς α, β, γ καί γωνίαν Α == 120°. Δείξατε δτι είναι α 8 = 

β 2 + γ 2 + βγ· 1 

512 . Δείξατε δτι τδ άθροισμα των τετραγώνων των τεσσάρων πλευρών παραλληλο- 
γράμμου ίσου τα ι πρδς τδ άθροισμα των τετραγώνων τών διαγωνίων του. 

513 . Τετραπλεύρου ΑΒΓΔ αί διαγώνιοι τέμνονται καθέτως. Δείξατε δτι 
I ΑΒ 2 — ΑΔ 2 1 = | ΓΒ 2 = ΓΔ 2 1. 

514 . Νά εύρεθή τδ είδος τών γωνιών τριγώνου ΑΒΓ, τδ όποιον έχει πλευράς 
ί) α = 3λ, β - 4λ, γ = 6λ 

ίϋ) α = 8λ, β = 15λ, γ = Ι7λ 
ΐν) α = 7λ, β = 6λ, γ = 8λ. 


Β\ 

515 . Δείξατε δτι τδ άθροισμα τών τετραγώνων τών διαμέσων ένδς τριγώνου ίσοϋ- 
ται μέ τά 3/4 του άθροίσματος τών τετραγώνων τών πλευρών του. 

516. Έάν Μ εΐναι τδ κέντρον βάρους τριγώνου ΑΒΓ, δείξατε δτι : 

ΜΑ 2 + ΜΒ 2 + ΜΓ 2 = . 

3 

517 . Μέ πλευράν ΑΒ = γ κατασκευάζομεν δύο ισόπλευρα τρίγωνα ΑΒΔ, ΑΒΕ 
έκατέρωθεν αύτής. Έάν Γ είναι τυχδν σημεΐον, δείξατε δτι ΓΔ 3 + ΓΕ 2 = α 2 4- β 2 + Ύ 2 > 
ένθα α, β, γ είναι αί πλευραί του τριγώνου ΑΒΓ. 

518 . Δίδεται κύκλος, διάμετρος ΑΒ αύτοϋ καί χο ρδή ΓΔ παράλληλος της ΑΒ. Έάν 
Μ είναι τυχδν σημεΐον τής διαμέτρου ΑΒ, δείξατε δτι είναι ΜΓ 2 + ΜΔ 2 — ΜΑ 2 + ΜΒ 2 . 
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519- Δίδεται Ισόπλευρον τρίγωνον ΑΒΓ πλευράς α. Έάν Μ είναι τυχόν σημεΐον 
του έγγεγραμμένου κύκλου, δείξατε δτι τό άθροισμα ΜΑ 2 + ΜΒ 2 + ΜΓ 2 εΤναι σταθερόν. 

520. Διαιροΰμεν τήν υποτείνουσαν ΒΓ = α όρθογωνίου τριγώνου ΑΒΓ είς τρία ϊσα 
τμήματα ΒΔ = ΔΕ = ΕΓ καί φέρομεν τάς ΑΔ καί ΑΕ. Δείξατε δτι είναι ΑΔ 2 + ΑΕ 2 -μ 

ΔΕ 2 - — . 

3 

521. Να εύρεθή ό γ. τόπος των σημείων Μ, διά τά όποια Ισχύει ή σχέσις 
ΜΑ 2 + ΜΒ 2 — 1ΐ 2 , ένθα Α, Β εΐναι σταθερά σημεία καί Ιί δεδομένον τμήμα. 

522. Νά άποδειχθή δτι είς παν κυρτόν τετράπλευρου τό άθροισμα των τετραγώνων 
των τεσσάρων πλευρών του ίσοΰται πρός τό άθροισμα των τετραγώνων των δ ιαγωνίων του, 
ηύξημένον κατά τό τετραπλάσιον τετράγωνον του τμήματος μέ άκρα τά μέσα των διαγω- 
νίων του. 

523. Νά κατασκευασθή τρίγωνον, του οποίου δίδονται ή πλευρά α, τό ΰψος υ α καί 
τό άθροισμα β 2 -ή- Υ 2 = 1ι 2 , ένθα Ιι δεδομένου τμήμα. 

524. Νά κατασκευασθή τρίγωνον εκ των α, υβ καί β 2 + γ 2 = 1ί 2 , ένθα Ιί δεδομένον 
τμήμα. 

525. Νά εύρεθή ό γ. τόπος των σημείων Μ, διά τά όποια ισχύει ΜΑ 2 — ΜΒ 2 — 1ί 2 , 
ένθα Α, Β είναι σταθερά σημεία καί 1ί δεδομένου τμήμα. 

526. Νά κατασκευασθή τρίγωνον έκ τών α, υ α καί β 2 — γ 2 = !ί 2 , ένθα δεδομένον 
τμήμα. 

527. Νά κατασκευασθή τρίγωνον έκ τών α, μ^ καί β 2 — γ 2 = Ις 2 , ένια Ιί δεδομένον 

τμήμα. · 


ΕΜΒΑΑΑ ΚΛΕΙΣΤΩΝ ΕΥΘΥΓΡΑΜΜΩΝ ΣΧΗΜΑΤΩΝ 

311. Όρισμός. Μία θεμελιώδης έννοια, ή οποία συνδέεται άμεσα μέ 
οίονδήποτε κλειστόν επίπεδον σχήμα, είναι ή έννοια τής έκτάσεως αύτοΰ επί 
του επιπέδου του. *Η έκτασις ακριβώς αυτή καλείται έμβαδόν του σχήματος. 

312. Ίσεμβαδικά ή Ισοδύναμα καλούνται δύο σχήματα, όταν έχουν 
ϊσα έμβαδά. 

'Η σχέσις τής ίσότητος τών έμβαδών τών σχημάτων είναι σχέσις ισο- 
δυναμίας, ήτοι εΤναι «ανακλαστική, συμμετρική καί μεταβατική. 

Διά τόν συμβολισμόν του έμβαδοΰ ενός πολυγώνου ΑΒΓ...Ν, δυνάμεθα νά 
χρησιμοποιήσωμεν τό σύμβολον (ΑΒΓ...Ν) ή απλώς Ε, όταν είναι γνωστόν 
πού άναφέρεται αύτό. 

313. Αξιώματα διά τά έμβαδά τών 


σχημάτων. 

Π / 


ί) Δύο ϊσα σχήματα εΐναι ίσεμβα- 

/ 

δικά. 

/ I 

/ I 

Π) Έάν δύο σχήματα άποτελούνται 

από ίσα ή ίσεμβαδικά τμήματα £ν πρός έν. 
τότε εΐναι ίσεμβαδικά (σχ. 310 ). 


Σχ. 310 


Ηί) ’Άν είς ίσεμβαδικά σχήματα προσθέσωμεν ίσεμβαδικά σχήματα, 
προκύπτουν ίσεμβαδικά σχήματα. 



Εμβαδόν όρθογωνίου 


ΕΜΒΑΔΟΝ ΟΡΘΟΓΩΝΙΟΥ 


314. Θεώρημα. Ό λόγος τών έμβαδών δύο όρθογωνίων, μέ μίαν τών 
διαστάσεων των ϊσην, ίσούται πρός τον λόγον τών άλλων διαστάσεων των. 

’Απόδειξις. "Ας θεωρήσωμεν δύο ορθογώνια ΑΒΓΔ καί ΕΖΙΙΘ μέ δια- 
στάσεις ΑΒ = α, ΑΔ = β καί ΕΖ — α, ΕΘ = γ (σχ. 311). Έάν συμβολί- 
σωμεν μέ Ε(α,β) καί Ε(α,γ) τα έμβαδά των άντιστοίχως, θά δείξωμεν ότι 
Ε(α, β) = _β_ 

Ε (α, γ) γ 

θ η Η 

Έστω δτι ό λόγος των δια- 
στάσεων β καί γ ίσοΰται πρός 

αριθμητικόν τι κλάσμα μ /ν, ήτοι Γ 

ιλ \ β ^ 



Έξ αύτοϋ έπεται δτι δυνάμεθα ρ ρ 

νά διαιρέσωμεν την πλευράν ΑΔ 

= β εις μ τό πλήθος ϊσα πρός ρ | 

> *> λ Α 1-» 2^ 

τμήματα, ήτοι ρ = μρ και τήν α α 

πλευράν ΕΘ — γ νά τήν διαι- 

ρέσωμεν εις ν τό πλήθος Ϊσα πρός Σχ. 311 

ρ τμήματα, ήτοι γ = νρ καί τότε 

θά είναι πράγματι — - — = . Άπό τά διαιρετικά σημεία επί των 

γ νρ ν 

πλευρών ΑΔ καί ΕΘ φέρομεν παραλλήλους πρός τάς βάσεις ΑΒ καί ΕΖ άντι- 
στοίχως των όρθογωνίων. Τότε τά δύο ορθογώνια διαιρούνται εις μ καί ν άν- 
τιστοίχως στοιχειώδη ϊσα ορθογώνια, μέ διαστάσεις (α, ρ) έκαστον, καί 
έ'στω Ε(α,ρ) τό στοιχειώδες εμβαδόν έκάστου έξ αύτών. Προφανώς θά έχωμεν 
διά τά έμβαδά τών αρχικών όρθογωνίων : 

Ε(α,β) = μΈ(α,ρ) καί Ε(α,γ) = ν·Ε(α,ρ ) =- = “Ϊ^Τ = Α 

Ε(α,γ) ν·Ε(α,ρ) ν 

καί, λόγω τής σχέσεως (1), ή τελευταία γράφεται 


Ε(α,β) _ β 
Ε(α,γ) γ 

Σημείωσνς. Τό θεώρημα δύναται νά άποδειχθή καί 6ταν τά τμήματα ΑΔ καί ΕΘ 
είναι άσύμμετρα. *Η άπόδειξις παραλείπεται, ώς έκφεύγουσα τών πλαισίων τοϋ βιβλίου. 

315. Θεώρημα. Ό λόγος τών έμβαδών δύο όρθογωνίων ϊσούται πρός 
τόν λόγον τών γινομένων τών διαστάσεων αύτών. 
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Άπόδείξίς. "Ας θεωρήσωμεν δύο όρθογώνια ΑΒΓΔ και ΕΖΗΘ μέ δια- 
στάσεις (α,β) καί (γ,δ) άντιστοίχως (σχ. 312). 

Έάν συμβολίσωμεν μέ Ε(α,β) καί Ε(γ,δ) τα έμβαδά των, θά δείξωμεν 
ύ τι Ε(α,β) = αβ 
Ε(γ,δ) γδ 

Κατασκευάζομεν βοηθητικόν ορθογώνιον ΙΚΑΜ, λαμβάνοντες ώς δια- 
στάσεις του άνά μίαν έξ έκάστου των δύο πρώτων, ήτοι μέ διαστάσεις β καί γ_ 



Επομένως μέ Ε(γ,β) θά συμβολίσωμεν τό έμβαδόν του. Τότε, έκ του προηγου- 
μένου θεωρήματος, έπεται ότι : 

Ε (°5β) ^ ΤΤ χα1 Ε(γ,β) = _β_ _ 

Ε(γ,β) γ Ε(γ,δ) δ 

Πολλαπλασιάζομεν αύτάς κατά μέλη καί λαμβάνομεν : 

Ε(α,β) . Ε (γ,β) = _α β_ Ε(α,β) = _<φ_ 

Ε(γ,β) Ε(γ,δ) γ δ Ε(γ,δ) γδ 

316. Μονάδες μετρήσεως τών έπιφανειών. ' Η θεωρία καί ή πράξις απέ- 
δειξαν βτι αί πλέον κατάλληλοι καί αί πλέον εύχρηστοι μονάδες μετρήσεως των 
έμβαδών είναι αί τετραγωνικαί μονάδες, ήτοι τά έμβαδά τετραγώνων, τών 
οποίων ή πλευρά είναι ίση μέ την μονάδα μετρήσεως των μηκών. Κατ’ ανα- 
λογίαν των μονάδων μετρήσεως των μηκών, θά έχωμεν ώς βασικήν μονάδα 
μετρήσεως τών επιφανειών το τετραγωνικόν μέτρον (Ιπι 2 ) καί έξ αύτοΰ τά 
πολλαπλάσια καί ύποποπλάσιά του. 

317. Θεώρημα. Τό έμβαδόν όρθογωνίου Ισοδται πρός τό γινόμενον τών 
διαστάσεών του. 

Άπόδείξις. Λαμβάνομεν ώς μονάδα μετρήσεως τών έμβαδών τετρά- 
γωνον πλευράς 1. Τότε θά είναι Ε (1 ,1 ) ~ί τετραγωνική μονάς. Κατά τό 
θεώρημα 315 θά είναι : 

Ε(«,Ρ) «β ,ο 

Ε(1,1) 1·1 
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’Άρα : Ε(α,β) = αβ · Ε (1,1 ) ή Ε(α,β) = αβ τετραγωνικοί μονάδες, οποί) 
Ε(α,β) είναι τό έμβαδόν ορθογωνίου μέ διαστάσεις α καί β καί Ε(1,1) τό 
έμβαδόν τής τετραγωνικής μονάδος. 

Γ)ενΐκώς διά τό έμβαδόν Ε όρθογωνίου διαστάσεων α καί β, έχομεν τόν 
τύπον : 

Ε = αβ 

Πόρισμα. Τό έμβαδόν τετραγώνου πλευράς α, ΐσοΟται πρός α 2 . 

Παρατήρησίς : 5 Από τδν προηγούμενον τύπον Ε = αβ του έμβαδοΰ 
ορθογωνίου, έπεται 6τι ή άριθμητική τιμή του έμβαδοΰ εις τετραγωνικάς 
μονάδας ίσοΰται πρός τό γινόμενον των αριθμητικών τιμών των τμημάτων α 
καί β, όταν αυτά μετρηθούν μέ την αύτήν μονάδα μετρήσεως. 

318. Έμβαδόν παραλληλογράμμου. Θεώρημα. Το έμβαδόν παραλλη- 
λογράμμου ΙσοΟται πρός τό γινόμενον μιδς τών πλευρών αύτού έπι τό άντί- 
στοιχον έπ’ αύτήν ΰψος. 

Άπόδειξις. Έστω τό παραλληλόγραμμον ΑΒΓΔ (σχ. 313). Φέρομεν 
τάς ΑΕ _]_ ΓΔ καί ΒΖ ΓΔ. Τότε είναι τριγ. 

ΑΕΔ = τριγ. ΒΖΓ, διότι εΐναι ορθογώνια, έ'- 
χουν τάς ΑΔ = ΒΓ, ώς απέναντι πλευράς πα- 
ραλληλογράμμου καί τάς ΑΕ = ΒΖ, ώς πα- 
ράλληλα τμήματα μεταξύ παραλλήλων. ’Άρα 
θά έχουν καί έμβαδά ίσα, ήτοι 
(ΑΕΔ) = (ΒΖΓ). 

Τότε θά εΐναι: Σ *· 313 

(ΑΒΓΔ) = ( ΑΒΖΔ ) + (ΒΖΓ) = (ΑΒΖΔ) + (ΑΕΔ) = (ΑΒΖΕ). 
Αλλά τό ΑΒΖΕ εΐναι όρθογώνιον καί επομένως εΐναι (ΑΒΖΕ) = ΑΒ * ΑΕ. 
Τότε ή τελευταία σχέσις γράφεται : 

(ΑΒΓΔ) = ΑΒ . ΑΕ 

Θέτομεν (ΑΒΓΔ) = Ε, ΑΒ = β, ΑΕ =υ καί λαμβάνομεν τόν τύπον 

Ε = βυ 

ήτοι τό έμβαδόν παραλληλογράμμου ίσοΰται πρός τό γινόμενον τής βάσεώς 
του έπί τό έπ’ αύτήν ΰψος. 

Πόρισμα I. Δύο παραλληλόγραμμα μέ ΐσας βάσεις καί ίσα ύψη είναι 
Ισεμβαδικά. 

Πόρισμα II. Έάν δύο παραλληλόγραμμα Εχουν ΐσας βάσεις, ό λόγος τών 
έμβαδών των ΙσοΟται πρός τόν λόγον τών άντιστοιχούντων είς τάς βάσεις 
ύψών. Και δν Εχουν ίσα ύψη, ό λόγος τών έμβαδών των ΙσοΟται πρός τόν 
λόγον τών άντιστοίχων βάσεων. 

Διά τήν άπόδειξιν, άς θεωρήσωμεν δύο παραλληλόγραμμα μέ ΐσας βάσεις 
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β καί όψη καί υ 2 . Τότε τά έμβαδά των θά είναι Ε χ = βυ 1 καί Ε 2 = βυ 2 => 

-ίΤ- — _ί^1_ — , * Ομοίως άποδεικνύεται ή πρότασις καί εις τήν περί- 

Ε 2 βυ 2 υ 2 


ιτωσιν των ίσων υψών. 


ΑΣΚΗΣΕΙΣ 


528. Νά εύρεθη τό έμβαδόν όρθογωνίου τοϋ όποιου ή μία διάστασις είναι 4 γπ καί ά 
λόγος της πρός τήν άλλην διάστασιν είναι 0,5. 

529. Όρθογώνιον έχει βάσιν 8ιη καί έμβαδόν 36πι 2 . Νά εύρεθη τό ύψος του. 

530. Ποιον είναι τό έμβαδόν τετραγώνου, τοϋ όποιου ή περίμετρος είναι 44γπ ; 
531- Όρθογώνιον καί τετράγωνον είναι ίσεμβαδικά. "'Άν ή βάσις τοϋ όρθογωνίου 

είναι 45ηΐ, τό δέ ϋψος αύτοΰ είναι τά 4/9 τής βάσεώς του, νά εύρεθη ή πλευρά τοϋ τετρα- 
γώνου. 

532. Παραλληλογράμμου αΐ δύο προσκείμεναι πλευραί έχουν μήκη 6ιη καί 8 ιη καί 
σχηματίζουν γωνίαν 60°. Νά εύρεθη τό έμβαδόν του. 

319. Έμβαδόν τριγώνου. Θεώρημα. Τό έμβαδόν παντός τριγώνου 
ίσούται πρός τό ήμιγινόμενον μιδς τών πλευρών του έπι τό άντίστοιχον 
αύτής ύψος. 

Άπόδειξις. Έστω τό τρίγωνον ΑΒΓ (σχ. 314) καί ΑΔ — υ α τό ύψος 
του, αντιστοιχούν εις τήν πλευράν ΒΓ — α. Έκ τών Α καί Γ φέρομεν παραλ- 
λήλους πρός τάς πλευράς ΒΓ καί ΒΑ άντίστοίχως, αί όποίαι τέμνονται εις 
σημεΐον Ζ καί οΰτω σχηματίζεται τό παραλληλόγραμμον ΑΒΓΖ. Είναι γνω- 
στόν ότι τό παραλληλόγραμμον χωρίζεται δΓ έκάστης τών διαγώνιων του είς 

δύο ίσα τρίγωνα. Τότε θά είναι ΑΒΓ — ΓΖΑ καί έάν θέσωμεν (ΑΒΓ) = Ε 
τότε θά είναι : 

\ 1 ) (ΑΒΓΖ) = 2Ε Α ζ 

Αλλά, κατά τό προηγούμενου θεούρημα, /ν. / 

είναι : / υ / 

(2) (ΑΒΓΖ) — ΒΓ · ΑΔ = α · υ α . / / 

Έκ τών σχέσεων (1) καί (2) Ιπεται : Β Δ Γ 

2Ε — α ■ υ„ ή 


Ε ~ — α · υ„ 

2 

'Ομοίως άποδεικνύεται ότι : Ε 


Σχ. 314 


β · υ 0 


Πόρισμα I. Τό έμβαδόν όρθογωνίου τριγώνου ίσουται πρός τό ήμιγι- 
νόμενον τών καθέτων πλευρών του. 

Πόρισμα II. Δύο τρίγωνα μέ ϊσας βάσεις και ίσα ύψη είναι Ισεμβαδικά. 
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Πόρισμα III. Έάν δύο τρίγωνα έχουν ΐσας βάσεις, ό λόγος των έμβα- 
δ<δν των ισοΰται πρός τον λόγον τών Αντιστοίχων πρός τάς βάσεις ύψών. 
Έάν Εχουν ίσα ύψη, ό λόγος των έμβαδων των ίσούται πρός τόν λόγον των 
Αντιστοίχων προς αύτά βάσεων. 

Διά τήν άπόδειξιν, άς θεωρήσωμεν δύο τρίγωνα μέ Ι'σας βάσεις β καί 
έστωσαν καί υ 2 τα ύψη αυτών. Έάν Ε Χ καί Ε 2 είναι τά έμβαδά των, θά έχω- 
μεν : 

1 1 

Ε 1 = — - βυ Χ , Ε 2 — — βυ 2 . Διά διαιρέσεως αυτών κατά μέλη λαμβάνομεν : 

2 2 

Ε υ 

— — = — 1- . 'Ομοίως άποδεικνύεται ή πρότασις μέ τά ίσα ύψη. 

Ε 2 υ2 

320. Εμβαδόν ισοπλεύρου τριγώνου πλευράς α. Τό ύψος ίσοπλεύ- 

-ι/ο' 

ρου τριγώνου πλευράς α, ισοΰται πρός (§ 303). ’Άρα τό εμβαδόν 


του είναι : 


„ 1 αί3 

Ε = ""2~ α 2 


=> Ε — 


321. Εμβαδόν κυρτού τραπεζίου. Θεώρημα. Τό έμβαδόν παντός 
κυρτού τραπεζίου ίσούται πρός τό γινόμενον τού ήμιαθροίσματος τών βά- 
σεων του έπι τό ύψος του. 

Άπόδειξις. ’Έστω κυρτόν τραπέζιον ΑΒΓΔ, τού όποιου αί βάσεις είναι 
ΒΓ = β Χ καί ΑΔ = β 2 καί υ τό ύψος αύτοΰ (σχ. 315). Φέρομεν τήν διαγώνιον 
ΑΓ, διά τής όποιας τό τραπέζιον χωρίζεται εις 
δύο τρίγωνα. Έάν καλέσωμεν Ε τό έμβαδόν τού Α β» Δ 

τραπεζίου, έχομεν : \ 

(1) Ε = (ΑΒΓ) + (ΑΔΓ) Λ \Λ λ ν 

Αλλά τά δύο τρίγωνα ΑΒΓ καί ΑΔΓ έχουν £ 

τό αύτό ύψος υ καί βάσεις τάς β Χ καί β 2 άντι- Β β< Γ 

στοίχως, επομένως : Σ 315 

(2) (ΑΒΓ) = — β Χ · υ καί (ΑΔΓ ) = — β 2 . υ 

2 2 

Έκ τών (1) καί (2) έπεται : 

3) Ε — (β 1 + β 2 ) ■ υ 

Πόρισμα. Τό έμβαδόν τραπεζίου ίσούται πρός τό γινόμενον τής διαμέσου 
αυτού έπί τό ύψος του. 

Πράγματι, έάν είναι ΚΛ = δ ή διάμεσος τοΰ τραπεζίου, γνωρίζομεν 

(§ 156) δτι είναι ΚΑ = . Τότε 6 τύπος (3) γράφεται : 

2 

Ε = ΚΛ . υ ή Ε = δυ. 
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322. Θεώρημα. Ό λόγος τών έμβαδών δύο τριγώνων, τά όποια έχουν 
μίαν γωνίαν ΐσην η παραπληρωματικήν, είναι ίσος πρός τόν λόγον τών γινο- 
μένων τών πλευρών, αί όποϊαι περιέχουν τήν ϊσην ή την παραπληρωματικήν 
γωνίαν. 

Άπόδειξις. Έστωσαν τρίγωνα ΑΒΓ καί ΑΔΕ, τά όποια έχουν την 

γωνίαν των Α ίσην (σχ. 316 α) ή παραπληρωματικήν (σχ. 316 β). Θά δείξω- 
- Τ (ΑΒΓ) ΑΒ - ΑΓ 

μεν οτι είναι : = . 

(ΑΔΕ) ΑΔ · ΑΕ 

Φέρομεν τήν ΒΕ. Τά τρίγωνα ΑΒΓ καί ΑΒΕ έχουν άπό τήν κορυφήν Β 
τό αύτό ΰψος ΒΖ. Άρα (§ 319 πόρ. III) θά είναι : 

(1) (ΑΒΓ) ^ ΑΓ 

1 ' (ΑΒΕ) ΑΕ 

'Ομοίως τά τρίγωνα ΑΒΕ καί ΑΔΕ έχουν άπό τήν κορυφήν Ε τό αύτό ΰψος ΕΗ. 
’Άρα θά είναι : 

(ΑΒΕ) = ΑΒ 
(ΑΔΕ) ΑΔ 

Πολλαπλασιάζομεν τάς σχέσεις (1) καί (2) κατά μέλη καί λαμβάνομεν : 
(ΑΒΓ) (ΑΒΕ) ΑΓ ΑΒ 


(ΑΒΕ) (ΑΔΕ) ΑΕ ΑΔ 
^ (ΑΒΓ) ΑΒ.ΑΓ 
^ (ΑΔΕ) ~ ΑΔ-ΑΕ * 


ΕΜΒΑΔΑ ΤΩΝ ΠΟΛΥΓΏΝΩΝ 

323. Θεώρημα. Τό έμβαδόν πολυγώνου, περιγεγροίμμένου περί κύκλον, 
ίσοδται πρός τό ήμιγινόμενον τής περιμέτρου αυτού έπί τήν άκτΐνα τού έγ- 
γεγραμμένου κύκλου, 

Άπόδειξις. Έστω ΑΒΓΔΕ τυχόν πολύγωνον, περιγεγραμμένον περί 
κύκλον (Ο,ρ) (σχ. 317). Φέρομεν τάς ΟΑ, ΟΒ,...,ΟΕ. Τότε θά είναι : 
(ΑΒΓΔΕ) = (ΟΑΒ) + (ΟΒΓ) + ... + (ΘΕΑ) = 

= — ΑΒ·ρ + — ΒΓ·ρ + ... + — ΕΑ·ρ = 

2 2 2 

ΑΒ + ΒΓ + ... + ΕΑ 

= 2 Ρ ' 

1 

Άρα (ΑΒΓΔΕ) (ΑΒ + ΒΓ + ... +ΕΑ) · ρ. 

Μ 

Πόρισμα. Τό έμβαδόν τριγώνου δίδεται άπό τόν τύπον ; 

Ε = τρ 

όπου 2τ, είναι ή περίμετρος αύτοϋ καί ρ ή άκτίς τού έγγεγραμμένου κύκλου. 
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324. Εμβαδόν οίουδήποτε πολυγώνου. Διά τον υπολογισμόν του έμ- 
βαδοϋ ενός τυχόντος πολυγώνου, άναλύομεν αυτό έν γένει εις άθροισμα ή 



Σχ. 316α Σχ. 316β Σχ. 317 


διαφοράν άλλων γνωστών έμβαδών, άναλόγως των έκάστοτε γνωστών στοι- 
χείων. Εις τά έπόμενα ύποδεικνύομεν μερικούς τρόπους εργασίας : 
ί) Διά τριγωνισμού με διαγώνιους έκ μιας κορυφής (σχ. 318). 

(ΑΒΓΔΕ) = (ΑΒΓ) + (ΑΓΑ) + (ΙδΕ^ 
ϋ) Διά τριγωνισμού, διαιροΰντες τό πολύγωνον είς τρίγωνα μέ κοινήν 
κορυφήν γνωστόν σημεΐον Ο (σχ. 319). 

(ΑΒΓΔΕ) = (ΟΑΒ) + (ΟΒΓ) + ... Η~ (ΟΕΑ). 
ΐϊΐ ) Διαιροΰντες τό πολύγωνον είς ορθογώνια τρίγωνα καί τραπέζια 
(σχ. 320). 

(ΑΒΓΔΕ) - (ΑΒΘ) + (ΒΓΖΘ) + (ΓΔΖ) + (ΔΕΗ) + (ΕΑΗ) 



Σχ. 318 Σχ. 319 Σχ. 320 

325. Θεώρημα. Τό έμβαδόν παντός τετράπλευρου, τοϋ όποίου αί διαγώ- 
νιοι είναι κάθετοι, είναι ίσον πρός τό ήμιγινόμενον αότών. 

Άπόδειξις. ’Έστω τυχόν τετράπλευρον ΑΒΓΔ, τό όποιον έχει τάς δια- 
γώνιους του καθέτους, ήτοι ΑΓ _1_ ΒΔ (σχ. 321). Διά τής διαγώνιου ΑΓ 


Β Β 
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τοϋτο χωρίζεται εις δύο τρίγωνα ΑΒΓ καί ΑΔΓ καί συνεπώς είναι : 
(1) (ΑΒΓΑ) = (ΑΒΓ) + (ΑΔΓ). 

Τά τρίγωνα ταΰτα έχουν κοινήν τήν βάσιν ΑΓ καί ΰψη τά ΒΖ καί ΔΖ άντι- 
στοίχως, οπού Ζ είναι τό σημεΐον τομής τών διαγώνιων. 

Τότε έκ τής (1) λαμβάνομεν : 

(ΑΒΓΔ)= — ΑΓ ■ ΒΖ + — ^ ΑΓ · ΔΖ — 

2 2 

— ΑΓ · (ΒΖ + ΔΖ) = — ΑΓ . ΒΔ ή 

2 2 

(ΑΒΓΔ) =~ ΑΓ · ΒΔ 

Παρατήρησις. 'Ως άπεδείχθη, τό προηγούμενον θεώρημα ισχύει καί διά 
τό μή κυρτόν τετράπλευρον του σχήματος 315 μέ καθέτους τάς διαγώνιους του. 
Δέν ισχύει όμως τό θεώρημα διά τά μή κυρτά διασταυρούμενα τετράπλευρα. 

Πόρισμα. Έάν ρόμβος Ιχη διαγωνίους δ Χ και δ 2 , τό έμβαδόν του δίδε- 
ται έκ τού τύπου. 

ε= Α^2_ 

2 

ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΣ ΠΟΛΥΓΩΝΟΥ 

326. Πρόβλημα. Αοθέν κυρτόν πολύγωνον νά μετασχηματισθή είς άλλο 
ίσεμβαδικόν, τό όποιον νά έχη μίαν πλευράν όλιγωτέραν. 

Λύσίς. "Εστω τό κυρτόν πεντάγωνον 
ΑΒΓΔΕ (σχ. 322). Δυνάμεθα νά τό με- 
τασχηματίσω μεν είς άλλο ίσεμβαδικόν, τό 
όποιον νά εχη τέσσαρας πλευράς, ώς έξης: 

Φέρομεν τήν διαγώνιον ΑΓ καί άπό τήν 
κορυφήν Β φέρομεν τήν ΒΗ//ΑΓ, ή όποια 
τέμνει τήν προέκτασιν τής ΔΓ είς τό Η. 

Τέλος φέρομεν τήν ΑΗ. Τό πεντάγωνον I 
ΑΒΓΔΕ είναι ίσεμβαδικόν μέ τό τετρά- 
πλευρον ΑΗΔΕ. Πράγματι είναι : 

(1) (ΑΒΓ) = (ΑΗΓ), 

διότι έχουν τήν αύτήν βάσιν ΑΓ καί ίσα ΰψη, άφοΰ είναι ΒΗ / /ΑΓ. Είς τά 
μέλη τής ίσότητος (1) προσθέτομεν τό τετράπλευρον (ΑΓΔΕ), ήτοι : 

(ΑΒΓ) + (ΑΓΔΕ) = (ΑΗΓ) + (ΑΓΔΕ) ή 

(ΑΒΓΔΕ) = (ΑΗΔΕ). 
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Παρατήρησις. "Αν φέρωμεν την διαγώνιον ΑΔ καί την ΕΘ / /ΑΔ καί 
την ΑΘ, εύρίσκομεν ομοίως (ΑΗΔΕ) = (ΑΗΘ). "Ωστε : 

(ΑΒΓΔΕ) - (ΑΗΔΕ) = (ΑΗΘ), 

Τελικώς τό πεντάγωνον ΑΒΓΔΕ μετεσχηματίσθη εις τό ίσεμβαδικόν 
τρίγωνον ΑΗΘ. 

327. Τό γινόμενον δύο εύθυγράμμων τμημάτων ώς γεωμετρικόν 
μέγεθος. 

Μετά την εισαγωγήν τής έννοιας του έμβαδοΰ, τό γινόμενον δύο εύθυ- 
γράμμων τμημάτων, τό όποιον μέχρι προ των έμβαδών είχε άπλώς την έν- 
νοιαν τού γινομένου των μέτρων των, λαμβάνει ύπόστασιν γεωμετρικού μεγέ- 
θους καί συγκεκριμένως ύπόστασιν έμβαδού. 

Ούτως, ή βασική σχέσις α 2 = β 2 -Τγ 2 τού Πυθαγορείου θεωρήματος, 
ή οποία άναφέρεται εις ορθογώνια τρίγωνα, δύναται νά έρμηνευθή ώς έκφρά- 
ζουσα σχέσιν έμβαδών των τετραγώνων, πού κατασκευάζονται έπί των πλευ- 
ρών ορθογωνίου τριγώνου (σχ. 323) μέ πλευράς τάς άντιστοίχους πλευράς 
τού τριγώνου. 



Σχ. 323 Σχ. 324 

Ή γνωστή σχέσις άπό τά ορθογώνια τρίγωνα υ α 2 — ΔΒ ■ ΔΓ (σχ. 324), 
έκφράζει δτι τό τετράγωνον ΑΔΖΕ έχει έμβαδόν ίσον προς τό έμβαδόν 
τού ορθογωνίου ΔΓΘΗ μέ διαστάσεις ΓΔ καί ΔΗ = ΔΒ. 

Επίσης ή γνωστή σχέσις δ = αΫ2, πού συνδέει τήν διαγώνιον δ τετρα- 



Σχ. 325 Σχ. 326 
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γώνου μέ την πλευράν του α και ή οποία γράφεται καί δ 2 = 2α 2 , εκφράζει 8τι 
τό τετράγωνον, πού κατασκευάζεται έπί τής διαγώνιου τετραγώνου μέ πλευράν 
την διαγώνιον, είναι διπλάσιου άπό τό τετράγωνον (βλ. καί σχήμα 325). 

Γενικώς κάθε όμογενής σχέσις δευτέρου βαθμού, ώς πρός τό μήκος, 
ερμηνεύεται ώς σχέσις έμβαδών. 'Έν άκόμη παράδειγμα, ή γνωστή ταυτότης 
(α +β) 2 — α 2 + 2αβ + β 2 , 8που τά α καί β παριστοΰν εύθύγραμμα τμή- 
ματα, παριστα σχέσιν έμβαδών ώς φαίνεται εις τό σχήμα 326. 


ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

Α'. 

533. Νά εύρεθή τό ύψος τριγώνου, τό όποιον άγεται έπί πλευράς 5ΐΠ, έάν τό έμβαδόν 
του τριγώνου είναι 10 πι 3 . 

534. Όρθογωνίου τριγώνου αί δύο κάθετοι πλευραί είναι 3 πι καί 4 ιίι. Νά εύρεθή 
τό έμβαδόν του καί τό ύψος έπί τήν υποτείνουσαν. 

535. Τρίγωνον καί όρθογώνιον ϊχουν (σας βάσεις καί είναι ίσεμβαδικά. Νά εύρεθή 
σχέσις συνδέουσα τά άντίστοιχα ύψη των. 

536. Δείξατε δτι τά έμβαδά των τριγώνων, πού έχουν κορυφήν τυχόν σημείον τής 
περιμέτρου παραλληλογράμμου καί βάσεις τάς διαγωνίους αύτοΰ, έχουν σταθερόν άθροισμα. 

537. Νά εύρεθή τό έμβαδόν τριγώνου, του όποίου αί δύο πλευραί είναι 12 η καί 8 Γη, 
ή δέ ΰπ’ αυτών σχηματιζομένη γωνία είναι 30° ή 150°. Συγκρίνατε καί αίτιολογίσατε τά 
αποτελέσματα είς τάς δύο περιπτώσεις. 

538. Δείξατε δτι είς παν τρίγωνον μία διάμεσος τό διαιρεί είς δύο ισοδύναμα τρί- 
γωνα. 

539. Νά διαιρεθή τρίγωνον είς τρία Ισοδύναμα μέρη δι’ ευθειών άγομένων έκ μιας 
κορυφής του. 

540. Νά εύρεθή τό έμβαδόν τραπεζίου, του όποίου αί βάσεις είναι 4 ΐη καί 6 ΠΙ ή δέ 
άπόστασίς των είναι 3 ΓΠ. 

541. Τραπεζίου ή μία βάσις είναι τριπλασία τής άλλης. Νά εύρεθοΰν αδται, έάν τό 
ύψος του είναι 3 πι καί τό έμβαδόν του είναι 12 πι 3 . 

542. Άπό τυχόν σημείον τής μιας διαγώνιου παραλληλογράμμου φέρομεν παραλ- 
λήλους πρός τάς πλευράς του. Δείξατε δτι έκ τών τεσσάρων σχηματιζομένων παραλληλο- 
γράμμων τά δύο, πού δέν περιέχουν τμήματα τής διαγώνιου αύτής, είναι ισοδύναμα. 

543. Έάν συνδέσωμεν δι’ εύθυγράμμων τμημάτων τυχόν σημείον Σ έσωτερικόν 
παραλληλογράμμου ΑΒΓΔ μέ τάς κορυφάς του, δείξατε δτι : 

(ΣΑΒ) + (ΣΓΔ) = (ΣΑΔ) + (ΣΒΓ) 

544· Έάν συνδέσωμεν τυχόν σημείον Σ της διαγωνίου ΒΔ παραλληλογράμμου 
ΑΒΓΔ μέ τάς κορυφάς Α καί Γ, δείξατε δτι τό παραλληλόγραμμον διαιρείται είς δύο ζεύγη 
Ισοδυνάμων τριγώνων. 

545. Άπό τάς κορυφάς τυχόντος τετραπλεύρου φέρομεν παραλλήλους πρός τάς δια- 
γώνιους του. Δείξατε δτι τό σχηματισθέν περιγεγραμμένον περί τό τετράπλευρου παραλ- 
ληλόγραμμον, έχει έμβαδόν διπλάσιον του έμβαδοΰ τού τετραπλεύρου. 

546. Δείξατε δτι τά δύο τρίγωνα, τά όποια ίχουν κοινήν κορυφήν τό σημείον τομής 
τών διαγωνίων τραπεζίου καί βάσεις τάς μή παραλλήλους πλευράς αύτοΟ, είναι Ισοδύναμα. 
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547. Δύο τρίγωνα ΑΒΓ καί ΔΕΖ έχουν Α — Δ καί Β + Ε = 2*-. Δείξατε δτι είναι : 
ΒΓ ΑΓ 

ΕΖ ~ ΔΖ 

548. Δίδεται τρίγωνον ΑΒΓ. Έκ τυχόντος σημείου Μ άγομεν καθέτους έπί τάς 
ΛΒ καί ΑΓ καί έπ’ αυτών λαμβάνομεν τμήματα ΜΔ = ΑΒ καί ΜΕ = ΑΓ. Δείξατε δτι 
είναι (ΑΒΓ) - (ΜΔΕ). 

549. Τρίγωνον ΑΒΓ έχει ΑΒ — 48 Γη καί ΑΓ = 12 ηα. Νά εύρεθή τδ μήκος έκδ- 
οτης των ίσων πλευρών ισοσκελούς τριγώνου Ισοδυνάμου πρδς αυτό, τοϋ δποίου ή γωνία 

τών ίσων πλευρών ίσοϋται μέ τήν γωνίαν Α τοϋ τριγώνου ΑΒΓ. 

550. Δίδεται τρίγωνον ΑΒΓ. Έκ σημείου Ο έσωτερικοΰ τοϋ ΑΒΓ φέρομεν καθέτους 
επί τάς πλευράς ΑΒ, ΒΓ, ΓΑ καί έπ’ αυτών λαμβάνομεν τμήματα ΟΔ = ΑΒ, ΟΕ = ΒΓ, 
ΟΖ = ΓΑ άντιστοίχως. Δείξατε δτι είναι (ΔΕΖ) = 3 (ΑΒΓ). 


Β'. 

551. Νά διαιρεθή τετράγωνον είς τρία ισοδύναμα μέρη δι’ εύθειών άγομένων έκ μιας 
κορυφής του. 

552. Νά διαιρεθή παραλληλόγραμμον είς τρία Ισοδύναμα μέρη δι’ εύθειών άγομένων 
έκ μιας κορυφής του. 

553. Νά διαιρεθή παραλληλόγραμμον είς δύο ισοδύναμα μέρη δι’ ευθείας, διερχο- 
μένης έκ σημείου Σ αύτοΰ. 

554. Έάν συνδέσωμεν τδ κέντρον βάρους τριγώνου μέ τάς κορυφάς του, δείξατε δτι 
τοΰτο διαιρείται είς τρία ισοδύναμα τρίγωνα. 

555. Νά άποδειχθή δτι τδ παραλληλόγραμμον, μέ κορυφάς τά μέσα τών πλευρών 
τυχόντος τετραπλεύρου, έχει έμβαδδν ίσον πρδς τδ ήμισυ τοϋ έμβαδοΰ τοϋ τετραπλεύρου. 

556. Δείξατε δτι τδ έμβαδδν τραπεζίου ίσοϋται μέ τδ γινόμενον τής μιας τών μή 
παραλλήλων πλευρών του έπί τήν άπόστασιν τοϋ μέσου τής άλλης άπ’ αύτήν. 

557. Δίδεται παραλληλόγραμμον ΑΒΓΔ καί σημεϊον Ο, μή κείμενον έντδς τής γω~ 

νιας Α οϋτε έντδς τής κατά κορυφήν της. Δείξατε δτι είναι (ΟΑΓ) = (ΟΑΒ) + (ΟΑΔ). 

558. Τριγώνου ΑΒΓ προεκτείνομεν τάς πλευράς του κατά κυκλικήν σειράν καί έφ’ 
έκάστης προεκτάσεως λαμβάνομεν τμήματα ΑΓ' = ΑΓ, ΒΑ' = ΒΑ, ΓΒ' = ΓΒ. Νά έκ- 
φρασθή τδ έμβαδδν τοϋ τριγώνου Α'Β'Γ' συναρτήσει τοϋ έμβαδοΰ Ε τοϋ ΑΒΓ. 

559. Παραλληλογράμμου ΑΒΓΔ προεκτείνομεν τάς πλευράς του κατά κυκλικήν 
σειράν καί έφ’ έκάστης προεκτάσεως λαμβάνομεν τμήματα ΑΔ' = ΑΔ, ΒΑ' = ΒΑ, ΓΒ' — 
ΓΒ, ΔΓ' = ΔΓ. α) Δείξατε δτι τδ Α'Β'Γ'Δ' είναι παραλληλόγραμμον, β) Νά έκφρασθή 
τδ έμβαδδν τοϋ Α'Β'Γ'Δ' συναρτήσει τοϋ έμβαδοΰ Ε τοϋ ΑΒΓΔ. 

560. Τετράπλευρον ΑΒΓΔ είναι περιγεγραμμένον περί κύκλον κέντρου Ο. Δείξατε 
δτι είναι (ΟΑΒ) + (ΟΓΔ) = (ΟΑΔ) + (ΟΒΓ). 

561. Δοθέν κυρτδν πεντάγωνον νά μετασχηματισθή είς όρθογώνιον. 

562. Δίδεται τρίγωνον ΑΒΓ καί σημείον Σ τής πλευράς ΒΓ. Έκ τής κορυφής Α 
φέρομεν εύθεΐαν (ε) ΑΣ καί έκ τών Β καί Γ φέρομεν τάς ΒΒ' καί ΓΓ' καθέτους έπί 
τήν (ε). Δείξατε δτι είναι 

(ΑΒΓ) =_1_ ΑΣ · Β'Γ' 

563. Δίδεται δξυγώνιον τρίγωνον καί δ περιγεγραμμένος αύτοΰ κύκλος. Δείξατε δτι 
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τδ κυρτόν έξάγωνον, μέ κορυφάς τάς κορυφάς τοϋ τριγώνου καί τά άντιδιαμετρικά αυτών 
σημεία, έχει έμβαδδν διπλάσιον τοΰ έμβαδοΰ τοΰ τριγώνου. 

564. Άπδ τά μέσα των διαγωνίων κυρτοΰ τετραπλεύρου φέρομεν άνά μίαν παράλ- 
ληλον πρδς τήν άλλην διαγώνιον καί έστω δτι αύται τέμνονται εις τδ Ο. Έάν συνδέσωμεν τδ 
Ο μέ τά μέσα των πλευρών τοϋ τετραπλεύρου, δείξατε δτι τδ τετράπλευρον διαιρείται εις 
τέσσαρα Ισοδύναμα τετράπλευρα. 

565. Έάν Ο είναι τδ μέσον τοΰ τμήματος μέ άκρα τά μέσα των διαγωνίων κυρτοΰ 
τετραπλεύρου ΑΒΓΔ καί συνδέσωμεν αύτδ μέ τάς κορυφάς τοϋ τετραπλεύρου, δείξατε δτι 
είναι : (ΟΑΒ) + (ΟΓΔ) - (ΟΑΔ) + (ΟΒΓ). 

566. Έπί της πλευράς ΒΓ τριγώνου ΑΒΓ καί έκατέρωθεν τοΰ μέσου Μ αύτης 
λαμβάνομεν τμήματα ΜΔ = ΜΕ. Άπδ τδ Δ φέρομεν παράλληλον πρδς τήν ΑΒ, ή δποία 
τέμνει τήν ΑΓ είς τδ Ζ. Έάν ή ΒΖ τέμνη τήν ΑΕ εις τδ Η, δείξατε δτι είναι (ΑΒΗ) = 
(ΗΖΓΕ). 

567. ’Απδ σημεΐον Σ της πλευράς ΑΒ δοθέντος τετραπλεύρου ΑΒΓΔ νά άχθη εύβεϊα, 
ή οποία νά διαιρή τδ τετράπλευρον είς δύο ισοδύναμα μέρη. 

568. Είς τρίγωνον ΑΒΓ 6 κύκλος μέ διάμετρον τήν ΒΓ τέμνει τδ ύψος ΑΔ είς τδ Ε. 
Έάν Η είναι τδ δρθόκεντρον τοΰ τριγώνου, δείξατε δτι είναι 

α) ΔΕ 2 = ΔΑ · ΔΗ καί β) ( ΕΒΓ) — ( ΗΒΓ ) 


(ΑΒΓ) ~ (ΕΒΓ) 


569. Τρίγωνον ΑΒΓ έχει ΑΒ = γ, ΑΓ = β καί Α = 30°. Έπί των πλευρών ΑΒ, 
ΑΓ καί έκτδς τοΰ τριγώνου κατασκευάζομεν τετράγωνα ΑΒΔΕ, ΑΓΖΗ καί φέρομεν τήν 
ΕΗ. Νά ύπολογισθή τδ έμβαδδν (ΒΓΖΗΕΔΒ). 

328. Έμβαδόν τριγώνου έκ των πλευρών του. Πρόβλημα. Νά ύπο- 
λογκτθβ τό έμβαδόν Ε τριγώνου ΑΒΓ, έκ των πλευρών α, β, γ αΰτοΰ. 

/Ν 

Έστω τρίγωνον ΑΒΓ μέ Β < I 1 - (σχ. 

327 ). Φέρομεν τό ύψος ΑΔ = υ α καί Ιχομεν : /Κ 

1 \ „ 


5 Αρκεί νά ύπολογισθή τό ύψος υ α έκ των / ± \ 

πλευρών τοΰ τριγώνου. Έκ τοΰ ορθογωνίου τρι- μ — α 4 

γώνου ΑΒΔ έχομεν 

(2) ' υ α 2 = γ 2 — ΒΔ 2 Σχ · 327 

Τό πρόβλημα άνάγεται είς τον υπολογισμόν τοΰ ΒΔ έκ των πλευρών τοΰ 
τριγώνου. Έκ τοΰ θεωρήματος 306 λαμβάνομεν : 

α 2 -ί- γ 2 — β 2 

β 2 = α 2 + Ύ 2 — 2α · ΒΔ. "Αρα ΒΔ = ί— η 

• 2α 

( α 2 _1_ γ2 — 02)2 

(3) ΒΔ 2 = . ν* _ τ 1 Ε-Δ- . 

4α 2 

Δυνάμει της (3) ή (2) γράφεται : 

2 _2 (α 2 + γ 2 — β 2 ) 2 _ 4α**γ 2 — (α 2 + γ 2 — β 2 ) 2 

“ ^ 4α 2 4α 2 


β 2 = α 2 + γ 2 — 2α * ΒΔ. "Αρα ΒΔ 
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_ (2αγ + α 2 + γ 2 — β 2 ) · (2αγ — α 2 — γ 2 + β 2 ) _ 

__ 

_ [(« +γ) 2 -β 2 ]· [β 2 — (α — γ) 2 ] _ 

4α 2 

= (α+γ+β) (α + γ — β) (β + « — γ) (β — « +ϊ) 

4α 2 

Επειδή δμως είναι : 

α + β +Ύ = 2τ, έπεται α +β — Τ = 2{τ — γ), 
α — β +γ — 2(τ — β) και β — α + γ = 2 (τ — α). 

Τότε ή τελευταία σχέσις γράφεται : 

_ 2τ· 2(τ — α) ■ 2(τ — β) ■ 2(τ— γ) - 

4α» 1 

(4) ,. _^ 2ντ(τ — α) (τ — β)(τ — γ) 

α 

Έκ των (1) καί (4) επεται δτι : 

Ε = Υτ(τ — α) (τ — β) (τ — γ) 

Ό ανωτέρω τύπος του έμβαδοΰ ενός τριγώνου έκ των πλευρών αύτοΰ 
είναι γνωστός ώς τύπος τοϋ Ήρωνός. 

ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ΤΩΝ ΑΚΤΙΝΩΝ ΤΩΝ ΚΥΚΛΩΝ 
ΕΝΟΣ ΤΡΙΓΩΝΟΥ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙ ΤΩΝ ΠΛΕΥΡΩΝ ΑΥΤΟΥ 


★ 329 . θεώρημα. ΕΙς κάθε τρίγωνον τό γινόμενον τών δύο πλευρών του ίσοδται πρός 
τό γινόμενον τής διαμέτρου τοδ περιγεγραμμένου περί αύτό κύκλου έπί τό ύψος, τό όποϊον 
Αντιστοιχεί είς τήν τρίτην πλευράν του. 

*Απόδειξις. Έστω τό τρίγωνον ΑΒΓ, ΑΔ = υ<χ, 
τό έκ της κορυφής Α ύψος του καί ΑΚΕ = 2 Η ή διά- 
μετρος τοϋ περιγεγραμμένου περί αύτό κύκλου (σχ. 328 ). 

Τά τρίγωνα ΑΔΓ καί ΑΒΕ είναι όμοια, διότι είναι 

/Ν 

όρθογώνια (ΑΒΕ = II- ώς βαίνουσα εις ήμικύκλιον) Β 

/Ν Λ 

καί έχουν Γ = Ε, ώς έγγεγραμμένας είς τό αύτό τό- 
ξον. Έκ τής όμοιότητος λαμβάνομεν 

ΑΒ = ΑΕ _2_ = 2Κ ~ 

ΑΔ ΑΓ η υ α β Σχ. 328 

”Αρα βγ = 2Κυ α 

Πόρισμα I. Τό έμβαδόν παντός τριγώνου ΑΒΓ δίδεται ύπό τού τόπου Ε = 

4Κ 

Πράγματι, έάν τήν άποδειχθεΐσαν σχέσιν τοΰ άνωτέρω θεωρήματος πολλαπλασιά- 
σωμεν έπί α, λαμβάνομεν : 

αβγ = 2Καυ α ή αβγ = 2Κ * 2Ε. ”Αρα Ε = α Ρ γ 

4Κ. , 
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Πόρισμα IX. Ή άκτίς τού περιγεγραμμένου κύκλου περί τρίγωνον δίδεται ύπό τού 
αβγ 


τύπου Ε = 


4 Υτ(τ — α) (τ — β) (τ — γ). 


Πράγματι, έκ του προηγουμένου τύπου λαμβάνομεν Ε = α ϋ ϊ. καί, έπειδή είναι 

4Ε 

(§ 328) Ε= Υτ(τ — α) (τ — β) (τ — γ), Ιπεται δτι 

Ε 


4 Υτ (τ — α) (τ — β) (τ — γ) 

★ 330. Υπολογισμός τής άκτϊνος τού έγγεγραμμένου κύκλου είς τρίγωνον. Γνωρί- 
ζομεν 6τι (§ 323, πόρ.) τό έμβαδόν τριγώνου είναι Ε = τ · ρ. Έξ αύτου λαμβάνομεν 

ρ - Ε ή ρ _ Υτ (τ — α) (τ — β) (τ — γ) 
τ τ 


ή Ρ __^/ (τ — ο) (ΐ — β) (τ — γ) 

★ 331. Υπολογισμός τών άκτίνων τών παρεγγεγραμμένιον κύκλων. "Εστω τρίγω- 
νον ΑΒΓ, Κ τό κέντρον του παρεγγεγραμμένου κύκλου είς τήν πλευράν α καί Κ α ή άκτίς 
αύτου (σχ. 329). Τό έμβαδόν Ε του τριγώνου ΑΒΓ δύναται νά έκφρασθή, ώς έξης : 

Ε = (ΚΑΒ) + (ΚΑΓ) - (ΚΒΓ) = 

= ·— Υ^α + ~ «Κα = ™ (γ + β — α) Κ α = 2 (τ — α)Κ α = 

= (τ — α)Κ α ή Ε = (τ — α)Κ α δρα 

Ε α = 5 ή 

τ — α 


Κ α 


Υτ(τ α) (τ — β) (τ — γ) __ / τ (τ — β) (τ — γ) 
τ— α / τ— α 


ίρ« κ, ^-|/ ^-Ρ)0-ϊ) 


τ — α 


' Ομοίως λαμβάνομεν. 


Ε« - 


Ε 


τ — β 


τ(τ — α) (τ — γ) 


καί Ε ν = 


τ — γ 


— α) (τ — β) 


ν τ(τ — α) 
Χ “ 


ΛΟΓΟΣ ΕΜΒΑΔΩΝ ΟΜΟΙΩΝ ΠΟΛΥΓΩΝΩΝ 

332. Θεώρημα. Ό λόγος τών έμβαδών δύο όμοίων τριγώνων ίσούται 
προς τό τετράγωνον τού λόγου δμοιότητος αυτών. 

Άπόδειξις. "Ας θεωρήσώμεν δύο δμοια τρίγωνα Α 1 Β ι Γ 1 καί Α 2 Β 2 Γ 2 
(σχ. 330). "Αν λ είναι 6 λόγος ομοιότητας αύτών και α, β,γ, εΐναι αί πλευραί 
του Α 2 Β 2 Γ 2 , τότε λα, λβ, λγ θά είναι αί πλευραί του Α 1 Β 1 Γ 1 . Επειδή τά δύο 
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Πρώτον θεώρημα Πτολεμαίου 


ΑΣΚΗΣΕΙΣ 


570. Τρίγωνον έχει πλευράς 25 οιη, 52 ο Γη, 63 ογπ. Νά ύπολογισθη τδ έμβαδδν 
αύτοΰ. 

571. Παραλληλογράμμου αΐ δύο προσκείμεναι πλευραί έχουν μήκη 9 οπι καί 10 οηπ 
καί ή μία διαγώνιος είναι 17 οπι. Νά εύρεθή τδ έμβαδδν αύτοΰ. 

572. Τδ έμβαδδν τριγώνου ίσοΰται μέ τ(τ — α). Δείξατε δτι τοϋτο είναι όρθογώ- 

νιον. 

573. Τρίγωνον ΑΒΓ έχει έμβαδδν 90 ΐη 2 . Έκ σημείου Μ του ύψους ΑΔ, τδ όποιον 
διαιρεί τοϋτο είς δύο τμήματα έχοντα λόγον 2/1, φέρομεν παράλληλον της ΒΓ, ή οποία 
τέμνει τάς ΑΒ και ΑΓ εις τά Ε καί Ζ. Νά εύρεθή τδ έμβαδδν τοΰ τριγώνου ΑΕΖ. 

574. Τρίγωνον ΑΒΓ έχει α = 17 οιη, β — 8 οΐϊΐ, γ = 15 οιη. ΐ) Δείξατε δτι είναι 

όρθογώνιον. ϋ) Φέρομεν τδ ύψος ΑΔ. Νά ύπολογισθη ό λόγος . 

(ΑΓΔ) 


ΜΕΤΡΙΚΑΙ ΣΧΕΣΕΙΣ ΕΙΣ ΤΑ ΤΕΤΡΑΠΛΕΥΡΑ 

★ 334. Πρώτον θεώρημα του Πτολεμαίου. ΕΙς πάν έγγράψιμον τετράπλευρον τό 
γινόμενον τών διαγωνίων του ίσοΰται προς τό άθροισμα τών γινομένων τών άπέναντι πλευ- 
ρών του. . 

Άπόδείξίς. Έστω τδ έγγράψιμον εις κύ- γ 

κλον τετράπλευρον ΑΒΓΔ, τδ όποιον έχει πλευ- / 

ράς ΑΒ = α, ΒΓ — β, ΓΔ = γ, ΔΑ = δ καί / / / δ\\ 

διαγώνιους ΒΔ = λ καί ΑΓ — μ. Θά δείξωμεν / γ \ 

δτι είναι : βΙ^— — τ~ 


ΒΔ · ΑΓ = ΑΒ · ΓΔ + ΒΓ · ΑΔ ή 

λμ = αγ + βδ. 

Μέ πλευράν τήν ΑΒ καί κορυφήν Α κα- 

τασκευάζομεν γωνίαν ΒΑΕ = ΓΑΔ = ω, (σχ. 
332), ένθα Ε είναι ή τομή της ΑΕ καί της δια- 


Σχ. 332 


γωνίου ΒΔ. Τότε θά είναι τριγ. ΑΒΕ =&* τριγ. ΑΓΔ, διότι έχουν ΒΑΕ = ΓΑΔ = ω έκ 

κατασκευής καί ΑΒΕ = ΑΓΔ ώς έγγεγραμμένας είς τδ αύτδ τόξον. ν Αρα θά είναι : 

1 1 \ ΑΒ ΒΕ ,, α ΒΕ ,, » ■ρρ 1 

(1) _ η = . Αρα μ ■ ΒΕ = αγ. 


Επίσης έχομεν τριγ. ΑΒΓ ^ τριγ, ΑΕΔ, ώς έχοντα ΒΑΓ == ΕΑΔ = ω + ΕΑΓ καί 

ΒΓΑ = ΕΔΑ, ώς έγγεγραμμένας είς τό αυτό τόξον. ’Άρα θά είναι : 

(2) _2Ϊ1 ^ _Α£_ ή = _ϋ_ . "Αρα : μ - ΕΔ = βδ. 

ΕΔ ΑΔ ΕΔ δ 

Προσθέτοντες κατά μέλη τάς τελευταίας των Ισοτήτων (1) καί (2) εύρίσκομεν : 
μ(ΒΕ + ΕΔ) = αγ+ βδ. καί, έπειδή είναι ΒΕ + ΕΔ = ΒΔ = λ, ή τελευταία ίσότης 
γράφεται : ' 

λμ =αγ + βδ. 




Δεύτερον θεώρημα Πτολεμαίου 
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* 335. Δεύτερον Θεώρημα τού Πτολεμαίου. Είς παν έγγράψιμον τετράπλευρου 6 
λόγος τών διαγωνίων ίσοδται πρός τόν λόγον τοΰ άθροίσματος τών γινομένων τών πλευ- 
ρών, τών συντρεχουσών είς τά άκρα έκάστης διαγώνιου. 


Άπόδειξίς. Έστω τό έγγράψιμον είς κύκλον τετράπλευρον ΑΒΓΔ, τό όποιον έχει 
πλευράς ΑΒ = α, ΒΓ = β, ΓΔ = γ, ΔΑ = δ καί διαγώνιους ΒΔ = λ καί ΑΓ = μ (σχ. 
332). Θά δείξωμεν δτι είναι : 

λ _ αβ -)- γδ 

μ αδ + βγ 

Γνωρίζομεν δτι (§ 329, πόρ. I) είναι : 


( 1 ) 

( 2 ) 


(ΑΒΔ) = 


λαδ 

4Κ 


καί 


(ΓΒΔ) = 


λβγ 

4Κ 


δπου Κ. ή άκτίς τοΰ περί τό ΑΒΓΔ περιγεγραμμένου κύκλου. 

Διά προσθέσεως των (1) καί (2) κατά μέλη λαμβάνομεν : 


(3) 

Επίσης έχομεν : 

(4) (ΒΑΓ) 


(ΑΒΓΔ) 


λ(αδ + βγ) 

4Κ 


4Κ 


καί (ΔΑΓ) 


= μγ & 

4Β 


Προσθέτοντες αύτάς κατά μέλη λαμβάνομεν : 

(5) (ΑΒΓΔ) = μ (α ^ 

Έκ των σχέσεων (3 ) καί (5 ) λαμβάνομεν : 

λ (αδ + βγ) = μ (αβ γδ) ή 

λ _ αβ+ γδ 

“μ αδ-)- βγ 





ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

Α'. 

575. Είς κύκλον έγγράφομεν Ισόπλευρον τρίγωνον ΑΒΓ. Έάν Μ είναι σημεΐον τοΰ 
έλάσσονος τόξου ΒΓ, δείξατε δτι είναι ΜΑ — ΜΒ + ΜΓ. 

576. Δίδεται κύκλος (Ο, Κ) καί τρία σημεία του Α, Β, Γ. Έάν είναι ΑΒ = α, 
ΒΓ = β, νά ύπολογισθη τό μήκος της χορδής ΑΓ έκ των α, β καί Κ. 

577. Κυρτοΰ έγγραψίμου τετραπλεύρου ΑΒΓΔ δίδονται τά μήκη τών τεσσάρων 
πλευρών του α, β, γ, δ. Νά ύπολογισθοϋν τά μήκη τών διαγωνίων του. 


Β'. 

578. Δίδεται παραλληλόγραμμον ΑΒΓΔ. Κύκλος διερχόμενος διά της κορυφής Α 
τέμνει τάς πλευράς ΑΒ καί ΑΔ είς τά σημεία Ε καί Η άντιστοίχως καί την διαγώνιου ΑΓ 
είς τό σημεΐον Ζ. Δείξατε δτι είναι : 

ΑΒ · ΑΕ + ΑΔ · ΑΗ =■ ΑΓ · ΑΖ 

579. Έπί τών πλευρών δοθείσης γωνίας χΑγ λαμβάνομεν δύο τμήματα ΑΜ καί ΑΝ 
συνδεόμενα διά τής σχέσεως α . ΑΜ + β . ΑΝ = λ 2 , δπου α, β καί λ δοθέντα τμήματα. 
Δείξατε δτι ό κύκλος, ό περιγεγραμμένος περί τό τρίγωνον ΑΜΝ, διέρχεται διά σταθερού 
σημείου (ΐδε άσκ. 578). 
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Θεώρημα έσοοτερικήζ διχοτόμου 


ΘΕΩΡΗΜΑΤΑ ΤΩΝ ΔΙΧΟΤΟΜΩΝ ΓΩΝΙΑΣ ΤΡΙΓΩΝΟΥ 

336. Θεώρημα τής έσωτερικής διχοτόμου. Ή έσωτεριΚή διχοτόμος 
γωνίας τριγώνου τέμνει τήν άπέναντι πλευράν είς δύο μέρη άνάλογα πρός τάς 
προσκειμένας πλευράς τοϋ τριγώνου καί άντιστρόφως. 

/\ 

"Αν ΑΔ είναι ή έσωτερική διχοτόμος της γωνίας Α, θά άποδείξωμεν 


6τι είναι 


ΔΒ 

ΔΓ 


ΑΒ 
ΑΓ ' 


Άπόδειξίς. Έκ της κορυφής Β φέρομεν παράλληλον πρός τήν διχοτό- 
μον ΑΔ, ή οποία τέμνει τλν προέκτασιν τής ΓΑ είς τό Ε (σχ. 333). Τότε, 
κατά τό Θ. 265, πόρ. θά είναι : 


( 1 ) 


ΔΒ _ _ΑΕ 
ΔΓ ~ ΑΓ 


χν 

Αλλά, επειδή ΕΒ / /ΑΔ, έχομεν — Α 1 καί Ε = Α 2 καί, έπειδή είναι 

Α 1 — Α 2 έπεται βτι Β! = Ε, ήτοι τό τρίγωνον ΑΒΕ είναι ισοσκελές καί 
: άρα ΑΕ — ΑΒ. Τότε ή σχέσις (1 ) γράφεται : 


( 2 ) 


ΑΒ _ ΑΒ 
ΔΓ ~ ΑΓ 


Άντιστρόφως: "Εστω ότι είς τό τρίγωνον ΑΒΓ ισχύει ή σχέσις (2). 

Θά άποδείξωμεν ότι ή ΑΔ είναι διχοτόμος τής γωνίας Α. Φέρομεν τήν ΒΕ / ( 
ΑΔ καί λαμβάνομεν τήν άναλογίαν (1 ). Αί σχέσεις (1 ) καί (2) έχουν τά πρώ- 
τα μέλη των ίσα. Άρα θά είναι καί 


ΑΕ 

ΑΓ 


ΑΒ 

ΑΓ 


καί άρα ΑΕ = ΑΒ. 


"Ωστε τό τρίγωνον ΑΒΕ είναι ισοσκελές καί άρα Β! — Ε. Αλλά, λόγω 
των ΒΕ/ /ΑΔ, έχομεν : 

χν χν χν χν χν χν 

Β Χ = Α! καί Ε = Α 2 . ’Άρα : Α! = Α 2 

χ^ν 

καί επομένως ή ΑΔ είναι διχοτόμος τής γωνίας Α. 

Παρατήρησις : *Η άνωτέρω άναλογία (2) γράφεται: 

ΔΒ _ γ ΔΒ _ γ Α ΔΒ _ γ 

β 


ΔΓ 


ΔΒ Η- ΔΓ β + γ 


’Άρα : ΔΒ — 


αγ 


β +γ 


. Όμοίως εύρίσκομεν ΔΓ = 


β +γ 

αβ 


β 4-γ 


337. Θεώρημα τής έξωτερικής διχοτόμου. Ή διχοτόμος έξωτερικής 
γωνίας τριγώνου τέμνει τήν προέκτασιν τής άπέναντι πλευράς είς σημείον, 
τού όποιου αί άποστάσεις άπό τά άκρα τής πλευράς αύτής είναι άνάλογοι 
πρός τάς προσκειμένας πλευράς τοΟ τριγώνου καί άντιστρόφως. 
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"Αν ΑΖ είναι ή διχοτόμος της έξωτερικής γωνίας Α, θά δείξωμεν δτι 

Τ ΖΒ ΑΒ 

είναι — . 

ΖΓ ΑΓ 

Άπόδειξις. Φέρομεν τήν ΒΔ//ΑΖ (σχ. 334). Τότε, κατά τδ Θ. 265 
πόρ. έχομεν : 

(1) ΖΒ ΑΔ 

ΖΓ ΑΓ ' 

/Ν /\ /Ν 

Αλλά, λόγω των ΑΖ//ΒΔ, εχομεν Β Χ — Α Χ καί Δ Χ = Α 2 καί, επειδή 




Γ α Δ Β Ζ 


Σχ. 333 


Σχ. 334 


/Ν /Ν /X ^ — . 

εΐναι Α Χ — Α 2 , έπεται : Β]^ = Δ 1 , ήτοι τδ τρίγωνον ΑΒΔ εΐναι ισοσκελές. 
’Άρα ΑΔ = ΑΒ. Τότε ή άναλογία (1 ) γίνεται : 

( 2 ) 

ΖΓ ΑΓ 

Άντιστρόφως : ’Έστω δτι εις τδ τρίγωνον ΑΒΓ ισχύει ή άναλογία (2). 

Θά δείξωμεν δτι ή ΑΖ είναι διχοτόμος τής έξωτερικής γωνίας Α. Φέρομεν τήν 
ΒΔ / /ΑΖ. Τότε ισχύει ή άναλόγία (1 ). Αί σχέσεις (1 ) καί (2) έχουν τά πρώτα 
μέλη των ϊσα. ’Άρα θά είναι καί 

ΑΔ ΑΒ . 


ΑΓ ΑΓ 


ά άρα ΑΔ = ΑΒ. 


/\ 

"Ωστε τδ τρίγωνον ΑΒΔ είναι ισοσκελές καί άρα εΐναι Β Χ — Δ 1# Αλλά, 
λόγω των ΒΔ / / ΑΖ, έχομεν : 

XV XV XV XV XV XV 

Β Χ = Α Χ καί Δ 1 = Α 2 . ’Άρα Α 1 = Α 2 , ήτοι ή ΑΖ εΐναι διχοτόμος τής 

έξωτερικής γωνίας Α. 

Παρατηρήσεις, ί) Τδ σημεΐον Ζ εύρίσκεται πρδς τδ μέρος τής μικρο- 

XV XV XV XV 

τέρας πλευράς (σχ. 334). Πράγματι, έστω δτι β > γ Β > Γ => Β — Γ 
~ φ>0. 'Η γωνία Α 1? ώς τδ ήμισυ τής έξωτερικής τής Α, ίσοΰται προς 
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Ασκήσεις 


Β + Γ 


. Αρκεί νά δείξωμεν βτι Α 1 + Β 2 < 2 ι , 6ποι> Β 2 ή εξωτερική της Β. 


/ν /Ν Β 4- Γ ^ 

Α χ 4-Β 2 = - ΐ - 4- 2*- — Β = 2 1 - 


Β- 


= 21 · 


? 


2 2 2 

ϊί) Υπολογισμός τ<δν άποστάσεων το(5 Ζ άπό τά Β καί Γ : 


< 2 »-. 


ΖΒ 


ΖΓ 

"Αρα : ΖΒ 


Ύ * 
— η 
β 


ΖΒ 


ΖΒ 


ΖΓ-ΖΒ 


β 


αγ 


. Όμοίως εύρίσκομεν ΖΓ 


= 1 
β — γ 
<χβ 


β γ β — ϊ 

Εις τό σχήμα 334 ύπετέθη β > γ. ’Άν είναι γ > β, τότε αί άνω τιμαί των ΖΒ 


καί ΖΓ γίνονται ΖΒ = 


αγ 


Τ- β 
ΖΒ = Ξϊ_ 


καί ΖΓ — 
— καί 


αβ 


γ-β 

ΖΓ = “β 


. "Ωστε γενικώς εύρίσκομεν 


β Τ 


ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

Α\ 

580. Αί διχοτόμοι των γωνιών, τάς όποιας σχηματίζει ή διάμεσος ΑΔ τριγώνου 
ΑΒΓ μέ τήν πλευράν ΒΓ, τέμνουν τάς δύο άλλας πλευράς εις τά Ε καί Ζ. Δείξατε δτι είναι 
ΕΖ//ΒΓ. 

581. Είς τρίγωνον ΑΒΓ είναι ΑΒ = 7,5 οιη, ΒΓ — 8 οπι καί ΑΓ = 4,5 οιη. Νά 
εύρεθοϋν τά μήκη των τμημάτων, είς τά όποια διαιρείται ή ΒΓ ύπό της διχοτόμου της γω- 

/Ν 

νίας Α. 

582. Είς τό τρίγωνον της προηγουμένης άσκήσεως νά όπολογισθή τό μήκος του 

τμήματος μέ άκρα τά σημεία, είς τά όποια αί διχοτόμοι της γωνίας Α (έσωτερική καί έξω- 
τερική) τέμνουν τήν ΒΓ. 

583. Τρίγωνον έχει πλευράς 3α, 4α, 5α. Νά εύρεθη ή άπόστασις των σημείων, είς τά 
όποια τέμνουν τήν μικροτέραν πλευράν ή έσωτερική καί ή έξωτερική διχοτόμος της άπέντι 
γωνίας. 

584. Τέσσαρες ήμιευθεΐαι μέ κοινήν αρχήν σημεΐον Ο σχηματίζουν διαδοχικάς 
γωνίας ίσας πρός 45° έκάστην. Τέμνομεν αύτάς δι’ εύθείας ΑΒΓΔ είς τρόπον, ώστε νά είναι 
ΟΑ = ΟΔ. Δείξατε δτι είναι ΑΒ 2 = ΑΔ · ΒΓ. 

Β.' 

585. Είς τρίγωνον ΑΒΓ, άν ΑΔ, ΒΕ, ΓΖ είναι αί διχοτόμοι των γωνιών του, δείξατε 
δτι άληθεύει ή σχέσις ΒΔ · ΓΕ · ΖΑ = ΓΔ · ΒΖ · ΑΕ. 

586. Είς τρίγωνον ΑΒΓ, δν Η, Θ, Κ είναι τά σημεία, είς τά οποία αί έξωτερικαί 

/Ν /V 

διχοτόμοι των γωνιών Α, Β, Γ τέμνουν άντιστοίχως τάς προεκτάσεις τών πλευρών του, 
δείξατε δτι είναι ΗΒ « ΘΓ · ΚΑ — ΗΓ · ΘΑ · ΚΒ. 

587. ’ Ορθογώνιον τρίγωνον ΑΒΓ (Α = 90°) έχει Β — 15° καί ΑΒ — λ. Νά ύπο- 
λογισθοΰν αί άλλαι πλευραί του τριγώνου. 
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588. Τριγώνου ΑΒΓ δίδονται αΐ πλευραί α, β, γ. Νά ύπολογισθη τ6 έμβαδόν τοϋ 
τριγώνου, τό όποιον έχει κορυφάς τά σημεία, είς τά όποια αΐ έσωτερικαι διχοτόμοι των 
γωνιών του τέμνουν τάς πλευράς του. 


338. * Αρμονική διαίρεσις τμήματος είς δεδομένον λόγον. 

Έάν είς τρίγωνον ΑΒΓ (σχ. 329), ΑΔ καί ΑΕ είναι αί διχοτόμοι της γω- 
νιας Α (εσωτερική καί έξωτερική), 



ήτοι ό λόγος των άποστάσεων του Δ άπό τά Β καί Γ είναι ίσος πρός τόν λόγον 
των αποστάσεων του Ε άπό τά Β καί Γ. Τά σημεία Δ καί Ε έπί της εύθείας 
ΒΓ, διά τά όποια Ισχύει ή σχέσις (1 ), καλούνται άρμονικά συζυγή σημεία ως 
πρός τά Β καί Γ. Τό Δ καλείται άρμονικόν συζυγές του Ε ως πρός τά Β καί Γ, 
ομοίως καί τό Ε είναι άρμονικόν συζυγές του Δ ως πρός τά Β καί Γ. *Η τετράς 
σημείων Ε, Β, Δ, Γ καλείται άρμονική τετράς σημείων ή άρμονική σημείο- 
ΔΒ 

σειρά. 'Ο λόγος καλείται λόγος τομής του τμήματος ΒΓ. Επίσης 


λέγομεν δτι τό τμήμα ΒΓ είναι διηρημένον έσωτερικώς καί έξωτερικώς είς 


λόγον 


ΑΒ 

ΔΓ 


Παρατήρησις. "Οταν λέγωμεν δτι τμήμα ΒΓ είναι διηρημένον υπό ση- 


μείου Δ είς λόγον ρ, έννοοΰμεν δτι 


ΔΒ 

ΔΓ 


— ρ καί βχι = ρ. 

ΔΒ 


339. Θεώρημα. Έάν τά Δ καί Ε είναι άρμονικά συζυγή, ώς πρός τά Β 
καί Γ, τότε καί τά Β καί Γ είναι άρμονικά συζυγή ώς πρός τά Δ καί Ε. 

ΔΒ ΕΒ 

Άπόδειξις. Έκ τής ύποθέσεως έπεται δτι — ^ ^ . Έξ αυτής 


λαμβάνομεν τήν άναλογίαν 


ΔΒ 


ΔΓ 


ή 


ΔΓ 

ΒΔ 


ΕΓ 

ΓΔ 


ΕΒ ΕΓ ΒΕ ΓΕ 
Ιπεται δτι τά Β καί Γ είναι άρμονικά συζυγή ώς πρός τά Δ καί Ε 


, έκ τής όποιας 


340. Πρόβλημα. Δοθέν εύθύγραμμον τμήμα ΑΒ νά διαιρεθή έσωτερικώς 
καί έξωτερικώς είς δεδομένον λόγον μ /ν. 

Λύσις. Έκ του Α φέρομεν τυχοΰσαν ήμιευθεΐαν Αχ, έπί τής οποίας 
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λαμβάνομεν τμήμα ΑΕ = μ (σχ. 336). Έκ του Β φέρομεν εύθεΐαν παράλλη- 
λον τής Αχ καί λαμβάνομεν έπ’ αυτής έκατέρωθεν του Β τμήματα ΒΖ = 
ΒΗ — ν. Φέρομεν τάς ΕΗ καί ΕΖ, αί όποΐαι τέμνουν την ΑΒ εις τά ζη- 
τούμενα σημεία Γ καί Δ. 

*Απόδειξις. Λόγω των παραλλήλων ΑΕ καί ΗΒΖ, σχηματίζονται δύο 

Δ Δ Δ Δ 

ζεύγη όμοιων τριγώνων, ήτοι : ΓΑΕ ΓΒΗ καί ΔΑΕ ΔΒΖ. Έξ αύτών 

, , ( ΓΑ ΑΕ μ , ΔΑ ΑΕ μ 

λαμρανομεν αντιστοίχως : — — = — — = — — και = = -5 — . 

Λ ΓΒ ΒΗ ν ΔΒ ΒΖ 

*Άρα τά Γ καί Δ είναι τά ζητούμενα σημεία. 

Διερεύνησις. ί) Έάν μ /ν 1 ■<=>- μ =^= ν, τό πρόβλημα έχει λύσιν. 
Η) Έάν μ /ν == 1 -<==>- μ = ν (σχ. 337 ), τό τετράπλευρον ΑΒΖΕ είναι 



Σχ. 336 


Σχ. 337 


παραλληλόγραμμον καί συνεπώς ή ΕΖ δέν δίδει σημεΐον Δ έπί τής ΑΒ, ένώ 
ή ΕΗ δίδει τό Γ είς τό μέσον του τμήματος ΑΒ (διατί ;). Συμβατικώς δεχό- 
μεθα 6τι υπάρχει λύσις, μέ τήν διευκρίνησιν βτι τό Δ έχει άπομακρυνθή είς τό 
άπειρον. 

ίίί) Υπάρχει μία μόνον λύσις του προβλήματος, ήτοι τά Γ καί Δ έπί τής 
ευθείας ΑΒ είναι μονοσημάντως (κατά ένα μόνον τρόπον) ώρισμένα. Πρά- 
. ν ν <■ ΓΑ μ . α / ΓΑ μ 

γματι απο τήν σχέσιν - - = -ί— λαμβανομεν - — — = — => 

ΓΒ ν ΓΑ + ΓΒ μ + ν 

— ■ — - = — — => ΓΑ — ΑΒ « — , ήτοι τό σημεΐον Γ έπί του 

ΑΒ μ + ν μ + ν 

τμήματος ΑΒ απέχει σταθερόν άπόστασιν άπό τό Α καί έπομένως είναι μονο- 
σημάντως ώρισμένον. 'Ομοίως καί διά τό Δ (σχ. 336) τό όποιον εύρί- 
σκεται εκτός του τμήματος ΑΒ καί έπί τής ήμίευθείας ΑΒ, έφ’ 6σον είναι 
. _ , ΔΑ μ ΔΑ μ ΔΑ 

μ > ν λαμρανομεν : = => = => — 

ΔΒ ν ΔΑ-ΔΒ μ-ν ΑΒ 

— — ^ ^ ΔΑ = ΑΒ · — — , ήτοι τό Δ έπί τής ήμίευθείας ΑΒ, άπέ- 

μ — ν μ — ν 

χει σταθεράν άπόστασιν έκ του Α καί επομένως είναι μονοσημάντως ώρισμένον. 
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

Β. 

589. ΕΙς τρίγωνον ΑΒΓ άγομεν τάς ΒΕ καί ΓΖ καθέτους έπί τήν διχοτόμον ΑΔ της 
γωνίας Α. Νά άποδειχθή ότι τα Ε καί Ζ είναι αρμονικά συζυγή των σημείων Α καί Δ. 

590. Δίδεται ήμικύκλιον ΑΒ. Φέρομεν τάς έφαπτομένας είς τά άκρα Α καί Β της 
διαμέτρου καί άπό τυχόν σημείο ν Μ τοϋ ήμικυκλίου φέρομεν άλλην έφαπτομένην, ή όποία 
συναντά αύτάς είς τά σημεία Γ καί Δ καί τήν προέκτασιν της ΑΒ είς τό Ε. Νά άποδειχθή 
ότι τά σημεία Μ καί Ε είναι αρμονικά συζυγή των Γ καί Δ, 

591. Άπό σημεΐον Ο άγομεν τάς έφαπτομένας ΟΑ καί ΟΒ είς ένα κύκλον καί τήν 
διάμετρον ΓΔ, ή όποία προεκτεινομένη διέρχεται διά του Ο. "Αν ή χορδή ΑΒ τέμνη τήν ΓΔ 
είς τό σημεΐον Ε, νά άποδειχθή ότι τά Ο καί Ε είναι άρμονικά συζυγή των Γ καί Δ. 

592. Είς κύκλον δίδεται διάμετρος ΑΒ καί χορδή ΓΔ κάθετος έπί τήν ΑΒ. Αί εύθεΐαι 
ΜΓ καί ΜΔ, πού ένώνουν τό τυχόν σημεΐον Μ του κύκλου μέ τά Γ καί Δ, τέμνουν τήν ΑΒ 
είς τά σημεία Ε καί Ζ. Νά άποδειχθή ότι τά Ε καί Ζ είναι άρμονικά συζυγή πρός τά Α καί Β. 

593. Δίδεται κύκλος Κ καί ή διάμετρος ΑΒ. ’Επί τής προεκτάσεως της διαμέτρου 
ΑΒ λαμβάνομεν σημεΐον Ε καί έκ του Ε φέρομεν τάς έφαπτομένας ΕΗ καί ΕΘ καί τήν χορ- 
δήν ΗΘ, ή όποία τέμνει τήν διάμετρον ΑΒ εις τό Δ. Νά άποδειχθή 6τι : α) τό ΕΚ είναι 6 
άριθμητικός μέσος των ΕΑ καί ΕΒ, β) τό ΕΗ είναι ό γεωμετρικός μέσος (ή μέσος ά- 
νάλογος) των ΕΑ καί ΕΒ καί γ) τό ΕΔ είναι ό άρμονικός μέσος των ΕΑ καί ΕΒ. 

Σημ. "Αν Α, Γ, Η είναι κατά σειράν ό άριθμητικός μέσος, ό γεωμετρικός μέσος καί 
ό άρμονικός μέσος δύο τμημάτων λ καί μ, τότε είναι γνωστόν έκ τής άλγέβρας ότι είναι : 

Α = — + - μ , Ρ = λμ, Η = - 2λμ . 

2 λ -{- μ 

594. Δίδεται εύθύγραμμον τμήμα ΑΒ καί σημεΐον Γ τής εύθείας ΑΒ. Νά εύρεθή 
τό άρμονικόν συζυγές τοϋ Γ, ώς πρός τά Α καί Β όταν τό Γ ΐ) είναι έκτός τοϋ τμήματος ΑΒ 
καί ϋ) άνήκη εις τό τμήμα ΑΒ. 

595. Δίδεται εύθύγραμμον τμήμα ΑΒ καί μεταβλητόν σημεΐον X τοϋ ΑΒ. Έάν Έ 
είναι τό άρμονικόν συζυγές τοϋ X ώς πρός τά Α καί Β, νά μελετηθή ή κίνησις τοϋ Έ 
έπί τής εύθείας ΑΒ, όταν τό X διαγράφη τό τμήμα ΑΒ. 


ΑΠΟΛΛΩΝΙΟΣ ΚΥΚΛΟΣ (*) 


341. Πρόβλημα. Νά εύρεθή ό γεωμετρικός τόπος τδ>ν σημείων, τών 
όποιων αί άποστάσεις άπό δύο δοθέντα σημεία τού έπιπέδου έχουν δεδομένον 


μ 

λόγον - - φ 1. 
ν 

Λύσις. Έστωσαν Α καί Β τά δοθέντα σημεία καί Μ τυχόν σημεΐον 
τοΰ τόπου μέ την ιδιότητα : 


( 1 ) 


ΜΑ __ μ 
ΜΒ ~ ν 


(*) Απολλώνιος (περί τό 247 π.Χ.). Έπραγματεύθη τήν γεωμετρίαν τής Θέ- 
σεως, δηλαδή τής μορφής καί τής σχέσεως των σχημάτων. Είς αύτόν όφείλεται τό έρ- 
γον περί κωνικών είς όκτώ βιβλία. Έξ αύτών έπτά έσώθησαν. Τό όγδοον άποκατε* 
στάθη υπό τοΰ άστρονόμου Ηαΐΐβχ τό 1646, βάσει πληροφοριών τοΰ Πάππου. Τό έρ- 
γον του ύπήρξεν ή αίτια νά τοΰ δοθή ή έπωνυμία τοΰ κατ’ έξοχήν γεωμέτρου. 
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Διχοτομοΰμεν έσωτερικώς καί έξωτερικώς τήν γωνίαν Μ του τριγώνου 
ΜΑΒ καί έστω σαν Γ καί Δ άντιστοίχως τά σημεία, κατά τα οποία αί διχο- 
τόμοι τέμνουν τήν ΑΒ (σχ. 338). Τότε ό λόγος — έχει μεταφερθή διά των 

ν 

διχοτόμων έπί της ΑΒ, ήτοι : 

= — (§ 336) χαί — (§ 337). 

ΓΒ ν ΔΒ ν 



Σχ. 338 

Τά σημεία Γ καί Δ είναι εντελώς ώρισμένα καί έπί πλέον είναι άρμονικά συζυ- 

γη των Α καί Β μέ λόγον τομής . Έπί πλέον είναι ΓΜΔ — 1*-, ώς σχημα- 

ν 

τΐζομένη ύπό της εσωτερικής καί έξωτερικής διχοτόμου τής γωνίας Μ. "Αρα 
τό Μ εύρίσκεται έπί κύκλου διαμέτρου ΓΔ. 

Άντιστρόφως. Έστω Ν τυχόν σημεΐον του κύκλου τούτου. Θά δείξω- 

* 7 ΝΑ μ 

μεν οτι είναι = -ί— . 

* τ*.τι-» 


Έκ του Β φέρομεν ΒΕ//ΓΝ καί ΒΖ//ΔΝ. Τότε, έπειδή ΓΝΔ = 1«-, 

/Ν 

θά είναι καί ΕΒΖ = 1Λ. Λόγω των παραλλήλων έ'χομεν : 

(2) καί 

ΝΕ ΓΒ ν 

ΝΑ _ _ ΔΑ . μ 
ΝΖ “ ΔΒ ~ V 
Έκ των (2) καί (3) Ιπεται : 

ΝΑ ΝΑ 
ΝΕ ~ ΝΖ * 

Έξ. αύτής λαμβάνομεν ΝΕ = ΝΖ, δηλαδή τό Ν είναι μέσον του ΕΖ καί, 
έπειδή τό τρίγωνον ΕΒΖ είναι όρθογώνιον, Ιπεται 6τι : 

(4) ΝΕ =ΝΒ = ΝΖ. 
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Τότε, ή σχέσις (2), λόγφ της (4) γράφεται : 

ΝΑ __ 

ΝΒ ν 

"Αρα ό ζητούμενος γεωμετρικός τόπος είναι ό κύκλος διαμέτρου ΓΔ. 

Κατασκευή. Δοθέντων των Α, Β καί του λόγου διαιρουμεν άρμονι- 

ν 

κώς τό τμήμα ΑΒ, όπως είς τό πρόβλημα 340, καί εύρίσκομεν τά Γ καί Δ. 
Μέ διάμετρον τήν ΓΔ γράφομεν τόν κύκλον. 

Σημείωσις. Έάν είναι = 1, τότε ό ζητούμενος τόπος είναι δ τόπος 

ν 

των σημείων, τά όποια ίσαπέχουν άπδ τά σημεία Α καί Β, δηλαδή ή μεσοκά- 
θετος του τμήματος ΑΒ. Τούτο έξηγεΐται καί διά της προηγουμένης κατα- 
σκευής, διότι τό μέν Γ θά ήτο τό μέσον του τμήματος ΑΒ, τό δέ Δ θά είχεν 
άπομακρυνθή είς τό άπειρον. "Αρα ό κύκλος διαμέτρου ΓΔ θά είχεν άπειρον 
είς τό μήκος άκτίνα, επομένως θά είχε έκφυλισθή είς ευθείαν διερχομένην έκ 
του μέσου του ΑΒ καί κάθετον επί τήν ΑΒ. 

Ό , προηγούμενος γεωμετρικός τόπος καλείται άπολλώννος κύκλος, 
έξ όνόματος του μελετήσαντος αύτόν "Ελληνος μαθηματικού Απολλώνιου 
(περί τό 247 π.Χ. ). 

Έν γένει, απολλώνιος κύκλος, ώς πρός τά σημεία Α καί Β, καλείται κάθε 
κύκλος διαμέτρου ΓΔ, όπου τά Γ καί Δ είναι άρμονικά συζυγή των Α καί Β. 
Επομένως υπάρχουν άπειροι άπολλώνιοι κύκλοι, ώς πρός δύο σημεία Α καί 
Β. Διά νά όρισθή δέ είς έξ αύτών, δοθέντων των Α καί Β, χρειάζεται νά δοθη 

ό λόγος τομής , ή Ιν έκ των σημείων Γ καί Δ. 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

Α'. 

596. Νά κατασκευασθή τρίγωνον, τοϋ όποιου δίδονται ή βάσις α, ή διάμεσος μ α καί 

ό λόγος των δύο άλλων πλευρών, 
ν 

597. Νά κατασκευασθή τρίγωνον, ταυ όποίου δίδονται ή βάσις α, ή γωνία Α = ω 
καί ό λόγος — των δύο άλλων πλευρών. 

598. Νά κατασκευασθή τρίγωνον, τοϋ όποίου δίδεται ή βάσις α, τό Οψος υ α καί ό 

λόγος _ϋ. τών δύο άλλων πλευρών, 
ν 

599. Νά κατασκευασθή τρίγωνον έκ της βάσεώς του α, τοϋ λόγου -ίέ- τών δύο άλ- 

/Ν 

λων πλευρών καί της γωνίας Β. 

600. Νά κατασκευασθή όρθογώνιον τρίγωνον, τόΰ όποίου δίδονται ή πλευρά β καί ό 
λόγος — της ύποτεινούσης πρός τήν άλλην κάθετον πλευράν. 
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601. Νά κατασκευασθη τρίγωνον, τοϋ όποίου δίδονται ή πλευρά α, ή διχοτόμος δ α 

καί ό λόγος = -ϋ- των δύο άλλων πλευρών, 
γ ν 


602. Νά κατασκευασθη τρίγωνον έκ των α, β 3 — γ 1 2 = λ 3 , ένθα λ δεδομένον τμήμα 
καί του σημείου Δ, είς τό όποιον ή διχοτόμος τής γωνίας Α τέμνει τήν ΒΓ. 

603. Νά εύρεθη ό γ. τόπος των σημείων, άπό τά όποια δύο δοθέντες κύκλοι (0 1 ) καΐ 
(0 8 ) φαίνονται ύπό Ισας γωνίας. 

604. Δίδονται έπ’ ευθείας διαδοχικως τέσσαρα σημεία Α, Β, Γ, Δ. Νά εύρεθη ση- 

/Ν /V, /Ν 

μεΐον Μ τοιοϋτον, ώστε νά είναι ΑΜΒ = ΒΜΓ = ΓΜΔ. 


ΔΥΝΑΜΙΣ ΣΗΜΕΙΟΥ ΠΡΟΣ ΚΥΚΛΟΝ 

342. Θεώρημα. Έστω κύκλος (Κ, Κ) και σημεϊον Α τού έπιπέδου του. 
Έάν διά τού Α θεωρήσωμεν τυχοδσαν εύθεϊαν, τέμνουσαν τόν κύκλον είς τά 
Β καί Γ, τό γινόμενον ΑΒ-ΑΓ είναι σταθερόν, ήτοι τό αύτό δι' οίανδήποτε 
τέμνουσαν. 

Άπόδειξις. Διακρίνομεν δύο περιπτώσεις, ήτοι : 

I) Τό σημεϊον Α εύρίσκεται εκτός τού κύκλου (Κ, Κ) (σχ. 339). Φέρο- 
μεν καί τήν έφαπτομένην ΑΔ καί τάς ΔΒ καί ΔΓ. Τότε παρατηροΰμεν βτι : 

ΑΒΔ « ΑΔΓ 

/\ /\ /\ 
διότι έχουν τήν γωνίαν Α κοινήν καί ΑΔΒ = Γ 

(ύπό χορδής καί έφαπτομένης, § 205). ’Άρα / 

θά είναι : // 

ΑΒ ΑΔ „ /ί 


(1 ) =» ΑΒ · ΑΓ = ΑΔ 2 / / ; \\ 

*Α λλά τό μήκος τής εφαπτομένης ΑΔ είναι ώ- / / _\, δ 

ρισμένον καί ανεξάρτητον τής θέσεως τής τε- I / , \ 

μνούσης ΑΒΓ. "Αρα, έκ τής σχέσεως (1), έπε- / 

ται ότι τό γινόμενον ΑΒ · ΑΓ εΐναι σταθερόν. 

Τήν σχέσιν (1 ) δυνάμεθα νά τήν μετασχη- 
ματίσωμεν, φέροντες τήν ΑΚ = δ καί τήν άκτϊ- 
να ΚΔ = Β. Τότε, άπό τό δρθογώνιον τρίγω- 
νον ΑΔΚ, λαμβάνομεν : 

ΑΔ 2 = δ 2 — Η 2 καί ή σχέσις (1) γράφεται : 

ΑΒ·ΑΓ = δ 2 — Κ 2 . 

η) Τό Α εύρίσκεται εντός τοϋ κύκλου (Κ,· Β). Έστω ΒΑΓ τυχοϋσα 
τέμνουσα διερχομένη διά τού Α (σχ. 340). Φέρομεν καί τήν διάμετρον ΔΕ, ή 
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όποια διέρχεται διά του Α, καί τάς ΒΔ καί ΓΕ. Τότε παρατηροΰ μεν δτι είναι : 

ΑΒΔ ΑΕΓ 

διότι έχουν τάς γωνίας των Α ϊσας, ώς κατά κορυφήν, καί Β = Ε, ώς έγγε- 

γραμμένας είς τό αυτό τόξον ΓΔ. "Αρα θά είναι : 

ΑΒ = ΑΔ 
ΑΕ ~ ΑΓ ^ 

(2) ΑΒ · ΑΓ = ΑΔ · ΑΕ 

’Αλλά είναι : 


(4) ΑΔ - ΑΕ = (Β — δ) (Β + *) = Β 2 -δ 2 

δπου έτέθη ΑΚ == δ. "Αρα ή σχέσις (2 ) γράφεται : 

ΑΒ · ΑΓ = Β 2 — δ 2 



Σχ. 340 Σχ. 341 

343. Όρισμός. Λύναμις σημείου Α ώς πρός κύκλον (Κ,Κ) καλείται τό 
σταθερόν γινόμενον ΑΒ-ΑΓ, όπου τα Β καί Γ είναι κοινά σημεία τού κύκλου 
καί τυχούσης εύθείας διερχομένης διά τού Α. 

'Η δύναμις τοϋ Α, ώς πρός τόν κύκλον (Κ, Β), συμβολίζεται £>Α /( Κ, Β). 

Έάν τό Α είναι έκτός του κύκλου, είναι Ϊ)Α/(Κ, Β) = δ 2 — Β 2 = 
ΑΔ 2 (σχ. 339), δπου δ = ΚΑ καί ΑΔ τό έφαπτόμενον τμήμα έκ τού Α. 

Έάν τό Α είναι έντός του κύκλου είναι £)Α / (Κ, Β) = Β 2 — δ 2 . 

Τέλος, έάν τό Α εύρίσκεται επί του κύκλου, είναι δ — Β καί αί προηγού- 
μεναι σχέσεις δίδουν Σ)Α/(Κ, Β) = Β 2 — Β 2 =0, ήτοι διά σημεΐον τού 
κύκλου ή δύναμις είναι μηδενική. 

344. Θεώρημα. Έστω τετράπλευρον ΑΒΓΑ καί Ο τό σημεΐον τομής 
τών δύο άπ έναντι πλευρών ΑΒ καί ΓΔ αύτού. Μία άναγκαία καί Ικανή 
συνθήκη, Ινα τούτο είναι έγγράψιμον είς κύκλον, είναι : 

ΟΑ · ΟΒ = ΟΓ · ΟΔ 

Άπόδειξις. ί) Είναι άναγκαία. Πράγματι, έστω δτι τό ΑΒΓΔ είναι 
έγγεγραγραμμένον είς κύκλον (0) (σχ. 341). Τότε έκαστον τών γινομένων 
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ΟΑ · ΟΒ καί ΟΓ ■ ΟΔ παριστα την δύναμιν του σημείου Ο πρύς τύν κύκλον 

(0) , έπομένως είναι : 

( 1 ) ΟΑ · ΟΒ = ΟΓ · ΟΔ 

ίί) Είναι Ικανή. Ένω Ισχύει ή σχέσις (1), έστω δτι τύ ΑΒΓΔ δέν 
είναΓ έγγράψιμον. Τότε γράφομεν τύν κύκλον, πού ορίζουν τά σημεία Α, Β, Γ 
καί έστω δτι ούτος τέμνει τήν ΟΓ είς τύ Δ*. "Αρα τύ ΑΒΓΔ 1 είναι έγγράψι- 
μον. Τότε 6ά είναι : 

(2) ΟΑ · ΟΒ = ΟΓ - ΟΔ! 

Έκ των (1) καί (2) έπεται δτι : 

(3) ΟΔ Χ = ΟΔ 

*Ας σημειωθή δτι τύ Δ! εύρίσκεται επί της ήμιευθείας ΟΓ, διότι, έάν 
ήτο έπί της αντιθέτου ήμιευθείας, τύ Ο θά ήτο έσωτερικύν σημεΐον του κύκλου, 
δπερ άτοπον, διότι τύ Ο εύρίσκεται είς την προέκτασιν της χορδής ΑΒ καί 
έπομένως έκτύς του κύκλου. Ά.ρα, έκ της σχέσεως (3 ) έπεται δτι τύ Δ! συμ- 
πίπτει μέ τύ Δ. Έπομένως τύ τετράπλευρον ΑΒΓΔ είναι έγγράψιμον είς 
κύκλον. 

'Ομοίως άποδεικνύεται καί τύ κάτωθι θεώρημα: 

345. Θεώρημα. Έστω τετράπλευρον ΑΒΓΔ και Θ τό σημεΐον τομής 
τών διαγώνιων του ΑΓ και ΒΔ. Μία άναγκαία καί ίκανή συνθήκη, Ινα τούτο 
είναι έγγράψιμον είς κύκλον, είναι : 

ΘΑ ■ ΘΓ = ΘΒ · ΘΔ 

346. Μεταφορά γινομένου. Είς πολλά γεωμετρικά θέματα απαιτείται 
ή μεταφορά ένύς γινομένου ΟΑ · ΟΒ, δπου τά σημεία Ο, Α, Β κείνται έπ’ 
ευθείας (ε Χ ), έπί άλλης εύθείας (ε 2 ), διερχομένης διά του Ο. Τούτο έπιτυγχά- 
νεται κατά τούς εξής δύο τρόπους : 



Σχ. 342 Σχ. 343 


ί) Έκ τού Α φέρομεν την ΑΓ Α καί έκ του Β φέρομεν την ΒΔ Α 
( ε ι) (®Χ· 342). Τότε είναι ΟΑ · ΟΒ =ΟΓ · ΟΔ διότι τύ τετράπλευρον 
ΑΒΓΔ είναι έγγράψιμον. 

ίί) Γράφομεν τυχόντα κύκλον διερχόμενον διά των Α καί Β, ό όποιος 
να τέμνη την (ε 2 ) είς τά σημεία Γ καί Δ (σχ. 343). Τότε είναι ΟΑ · ΟΒ = 
ΟΓ · ΟΔ. 
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347. Πρόβλημα. Νά γραφή κύκλος διερχόμενος διά δύο δοθέντων ση- 
μείων καί έφαπτόμενος δοθείσης εύθείας. 

Άνάλυσις. Έστωσαν Α καί Β τά δοθέντα σημεία καί (ε) ή δοθεΐσα 
εύθεΐα (σχ. 344). Ύποθέτομεν ότι τδ πρόβλημα έχει λυθή καί έστω (0) ό 
ζητούμενος κύκλος, ό όποιος έφάπτεται της (ε) εις τδ σημεΐον Γ. Ό κύκλος 
(0) προσδιορίζεται άπδ τά σημεία Α, Β καί Γ. 5 Αρκεί νά εύρεθή λοιπόν ή θέ- 
σις του Γ επί της (ε). Πρδς τούτο, θεωρουμεν τδ σημεΐον Ο της τομής των εύ- 
θειών (ε) καί ΑΒ, τδ όποιον είναι σαφώς καθωρισμένον. Τότε θά είναι (§ 342) 



— ΟΓ 2 


(ε) Γ 



Σχ. 345 


Σύνθεσις - Κατασκευή. Γράφομεν βοηθητικόν κύκλον (0' ) μέ μόνην 
άπαίτησιν νά διέρχεται διά των Α καί Β. Έκ τού Ο φέρομεν έφαπτομένην ΟΔ 
αυτού. Τότε είναι : 

(2) ΟΑ · ΟΒ = ΟΔ 2 
Έκ των (1) καί (2) έπεται ότι : 

(3) ΟΓ = ΟΔ 

Μεταφέρομεν τότε τδ μήκος ΟΔ εις τδ ΟΓ έπί τής εύθείας (ε) καί διά 
των Α, Β καί Γ γράφομεν τδν κύκλον (0), ό όποιος είναι ό ζητούμενος. 
Άπόδειξις. Πράγματι, έκ των (2) καί (3) έπεται 6τι : 

ΟΑ . ΟΒ = ΟΓ 2 

“Επομένως ή ΟΓ είναι εφαπτομένη τού κύκλου (0). 

Διερεύνησις. Έφ’ όσον αί εύθείαι (ε) καί ΑΒ δεν είναι παράλληλοι, 
υπάρχει πάντοτε τδ σημεΐον Ο καί, εάν τούτο είναι εκτός τού τμήματος ΑΒ, 
υπάρχουν πάντοτε δύο λύσεις, οί κύκλοι (0) καί ((ή), οί όποιοι προσδιορί- 
ζονται άπδ τάς τριάδας των σημείων Α, Β, Γ καί Α, Β, Γ 1? όπου τά Γ καί 
λαμβάνονται έκατέρωθεν τού Ο έπί τής εύθείας (ε). 

Έάν ΑΒ//(ε), υπάρχει μία λύσις, ό κύκλος (0) (σχ. 345), ό όποιος 
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Εξισώσεις δευτέρου βαθμού είς την γεωμετρίαν 


προσδιορίζεται άπό τά σημεία Α, Β,Γ οπού το Γ είναι ή τομή τής μεσοκαθέτοο 
του ΑΒ μετά τής (ε). 

Έάν τέλος τό σημεΐον Ο τομής των ΑΒ καί (ε) ήτο εσωτερικόν του τμή- 
ματος ΑΒ, δεν θά υπήρχε λύσις, διότι τότε τό Ο θά ήτο εσωτερικόν καί του 
βοηθητικού κύκλου (Ο' ), επομένως δεν θά ήτο δυνατόν νά φέρωμεν δι 1 αυτού 
τό έφαπτόμενον τμήμα ΟΔ, ώστε έν συνεχεία νά προσδιορίσωμεν τό Γ επί 
τής (ε). 

Εξετάσατε την περίπτωσιν, κατά τήν όποιαν τό Ο συμπίπτει μετά του 
Α ή τού Β. 

ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΔΕΥΤΕΡΟΥ ΒΑΘΜΟΥ ΕΙΣ ΤΗΝ ΓΕΩΜΕΤΡΙΑΝ 

348 . 'Ωρισμένοι τύποι εξισώσεων δευτέρου βαθμού επιδέχονται καί. 
γεωμετρικήν λύσιν, όταν δεχθώμεν ότι οί συντελεσταί καί ή άγνωστος μετα- 
βλητή παριστοΰν τά μέτρα εύθυγράμμων τμημάτων. 

Δίδομεν τήν γεωμετρικήν λύσιν τριών τύπων εξισώσεων δευτέρου βαθμού., 
ί) χ 2 + 2αχ — β 2 = 0 
η) χ 2 — 2αχ — β 2 = 0 
ίπ) χ 2 — 2αχ + β 2 = 0 

όπου τά α καί β είναι τά μέτρα δοθέντων εύθυγράμμων τμημάτων. 

ί) *Η δοθεΐσα έξίσωσις γράφεται : 

χ (χ + 2α) = β 2 . 




Γράφομεν κύκλον άκτίνος α καί φέρομεν εις τυχόν σημεΐον Α αυτού έφαπτο- 
μένην, επί τής όποιας λαμβάνομεν τμήμα ΑΟ =β (σχ. 346). Έάν Κ είναι 
τό κέντρον τού κύκλου, φέρομεν τήν ΟΚ, ή οποία τέμνει τόν κύκλον εις τά 
Β καί Γ. 

Τό τμήμα ΟΒ είναι τό ζητούμενον χ, διότι είναι : 

ΟΒ * ΟΓ — ΟΑ 2 ή 
χ(χ + 2α) = β 2 

ίΐ) 'Η δοθεΐσα έξίσωσις γράφεται : 

χ(χ — 2α) = β 2 

'Η ιδία κατασκευή μέ τήν προηγουμένην, (σχ. 347), άλλ’ εδώ τό τμήμα \ 
είναι τό ΟΓ. Πράγματι είναι : 
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ΟΓ · ΟΒ = ΟΑ 2 ή 
χ(χ — - 2α) = β 2 

ΐπ) χ 2 — 2αχ ή- β 2 =0. Παρατηροΰμεν 6τι, εάν χ χ καί χ 2 είναι αί 
ρίζαι της έξισώσεως, θά έχωμεν χ χ -|~ χ 2 = 2α 
καί χ 1 χ 2 = β 2 . Τότε κατασκευάζομεν ήμικύ- 
κλιον διαμέτρου ΑΒ = 2α καί φέρομεν εύθειαν 
παράλληλον της διαμέτρου εις άπόστασιν β (σχ. 

348). Αυτή έ'στω 6τι τέμνει τό ήμικύκλιον είς τά 
Γ καί Δ. Έκ του Γ φέρομεν τήν ΓΕ _]_ ΑΒ καί 
τότε επί της ΑΒ ορίζονται δύο τμήματα ΑΕ — χ Χ 
καί ΕΒ = χ 2 τά όποια είναι αί ρίζαι τής δοθεί- 
σης έξισώσεως. Πράγματι είναι : 

χ ϊ + χ 2 — ΑΒ — 2α καί Χι χ 2 = ΓΕ 2 = β 2 (§ 298) 

Διά νά ύπάρχη λύσις, πρέπει προφανώς νά είναι β ^ α, όπου είς τήν 
περίπτωσιν του β = α έχομεν χ Χ = χ 2 = α. 

Καί είς τάς τρεις περιπτώσεις οί συντελεσταί α, β, καθώς καί ή άγνω- 
στος μεταβλητή χ, υποτίθενται άριθμοί θετικοί, ώς παριστώντες τά μέτρα εύ- 
θυγράμμων τμημάτων. 

349. Διαίρεσις εύθυγράμμου τμήματος είς μέσον καί άκρον λό- 
γον. (Χρυσή τομή). 

Πρόβλημα. Λοθέν εύθύγραμμον τμήμα νά διαιρεθή είς δύο μέρη, έκ των 
όποιων τό μεγαλύτερον νά είναι μέσον άνάλογον τοΟ μικροτέρου μέρους και 
όλοκλήρου τοβ τμήματος. 
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μήκος του μεγαλυτέρου τμήματος ΑΓ — χ, τότε θά είναι ΓΒ = α — χ καί θά 
πρέπει νά ίσχύη ή σχέσις : ΑΓ 2 — ΑΒ ■ ΓΒ ή 
(1 ) .X 2 — α(α — χ) 

'Η έξίσωσις (1) γράφεται χ 2 -{- αχ — α 2 =0 καί άνάγεται είς την μορφήν 
(ί) της προηγούμενης παραγράφου. * Η κατασκευή είναι ή ιδία, ήτοι γράφομεν 

κύκλον ^Κ, 6 όποιος εφάπτεται τοϋ τμήματος ΑΒ — α είς τδ άκρον 

αύτου Β. Έκ του Α φέρομεν τήν διάμετρον ΑΔΚΕ. Τότε τό μήκος ΑΔ είναι 
τό ζητούμενον μήκος χ, διότι είναι : ΑΔ · ΑΕ = ΑΒ 2 ή χ(χ α) = α 2 , ή 
οποία γράφεται χ 2 -ή- αχ — α 2 =0 ή χ 2 =α(α — χ). 'Η τελευταία είναι ή 
ιδία μέ τήν έξίσωσιν (1). Μεταφέρομεν τότε τό μήκος ΑΔ είς τό ΑΓ έπί τοϋ 
τμήματος ΑΒ = α καί ούτως έπιτυγχάνομεν τήν διαίρεσιν τοϋ ΑΒ είς μέσον 
καί άκρον λόγον, ήτοι ΑΓ 2 = ΑΒ · ΓΒ. 


Παρατηρήσεις ϊ) Τήν σχέσ ιν ΑΔ . ΑΕ = ΑΒ 2 δυνάμεθα νά τήν γράψωμεν καί ώς 
έξης: (ΑΕ — ΔΕ) · ΑΕ = ΑΒ 2 ή ΑΕ 2 = ΑΕ-ΔΕ + ΑΒ 2 καί έπειδή είναι ΔΕ - ΑΒ, 
έχομε ν ΑΕ 2 — ΑΕ * ΑΒ + ΑΒ 2 = ΑΒ · (ΑΕ + ΑΒ). Καί άν λάβωμεν έπί της ΒΑ 
(πρός τό μέρος τοϋ Α) τμήμα ΑΖ — ΑΕ, εύρίσκομεν ΑΖ 2 = ΒΑ · ΒΖ. "Ωστε καί τδ 
σημεΐον Ζ διαιρεί τήν ΑΒ είς μέσον καί άκρον λόγον, μέ τήν έννοιαν της έξωτερικής διαιρέ- 
σεως. 


Π) Α ί ρίζαι τής έξισώσεως X 2 = α (α — X,) ή X 2 -|- αχ — α 2 = 0 είναι : 

α , καί X, α — . Έκ των δύο αύτών ριζών ή X, είναι ή αλ- 


γεβρική τιμή τοϋ ΑΓ καί ή χ 2 είναι ή αλγεβρική τιμή τοϋ ΑΖ, ήτοι (ΑΓ) = 
καί (ΑΖ)- ~ 


α(Υ5 — 1) 
2 - 


Σημείωσις. Τό πρόβλημα τοΰτο έτέθη ύπό τοϋ Εύκλείδου ώς διαίρεστς εύθυγρόμμου 
τμήματος είς μέσον καί δκρον λόγον- Μεταγενεστέρως ή διαίρεσις αΰτη άπεκλήθη χρυσή 
τομή, δπως άναφέρει ό ΟίΐΓΠ, διότι έθεωρήθη ώς ή πλέον αρμονική διαίρεσις ένός τμήματος 
είς δύο άνισα μέρη ούτως, ώστε τό Εν νά μή είναι άντιαίσθητικώς μεγαλύτεροι ώς πρός τδ 
άλλο. Ή διαίρεσις αύτη χρησιμοποιείται καί είς τήν άρχίτεκτονικήν, πιστεύεται δέ ότι 
ύφίσταται καί εις τήν φύσιν, δπως π.χ. τδ ύψος τοϋ άνθρωπίνου σώματος είναι διηρημένον 
είς μέσον καί άκρο ν λόγον από τό σημεΐον, είς τό όποιον εύρίσκεται ή μέση τοϋ άνθρώπου. 


ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

Α. 

605. Σημεΐον Δ άπέχει κατά 10 οιη. άπό τό κέντρον κύκλου άκτΐνος 8 ο Γη. Διά τοϋ Δ 
φέρομεν τήν τέμνουσαν ΔΑΒ, δρίζουσαν τήν χορδήν ΑΒ = 6 ΟΓΠ. Νά εύρεθή τδ μήκος ΔΒ. 

606. Δίδεται κύκλος άκτΐνος 8 πΐί καί σημεΐον Α, τδ όποιον άπέχει άπό τό κέντρον 
12 ΐη. ’Άγομεν διά τοϋ Α εύθεΐαν, ή οποία τέμνει τόν κύκλον κατά χορδήν ΒΓ= 2ιη. Νά 
εύρεθή τό μήκος τής ΑΓ. 

607. Δίδεται κύκλος άκτΐνος Η - 12 οπι καί σημεΐον Ε, τό όποιον άπέχει άπό τδ 


1 Ασκήσεις 
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κέντρον κατά 6 οπι. Φέρομεν τήν χορδήν ΑΕΒ, έχουσαν μήκος 21 οπι. Νά εύρεθοΰν τά 
μήκη των τμημάτων ΑΕ καί ΕΒ. 

608. Εντός κύκλου άκτΐνος 13 ΠΙ λαμβάνομεν σημεΐον Δ, τό όποιον άπέχει άπό τό 
κέντρον 11 γπ καί άγο μεν την ΑΔΒ. "Αν τό τμήμα ΔΒ αυτής είναι τριπλάσιον τοϋ ΑΔ, νά 
εύρεθή τό μήκος τής χορδής ΑΒ. 

609. Δύο κύκλοι τέμνονται είς τά Α καί, Β. Άπό σημεΐον Σ τής εύθείας ΑΒ φέρομεν 
δύο εύθείας, έκ των όποίων ή μία τέμνει τόν ένα κύκλον είς τά Γ καί Δ καί ή άλλη τόν δεύ- 
τερον κύκλον είς τά Ε καί Ζ. Δείξατε ότι τό τετράπλευρον μέ κορυφάς τά σημεία Γ, Δ, 
Ε, Ζ είναι έγγράψιμον. 


610. Έκ σημείου Μ, κειμένου έκτός κύκλου (Ο), φέρομεν τό έφαπτόμενον τμήμα 


ΜΑ καί τυχαϋσαν τέμνουσαν ΜΒΓ. Δείξατε ότι είναι 


ΑΒ 2 

ΑΓ 2 


ΜΒ 

ΜΓ 


Β'. 

611. Δίδεται γωνία χΟ^ καί δύο σημεία Α καί Β έπί τής Οχ. Νά εύρεθή σημεΐον 

✓Ν 

Μ τής Ογ ούτως, ώστε ή γωνία ΑΜΒ νά είναι μεγίστη. 

612. Δίδονται δύο παράλληλοι εύθεΐαι (ε!) καί (ε 2 ) καί σημεΐον Σ έκτός τής ζώνης 
των. Νά άχθη κάθετος ΑΒ έπί των παραλλήλων ούτως, ώστε ή γωνία ΑΣΒ νά είναι μεγίστη. 

613. Δίδονται δύο εύθεΐαι (ε χ ) καί (ε 2 ) καί σημεΐον Α. Ζητείται νά γραφή κύκλος 
διερχόμενος διά τού Α καί έφαπτόμενος των (ε χ ) καί (ε 2 ). 

614. Δίδεται κύκλος (Ο, Κ) καί σταθερόν σημεΐον Α αυτού. Έπί τυχούσης εύθείας 
(ε) διερχομένης διά τοϋ Α λαμβάνομεν σημεΐον I τοιούτον, ώστε νά είναι ΙΑ ■ ΙΒ = 1ί 2 , 
όπου Β είναι τό δεύτερον σημεΐον τομής τής (ε) μετά τού (Ο, Κ) καί 1ε δοθέν τμήμα. Νά 
εύρεθή ό γ. τόπος τοϋ σημείου I. 

615. Έκ σημείου Μ κειμένου έκτός κύκλου (0) φέρομεν τήν διάμετρον ΜΒΑ καί τό 
έφαπτόμενον τμήμα ΜΓ. Ή έκ τοϋ Μ κάθετος έπί τήν ΜΑ τέμνει τήν ΑΓ είς τό Δ. Δείξατε 
ότι είναι ΑΓ · ΑΔ — ΜΑ 2 — ΜΓ 2 . 

616. Νά κατασκευασθοΰν γεωμετρικώς αί ρίζαι τής έξισώσεως 3χ 2 — 2λχ — 12μ 2 , 
ένθα λ καί μ είναι δοθέντα τμήματα. 

617. Νά κατασκευασθοΰν γεωμετρικώς αί ρίζαι τής έξισώσεως χ 2 — 8χ + 15 — 0 . 

618. Δίδεται όρθογώνιον καί Ισοσκελές τρίγωνον ΑΒΓ. Νά εύρεθή έπί τής ύποτει- 
νούσης ΒΓ σημεΐον Δ, έκ τοϋ όποίου, έάν φέρωμεν τάς καθέτους έπί τάς πλευράς ΑΒ καί 
ΑΓ, νά σχηματισθή όρθογώνιον γνωστού έμβαδοϋ λ 2 . 

619. Νά γραφή κύκλος διερχόμενος διά δύο δοθέντων σημείων Α καί Β καί έφαπτο- 
μενος δοθέντος κύκλου (Κ, Ε). 

620. Δίδεται εύθεΐα (ε), σημεΐον Α αύτής καί σημεΐον Β έκτός αυτής. Μέ κέντρον 
τό Β νά γραφή κύκλος, ό όποιος νά τέμνη τήν (ε) είς τά Γ καί Δ ούτως, ώστε νά είναι 
ΑΓ - ΑΔ = Ιί 2 , δπου 1ί δεδομένον τμήμα. 

621. Άπό σημεΐον Σ έσωτερικόν γωνίας χΟγ νά άχθη εύθεΐα τέμνουσα τάς πλευράς 
τής γωνίας είς τά Α καί Β, ούτως, ώστε τό τμήμα ΑΒ νά διαιρήται ύπό τοϋ Σ είς μέσον καί 
άκρον λόγον. 

622. Δοθέντος τοϋ μεγαλυτέρου (ή τοϋ μικροτέρου) μέρους ένός τμήματος, διαιρε- 
θέντος είς μέσον καί άκρον λόγον, νά κατασκευασθή τό τμήμα. 
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ΡΙΖΙΚΟΣ ΑΞΩΝ 

350. Πρόβλημα. Αοθέντων δύο κύκλων (Ο^ΐ^) και (0 2 , Κ^, νά εύρεθη 
δ γεωμετρικός τόπος τ6>ν σημείων, τά όποια 2χουν ϊσας δυνάμεις, ώς προς 
τούς δύο κύκλους. 

Λυσις. Έστω Μ έν τυχόν σημείο ν του τόπου έκτος των δύο κύκλων καί 
άς καλέσωμεν δ Χ καί δ 2 τάς άποστάσεις αυτού άπό τά κέντρα Ο! καί 0 2 αντι- 
στοίχους (σχ. 350). Γνωρίζομεν (§ 343) ότι είναι : ΏΜ / (0 1} Κ α ) = δ'{ — 
Κ* καί £)Μ/(0 2 , Κ 2 ) = δ® — Κ®. Επειδή αί δυνάμεις του Μ, ώς προς τούς 
δύο κύκλους είναι ίσαί, επεται ότι : 

(ΐ) δ* — κ* = δ 2 3 — κ 3 3 . 

Έάν ύποθέσωμεν ότι είναι ^ Κ 2 , ή (1 ) γράφεται : 

(2) κ; - κ;. 
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Ριζικός άξων 


τόπου ή κάθετος έπί τήν διάκεντρον διέρχεται διά του σταθερού σημείου Η, 
δλα τά σημεία του τόπου κεΐνται έπί της καθέτου ταύτης. 

Άντιστρόφως. Έστω Ν τυχόν σημεΐον της ΜΗ, καθέτου εις τό Η έπί 
τήν διάκεντρον Θά δείξωμεν βτι τό Ν έχει ΐσας δυνάμεις, ώς προς τούς 

δύο κύκλους. "Ας καλέσωμεν δ', καί δ 2 τάς άποστάσεις του Ν άπό τά κέντρα 
Ο* καί 0 2 άντιστοίχως. Έφαρμόζομεν τό δεύτερον θεώρημα τής διαμέσου 
διά τό τρίγωνον καί έχομεν : 

δ; 2 - δ 3 ' 2 = 2δ ■ ΚΗ 

Αλλά, λόγα> τής (4), ή προηγουμένη σχέσις γράφεται : 

δ; 2 - δ.; 2 = 2δ . κ »~ κ ' 

2δ 

ή δ>-δ>= 

έκ της οποίας λαμβάνομεν : 

δ> - η; = δ^ 2 - κ; 

Έκ τής τελευταίας φαίνεται 6τι αί δυνάμεις του Ν, ώς πρός τούς δύο κύκλους, 
είναι ίσαι. "Αρα ό ζητούμενος γεωμετρικός τόπος είναι ή εις τό σημεΐον Η 
κάθετος έπί τήν διάκεντρον 0 1 0 2 . 

351. 'Ορισμός. Ριζικός άξων δύο κύκλων καλείται ό γεωμετρικός τόπος 
τών σημείων, τά όποια Εχουν Ισας δυνάμεις, ώς πρός τούς δύο κύκλους. 

Πόρισμα. *0 ριζικός άξων δύο κύκλων είναι εύθεΐα κάθετος έπί τήν 
διάκεντρον αυτών. 


Κατασκευή ριζικού άξονος . Γενική μέθοδος. Δοθέντων δύο κύ- 
κλων (0 Χ ) καί (0 2 ), ή διεύθυνσις του ριζικού άξονος αυτών είναι γνωστή. 



Σχ. 351 Σχ. 352 

κάθετος έπί τήν διάκεντρον αυτών. Συνεπώς άρκεΐ νά εύρωμεν έν σημεΐον του 
άξονος καί έξ αυτού νά φέρωμεν κάθετον έπί τήν διάκεντρον. 


Πρός τούτο γράφομεν ένα βοηθητικόν κύκλον (Ο), 6 όποιος νά τέμνη 
τούς (Οή) καί (0 2 ) είς τά σημεία Α, Β καί Γ, Δ άντιστοίχως (σχ. 351 ή 352). 




Ριζικός άξων 


Αί ΑΒ καί ΓΔ, τεμνόμεναι έν γενει, ορίζουν σημείον Μ, τό όποιον είναι, ση- 
μείον του ριζικού άξονος των (0 1 ) καί (0 2 ). Πράγματι, είναι : 

(1) ΜΑ ■ ΜΒ = ΜΓ - ΜΔ = Σ>Μ/(€) 

Αλλά : 

(2) ΜΑ ■ ΜΒ — ίΟΜ/^) καί 

(3) ΜΓ · ΜΔ =£>Μ/(0 2 ) 

Έκτων (1), (2) καί (3) επεται ότι : 

30Μ/(0 Χ ) =30Μ/(0,) 

Επομένως τό Μ είναι τό σημείον του ριζικού άξονος των (0 1 ) καί (0 2 ). 
Τότε έκ τοΰ Μ φέρομεν κάθετον ΜΗ επί τήν διάκεντρον αύτών, ή όποια είναι 
ό ριζικός άξων των δύο κύκλων. 

Είδικαι περιπτώσεις, ί) Οι δύο κύκλοι τέμνονται (σχ. 353). Τότε ό 
ριζικός άξων αύτών είναι ή εύθεΐα, ή οποία ορίζεται άπό τά κοινά σημεία 
αύτών Α καί Β. Τούτο είναι προφανές, άφοΰ τά κοινά σημεία αύτών έχουν 
μηδενικήν δύναμιν, ώς προς τούς δύο κύκλους. ’Άρα είναι σημεία τοΰ ριζικού 
άξονος. 





Σχ. 353 


Σχ. 354 


Σχ. 355 


ίί) Οί δύο κύκλοι εφάπτονται. "Αν είναι Η τό σημείον επαφής των, ή έκ 
τού Η κάθετος επί τήν διάκεντρον είναι ό ριζικός άξων αύτών (σχ. 354, 355), 
διότι τό Η, ώς κοινόν σημείον των κύκλων (€ Χ ) καί (0 2 ), έχει μηδενικήν 
δύναμιν ώς πρός αύτούς. ’Άρα είναι ση- 
μείον τού ριζικού άξονος. 

Ηί) Οί κύκλοι. είναι ομόκεντροι. Τότε 
ριζικός άξων δεν υπάρχει, διότι οχι μό- / 
νον δέν γνωρίζομεν τήν διεύθυνσίν του, δε- / 
δομένου 6τι ή διεύθυνσις της διακέντρου 
τών (0 1 ) καί (0 2 ) είναι άπροσδιόρ ιστός, 
άλλα δέν δυνάμεθα νά εύρωμεν ούτε έν ση- 
μείον του. Πράγματι, εάν Ο είναι τό κέν- 
τρον τών (0 1 ) καί (0 2 ) καί Κ τό κέν- 

τρον ενός βοηθητικού κύκλου (0), ό ό- Σχ. 356 



Η 

Η 


Ριζικόν κέντρον 
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ποιος τέμνει τούς (0 Χ ) καί ( 0 2 ) είς τά Α, Β καί Γ, Δ (σχ. 356) άντιστοί- 
χως, είναι ΑΒ / /ΓΔ, ώς κάθετοι άμφότεραι έπί τήν ΟΚ. Επομένως δέν 
τέμνονται. "Αρα δέν δυνάμεθα να εΰρωμεν σημείο ν του ριζικού άξονος. 

★ 352. Ριζικόν κέντρον τριών κύκλων. "Ας θεωρήσωμεν τρεις κύκλους (0!), (0 2 ) 
καί (Οβ) καί έστω σαν (ρ 1 ) 6 ριζικός άξων των (0 2 ) καί (0 3 ) καί (ρ 2 ) ό ριζικός άξων των 
(0 Χ ) καί ((ϋ 3 ). 01 δύο ούτοι ριζικοί άξονες έν γένει τέμνονται είς £ν σημειον Ρ καί τότε 
θά είναι άφ’ ένός μέν 

(ΐ) »Ρ/(0·) - »Ρ/(0Λ, 

διότι τό Ρ άνήκει εις τόν ριζικόν άξονα (ρ Χ ), άφ’ έτέρου δέ 

(2) ΒΡ/ίΟχ) = ϊ>Ρ/{0ι), 

ΚΡ.) 



Σχ· 357 


διότι τό Ρ άνήκει είς τόν ριζικόν άξονα (ρ 8 ). 

Έκ των (1) καί (2) έπεται : 

Β^Ρ/ίΟι) = »Ρ/(0.) 

τό όποιον σημαίνει δτι τό Ρ είναι σημειον του ριζικού άξονος (ρ 3 ) των κύκλων (0 Χ ) καί 
(0 3 ). Άρα οι τρεις ριζικοί άξονες των κύκλων (Οχ), (0 3 ) (0 3 ), λαμβανομένων άνά δύο, 
διέρχονται διά του αύτοΰ σημείου Ρ, τό όποιον καλείται ριζικόν κέντρον των τριών κύκλων, 
καί τό όποιον έχει (σας δυνάμεις ώς πρός αύτούς. 

Έάν τά κέντρα των τριών κύκλων κεΐνται έπί της αύτης ευθείας, τότε ριζικόν κέν- 
τρον δέν ύπάρχει, διότι οί τρεις ριζικοί άξονες θά είναι παράλληλοι ώς κάθετοι έπί τήν αύτην 
εύθεΐαν. Συμβατικώς δεχόμεθα τότε ότι τό ριζικόν κέντρον έχει άπομακρυνθη είς τό άπει- 
ρον. 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

Βλ 

623. Έάν ό ριζικός άξων δύο κύκλων δέν τέμνη τόν ένα έξ αύτών, δείξατε 5τι 
δέν τέμνει καί τόν άλλον. 

624. Δίδεται κύκλος (Ο, Κ) καί σημειον Α. Νά εύρεθη ό γ. τόπος των σημείων 
Μ, διά τά όποια είναι ΜΑ = ΜΒ, όπου ΜΒ είναι τό έφαπτόμενον τμήμα έκ του Μ πρός τόν 
κύκλον (Ο, Κ). 





Ασκήσεις 


625. Δίδονται δύο κύκλοι (Κ, Κ) καί (Λ, ρ) καί. έστω (δ) δ ριζικός άξων αυτών. 
Έάν ΜΑ είναι ή άπδστασις του τυχόντος σημείου Μ του κύκλου (Κ, Κ) άπδ τον ριζικόν 
άξονα, δείξατε δτι είναι £)Μ/(Α, ρ) — 2ΚΛ · ΜΑ. 

626. Δίδονται τρία σημεία Α, Β, Γ. Νά γραφή κύκλος, του δποίου τά έφαπτόμενα 
τμήματα άπδ τά Α, Β, Γ νά έχουν δεδομένα μήκη α, β, γ άντιστοίχως. 

627. Έάν τρεις κύκλοι τέμνωνταί άνά δύο, δείξατε δτι αί κοιναΐ χορδαί διέρχονται 
διά του αύτοΰ σημείου. 


■υ ΐ/.<;α6 ' 0°· 


ΒΙΒΛΙΟΝ ΤΕΤΑΡΤΟΝ 


ΚΑΝΟΝΙΚΑ ΠΟΛΥΓΩΝΑ 


( 3 $£) * Ορισμός. Έν πολύγωνον καλείται κανονικόν, δταν έχη δλας τάς 
πλευράς του ίσας καί δλας τάς γωνίας του ίσας. 

"Εν κανονικόν πολύγωνον δύναται να είναι κυρτόν (σχ. 358), ή υπό ώρι- 
σμένας συνθήκας καί μή κυρτόν, οπότε θά καλήται άστεροειδές, λόγω του σχή- 
ματός του. Μέ τά μή κυρτά δέν θά άσχοληθώμεν. 

/ο547) Κανονική πολυγωνική γραμμή καλείται ή τεθλασμένη γραμμή 
της σίτοιας τά εύθύγραμμα τμήματα είναι δλα ίσα μεταξύ των καί επί πλέον 
αί γωνίαι αί σχηματιζόμεναι ύπ’ αύτών είναι ίσαι. 

Υπολογισμός τής γωνίας κανονικού πολυγώνου. Έάν δν. κά- 

νονικόνπολύγωνον Ιχη ν τό πλήθος πλευράς, τότε τό άθροισμα των γωνιών 
του είναι 2ν — 4 όρθαί (§ 106) καί, έπειδή δλαι αί γωνίαι του είναι ίσαι μεταξύ 

το^ν, έπεται δτι έκάστη είναι ίση πρός δρθάς. 

Παράδειγμα. Του κανονικού πενταγώνου έκάστη των ίσων γωνιών, 

είναι 2 ' 5 ~ 4 = Α όρθαί ή Α . 90° = 108°. 

5 5 5 

( 356^) Θεώρημα. Κάθε κανονικόν πολύγωνον είναι έγγράψιμον καί πε- 
ριγράψιμον εις κύκλον. 

Άπόδειξις. "Εστω τό κανονικόν πολύγωνον Α ι Α 2 ...Α ν , τού οποίου ή 
πλευρά είναι λ καί τό μέτρον έκάστης τών ίσων γωνιών είναι 2ω < 2 1 - (σχ. 

/Λ 

359). Διχοτομοΰμεν τάς γωνίας Α α καί Α 2 . Αί διχοτόμοι τέμνονται είς ση- 
μείον Ο, διότι αύται σχηματίζουν γωνίας ω μετά τής Α]Α 2 , μέ άθροισμα 

/ \ Λ Αί Α 





Λω 

ω/\ 

/ω\ 

/ω\ 

Α 

/ \ η 1 


κυρτόν 


μη κυρτόν 
(αστεροειδές ) 


Σχ. 358 


Σχ. 359 ^ 
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ω + ω = 2ω < 2 1 -. Τδ τρίγωνον ΟΑ 1 Α 2 είναι ισοσκελές, ώς £χον τάς παρά 
την πλευράν Α 1 Α 2 γωνίας ίσας. Φέρομεν τήν ΟΑ 3 καί παρατηρούμεν δτι 
είναι : 

οα 1 α 2 = ΟΑ 2 Α 3 

ώς Ιχοντα Α 1 Α 2 = Α 2 Α 3 = λ, τήν ΟΑ κοινήν καί τήν περιεχομένην των ίσων 
πλευρών γωνίαν ίσην πρδς ω. Άρα θά είναι καί τδ ΟΑ 2 Α 3 ισοσκελές, συνεπώς 
έχομεν : 

ΟΑ Χ = ΟΑ 2 = ΟΑ 3 . 


'Ομοίως λαμβάνομεν 

ΟΑ Χ = ΟΑ 2 = ... = ΟΑ,. 

Άρα τδ πολύγωνον είναι έγγράψιμον είς κύκλον κέντρου Ο καί άκτΐνος ΟΑ 1 . 

Τδ πολύγωνον πλέον δύναται νά χωρισθη είς ν τδ πλήθος ίσα καί ισο- 
σκελή τρίγωνα 

Δ Δ Δ 

ΟΑ 1 Α 2 = ΟΑ 2 Α 3 — ... — ΟΑ ν Α Χ . 

Τύτε καί τά ύψη αύτών θά είναι ίσα, ήτοι ΟΗ 2 = ΟΗ 2 = ... =ΌΗ ν . Άρα 
ό κύκλος μέ κέντρον τδ Ο καί άκτΐνα ΟΗ Χ , εφάπτεται τών πλευρών τού κανο- 
νικού πολυγώνου καί, κατά συνέπειαν, τδ πολύγωνον είναι περιγράψιμον περί 
αύτόν. 


Παρατήρησις. Τδ σημεΐον Ο, ώς κέντρον τού έγγεγραμμένου καί περι- 
γεγραμμένου κύκλου διά τδ πολύγωνον Α 1 Α 3 ...Α Λ) , καλείται απλώς _κ|ν^ρθ^ 
τού κανονικού πολυγώνου. 'Η άκτίς ΟΑ Χ τού περιγεγραμμένου είς τδ πολύ- 
γωνον κύκλου καλείται άκτίς τού πολυγώνου καί ή άκτίς Ο Η τού έγγεγραμ~ 

μένου είς αύτδ κύκλου καλείται άπόστημα αυτού. ' Η γωνία Α 1 ΟΑ 2 καλείται 

— 360° 41· 

κεντρική γωνία τοδ πολυγώνου. Αύτη ίσούται προφανώς μέ ή , 6 - 

ν ν 


που ν τδ πλήθος τών πλευρών τού κανονικού πολυγώνου. .. ) 

357. Γενικοί συμβολισμοί. Είς τδ εξής θά συμβολίζωμεν μέ : 

τδ μήκος τής πλευράς έγγεγραμμένου είς κύκλον (Ο, Ε) κανονικού 
ν -γώνου. 


Ον τδ^ άπύστημα έγγ ε γραμμένου είς κύκλον (Ο, Ε) κανονικού ν - γώνου. 
λ' ν τδ μήκος τής πλευράς περιγεγραμμένου περί κύκλον (Ο, Κ) κανο- 
νικού ν - γώνοΐΤ ~~ " ~ " '-'”- 


Ρ ν τήν περίμετρον έγγεγραμμένου είς κύκλον (Ο Ε ) κανονικού ν - γώνου. 
Ρ' ν τήν περίμετρον περιγεγραμμένου περί κύκλον (Ο, Ε) κανονικού 
ν - γώνου. 




Εν τδ έμβαδδν έγγεγραμμένου είς κύκλον (Ο, Ε) κανονικού ν - γώνου. 
Ε' ν τδ έμβαδδν περιγεγραμμένου περί κύλον (Ο, Ε) κανονικού ν - γώνου. 

358. Θεώρημα. Έάν κύκλος διαιρεθή είς ν ίσα τόξα, τά διαιρετικά 



Εμβαδόν κανονικού πολυγώνου 


σημεία είναι κορυφαι έγγεγραμμένου κανονικού ν-γώνου, αί δέ έφαπτόμεναι 
είς τά σημεία ταΰτα όρίζουν έπίσης περιγεγραμμένον κανονικόν ν-γωνον. 

Άπόδειξις. "Εστω κύκλος κέντρου Ο, ό όποιος έχει διαιρεθη είς ν ίσα 
τόξα διά των σημείων Α Χ , Α^,.,.,Αν (σχ. 360). Τότε θά είναι : 

(1 ) Α Χ Α 2 — Α2Α3 = ... = ΑγΑ^ 

ώς χορδαί ίσων τόξων του αύτοΰ κύκλου. ΈπΙ πλέον δέ έχομεν : 

(2) Α χ = Α 2 = ... — ·\η 

διότι είναι γωνίαι έγγεγραμμέναι είς ίσα τόξα του αύτού κύκλου. Έκ 
των (1) καί (2) Ιπεται ότι τό πολύγωνον Α 1 Α 2 ...Α ν είναι κανονικόν. 

Έάν είς τά σημεία Α Χ , Α^,.,.,Α^ φέρωμεν έφαπτομένας του κύκλου, αύται 
τεμνόμεναι όρίζουν τά σημεία Β Χ , Β 2 ,...,Β ν , τά όποια είναι κορυφαι κανονικού 
ν - γώνου. Πράγματι τά τρίγωνα Β 1 Α 1 Α 2 , Β 2 Α2Α 3 ,..., Β,^Α! είναι ισοσκελή, 
διότι έκ του οίουδήποτε σημείου Β&, Ιί = 1,2,... ,ν άγονται ίσα έφαπτόμενα 
τμήματα προς τόν κύκλον. Τά τρίγωνα είναι καί ϊσα διότι έχουν ισας βάσεις 




Σχ. 360 


Σχ. 361 


αί δέ παρά τήν βάσιν αύτών γωνίαι, ώς σχηματιζόμεναι υπό ίσων χορδών τοϋ 

αύτου κύκλου καί των έφαπτομένων, είναι ίσαι. "Αρα : 

Δ Δ Δ 

Β 1 Α 1 Α 2 == Β 2 Α2Α3 — : ... === ΒυΑ^Α^ 

Τότε θά είναι καί 

/\ /Ν 

(3) Β Χ = Β 2 = ... =Β ν καί 

(4) Β Χ Β 2 ~ Β 2 Β 3 =... = Β ν Β Χ 

' Εκ των (3) καί (4) έπεται ότι τό πολύγωνον Β Χ Β Ζ ...Β ν είναι κανονικόν 
καί έχει τόν αύτόν άριθμόν πλευρών μέ τό Α 1 Α 2 ...Α ν . Τό περιγεγραμμένον 
κανονικόν πολύγωνον Β Χ Β 2 Β 3 ...Β ν , καλείται αντίστοιχον τοϋ εγγεγραμμένου 
κανονικού πολυγώνου Α 1 Α 2 Α 3 ...Α ν και άντιστρόφως. 

359. *Εμβαδόν κανονικού πολυγώνου. Θεώρημα. Τό έμβαδόν παντός 
κανονικού πολυγώνου Ισοδται μέ τό γινόμενον τής ήμιπεριμέτρου του έπΐ τό 
Απόστημα αύτοΟ. — — 

"Απόδειξις. "Εστω Α 1 Α 2 ...Α ν κανονικόν πολύγωνον πλευράς λν, α ν τό 
άπόστημα αύτου καί Ο τό κέντρον του. (σχ. 361). Τοΰτο δύναται νά διαιρεθη 
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είς ν τό πλήθος τρίγωνα ίσα πρός τό ΟΑ 1 Α 2 . Επομένως, άν Ε ν είναι το εμβα- 
δόν αυτού, θά έχωμεν : 


( 1 ) 

Άλλα (ΟΑ Χ Α 2 ) 


Εν = ν ■ (ΟΑχΑ^ 



καί ή σχέσις (1) γράφεται : 


„ 1 νλν Ρ ν θν 

Εν = ν · λν (Χν = Ον = . 

2 2 2 

Άρα 

όπου Ρ ν ή περίμετρος του 

360. Συμμετρία εις κανονικά πολύγωνα. Θεώρημα. Κάθε κανο- 
νικόν ν-γωνον Εχει ν τό πλήθος άξονας συμμετρίας. 

Άπόδειξις. ΐ) "Εστω ν = 21ε άρτιος. Αί κορυφαί του πολυγώνου τότε, 
ώς σημεία του περιγεγραμμένου περί αύτό κύκλου,. είναι άνά δύο άντιδιαμετρι- 
κά σημεία καί συνεπώς όρίζουν Ιέ τό πλήθος διαμέτρους, έκάστη έκ των οποίων 
είναι άξων συμμετρίας τού πολυγώνου (σχ. 362). Έπί πλέον, επειδή αί πλευ- 
ρά! του πολυγώνου είναι άνά δύο παράλληλοι, ή μεσοκάθετος μιας πλευράς, 
διερχομένη διά τού κέντρου τού πολυγώνου, είναι μεσοκάθετος καί της άπέ- 
ναντι πλευράς, καί επομένως άξων συμμετρίας τού σχήματος. Επειδή Ιχομεν 
]ί τό πλήθος ζεύγη παραλλήλων πλευρών, έχομεν 1ι τοιούτους άξονας συμμε- 
τρίας. Άρα οί άξονες συμμετρίας τελικώς είναι & -4~ 1ί = 21ί = ν τό πλήθος. 






Η) Έστω ν περιττός (σχ. 363). Έκάστη διάμετρος τού περιγεγραμμέ- 
νου περί τό πολύγωνον κύκλου, ή οποία διέρχεται διά μιάς κορυφής, είναι μεσο- 
κάθετος διά τήν απέναντι πλευράν (διατί ;) καί συνεπώς άξων συμμετρίας 
τού σχήματος. Οί άξονες ούτοι είναι ν τό πλήθος βσαι καί αί κορυφαί τού πολυ- 
γώνου. 

361. 'Ομοιότης είς τά κανονικά πολύγωνα. Θεώρημα. Αόο κα- 
νονικά πολύγωνα τοΟ αύτοΰ πλήθους πλευρών είναι δμοια. Ό λόγος 
τών άκτίνων καί ό λόγος τών Αποστημάτων των ίσοΰται μέ τόν λόγον 
όμοιότητος αύτών. 




Λ, 



Όμοιότης είς τά κανονικά πολύγωνα 
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Άπόδειξις. “Άς θεωρήσωμεν δύο κανονικά πολύγωνα Α 1 Α 2 . . . Αν, 
Α^Α^.-.Α'ν τοϋ αύτοΰ πλήθους πλευρών ν (σχ. 364). Άπδ τά κέντρα Ο καί Ο' 
φέρομεν τάς άκτίνας ΟΑ 1? ΟΑ 2 ,...,ΟΑ ν καί ΟΆ^, 0'Α / 2 ,...,0 / Α / ν καί διαιροΰμεν 

έκαστον πολύγωνον εις ν ίσα καί ισοσκελή τρίγωνα. Επειδή Α 1 ΟΑ 2 = Α , 1 0 / Α , 2 

~ , έπεται ότι Α 1 ΟΑ 2 =» Α / 1 0 , Α 2 . "Αρα τά δύο κανονικά πολύγωνα 

ν '" 


είναι όμοια, διότι είναι διηρημένα είς ισάριθμα όμοια καί δμοίως κείμενα 
τρίγωνα. Έάν λ ν καί λ\, είναι αί πλευραί των δύο πολυγώνων, δ λόγος δμοιό- 
τητος αύτών μεταφέρεται προφανώς καί είς τάς άκτΐνας των καί είς τά άπο- 
στήματα, διότι άπδ τά όμοια τρίγωνα Α Χ ΟΑ 2 καί Α^ΟΑ^ λαμβάνομεν 


ΟΑ 1 _ Κ 
ΟΆ\ ~ 


\ 


α ν 


— , ώς ομόλογα υψη όμοίων τριγώνων. 
λ' ν α' ν 

Πόρισμα I. Ο λόγος τών περιμέτρων δύο όμοίων κανονικών πολυγώνων 
ίσοδται μέ τόν λόγον τής όμοιότητος αύτών. 

Πράγματι, αν Ρ ν καί Ρ' ν είναι αί περίμετροι αύτών, έχομεν : 




Σχ. 365 


Ρν V *λ ν λ ν 

Ρ'ν _ ν·λ' ν " λ'. 

Πόρισμα II. Ό λόγος τών έμβαδών δύο όμοίων κανονικών πολυγώνων 
ίσοδται μέ τό τετράγωνον τοδ λόγου τής όμοιότητος αύτών. 

Πράγματι, άν καί Ε' ν είναι τά έμβαδά αύτών, έχομεν (§359) : 


Ρν ’ ®ν 

Ε ν _ 2 Ρ ν Ον λν λν / λν V 

Ε\ Ρ'ν Ον' Ρ'ν α'ν λ'ν λ'ν \ λ'ν / 

2 


* 362 . Πρόβλημα I. Δοθέντος κανονικού ν-γώνου πλευράς λ ν καί άκτϊνος Κ νά ύπο- 
λογισβή τά Απόστημα α ν αύτοΟ. 

Λόσις. ’Έστω ΑΒ = λ ν ή πλευρά κανονικού ν-γώνου έγγεγραμμένου είς κύκλον 
(Ο, Κ) (σχ. 365). Φέρομεν τήν ΟΔ ΑΒ. Επομένως τό ΟΔ είναι τό άπόστημα α ν του 
πολυγώνου. ΈπΙ πλέον δέ τό Δ είναι μέσον της πλευράς ΑΒ, διότι του Ισοσκελούς τριγώ- 
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νου ΟΑΒ τό ύψος ΟΔ είναι καί διάμεσος. Του όρθογωνίου τριγώνου ΟΑΔ (Δ — 16-} ή 
ύποτείνουσα είναι ΟΑ = Κ καί ή κάθετος ΑΔ = . "Αρα έχομεν ΟΔ 2 = ΟΑ 2 — ΑΔ 2 ή 


-(*)■- 


έκ της όποιας έπεται ότι : 

V 4Κ* — λ’ 


★ 363. Πρόβλημα II. Δοθέντος κανονικού πολυγώνου πλευράς λ ν καί Ακτίνος Η, 
νά ύπολογισθή ή πλευρά τόϋ είς τόν αύτόν κύκλον έγγεγραμμένου κανονικού πολυγώνου 
μέ διπλάσιον άριθμόν πλευρών. 

Λόσις. Έστω ΑΒ — Χ ν ή πλευρά κανονικού πολυγώνου έγγεγραμμένου είς κύκλον 
(Ο, Κ). Έκ του κέντρου Ο φέρομεν κάθετον έπΐ τήν ΑΒ (σχ. 365), ή όποια συναντά αυτήν 
είς τό Δ, τό όποιον είναι καί μέσον της ΑΒ καί τόν κύκλον είς τό Γ. Ή ΑΓ είναι προφανώς 
ή πλευρά του ζητουμένου πολυγώνου καί έστω λ^ν τ ό μήκος της. Αύτη είναι ή ύποτείνουσα 
τού όρθογωνίου τριγώνου ΔΑΓ, είς τό όποιον είναι : 

ΑΔ = — καί 
2 

ΔΓ — ΟΓ — ΟΔ = Κ — α ν , όπου α ν τό άπόστημα τοϋ δοθέντος πολυγώνου. Τοΰτο είναι : 


ν4Η 3 -λ^ 


Τότε : ΔΓ = Η — α ν — . "Αρα : ΑΓ 2 = ΑΔ* + ΔΓ 2 ή 


ΦΗ 


2Κ~ν4Κ 2 


2Κ 2 - Η Τ^ΒΑ- λ. 3 


2Κ* — Κν 4Η 8 — λ’ (Τύπος Άρχιμήδους ) 


★ 364. Πρόβλημα III. Δοθέντος κανονικού ν-γώνου πλευράς λ ν καί άκτίνος Κ, 
νά ύπολογισθή ή πλευρά τού είς τόν αύτόν κύκλον περιγεγραμμένΟυ κανονικού πολυ- 
γώνου μέ τό αύτό πλήθος πλευρών. 

Λόσις. Έστω ΑΒ — λ ν ή πλευρά κανονικού πολυγώνου έγγεγραμμένου είς κύκλον 
(Ο, Β) (σχ. 366). Έκ τοϋ Ο φέρομεν κάθετον έπί τήν ΑΒ, ή όποία τέμνει αύτήν είς τό Δ 
καί τόν κύκλον είς τό Γ. Είς τό Γ φέρομεν έφαπτομένην τοϋ κύκλου, ή όποία τέμνει τάς 
προεκτάσεις των ΟΑ καί ΟΒ είς τά Ε καί Ζ άντιστοίχως. Τότε ή ΕΖ είναι ή πλευρά τοϋ 
είς τόν αύτόν κύκλον περιγεγραμμένου κανονικού πολυγώνου μέ τό αύτό πλήθος πλευρών. 

/Ν · 

Διότι τό τρίγωνον ΟΕΖ, ώς £χον τό ύψος του ΟΓ καί διχοτόμον της γωνίας Ο αύτοΰ, είναι 

ΟΓ Η 

Ισοσκελές καί δμοιον πρός τό ΟΑΒ μέ σταθερόν λόγον όμοιότητος — . — — — . Έπο- 

ΟΔ α ν 

μένως τό διά τοϋ τρόπου αύτοΰ κατασκευαζόμενον πολύγωνον μέ πλευράν τήν ΕΖ διαιρείται 
είς τρίγωνα όμοια πρός τά άντίστοιχα του έγγεγραμμένου κανονικού πολυγώνου πλευράς 
ΑΒ- ’Άρα είναι δμοιον πρός αύτό καί έπομένως κανονικόν. "Ας σημειωθή έπί πλέον δτι 
όλα τά περιγεγραμμένα (άντιστοίχως τά έγγεγραμμένα) κανονικά πολύγωνα περί τόν 


Ασκήσεις 


257 


αύτδν κύκλον μέ τδ αυτό πλήθος πλευρών είναι ίσα, διότι είναι δμοια μέ λόγον όμοιότητος, 

< Κ. 

ό όποιος μεταφέρεται είς τήν άκτΐνα του κύκλου ___ = 1. 

Δ ? Δ 

Έκ των ΟΕΖ ΟΑΒ λαμβάνομεν : 

II) ΕΖ _ ΟΓ 

' ΑΒ ΟΔ 

Τδ ΟΔ είναι τδ άπόστημα τοΰ έγγεγραμμένου πολυγώνου καί είναι ίσον πρδς 

Υλκ 2 - λ! 


Τότε ή σχέσις (1) γράφεται 


λν ν4Κ 8 — λ^ 


Υ4Κ* - λ! 


ΑΣΚΗΣΕΙΣ 



Σχ. 366 


628. Νά εύρεθη είς μοίρας ή γωνία τοΰ κανονικού α) πενταγώνου, β) δκταγώνου, 
γ) δωδεκαγώνου. 

/629ΛΝ ά εύρεθη είς μοίρας ή κεντρική γωνία τοΰ κανονικού : α) πενταγώνου, β) 
δεκαγώνόυ, γ) δεκαπενταγώνου. 

630. Νά δειχθη δτι ή μέν γωνία κανονικού ν - γώνου, διά ν > 4, είναι άμβλεΐα, ή 
δέ κεντρική γωνία του είναι δξεΐα. 

/θ3Τ>, Ποίου κανονικού πολυγώνου ή κεντρική γωνία είναι 36° ; 

(632} 'Τπάρχει κανονικόν πολύγωνον μέ κεντρικήν γωνίαν α) 15°, β) 25°, γ) 24° καί 
ποιον ; 

(^633^) ’Τπάρχει κανονικόν πολύγωνον μέ γωνίαν α) 140°, β) 157° 30', γ) 160° καί 
ποιον ; 

(634.)Κ ανονικοΰ πολυγώνου ή άκτίς είναι 8 Οίη καί τδ άπόστημα είναι 4Υ 3 Οπι. Νά 
εύρεθηήπλευρά αύτοΰ. 

ι 3 * 

635. Ό λόγος των άποστημάτων δύο κανονικών δκταγώνων είναι Νά εύρεθη 

4 

ό λόγος των περιμέτρων αύτών, ώς καί ό λόγος των έμβαδών των. 

(63ό) Νά άποδειχθη δτι μεταξύ της πλευράς λ, τοΰ άποστήματος α καί της άκτΐνος 
Κ ένδς κανονικού πολυγώνου ύφίσταται ή σχέσις λ 2 = 4(Κ 3 — α 3 ). 

637. Έάν Α, Β, Γ, Δ είναι διαδοχικαί κορυφαί ένδς κανονικού πολυγώνου, δείξατε 
δτι ΑΓ 3 - ΑΒ 3 = ΑΒ · ΑΔ. 
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ΕΓΓΡΑΦΗ ΚΑΝΟΝΙΚΩΝ ΤΙΝΩΝ ΠΟΛΥΓΩΝΩΝ 
ΕΙΣ ΔΟΘΕΝΤΑ ΚΥΚΛΟΝ ' 


365. Πρόβλημα I. ΕΙς δοθέντα κύκλον (Ο, Κ) νά έγγραφή τετράγωνον 
καί νά ύπολογισθή ή πλευρά καί τό άπό^τημα αύτοδ έκ τής άκτϊνος τού 
κύκλου. 

Λύσις. Επειδή αί διαγώνιοι του τετραγώνου τέμνονται καθέτως καί 
διέρχονται διά γρυ κέντρου του, γράφομεν δύο καθέτως τεμνομένας διαμέτρους 
ΑΓ καί ΒΔ εις τδν δοθέντα κύκλον (0, Κ). Αυται δρίζουν έπί του κύκλου 
τάς κορυφάς του τετραγώνου ΑΒΓΔ (σχ. 367). 

Τότε έκ του ορθογωνίου τριγώνου ΟΑΛ λαμβάνομεν : 

ΑΔ 2 = 0 Α 2 + ΟΔ 2 ή λ 4 3 = Κ 2 + Η 2 , 
έκ της δποίας έπεται : (^λ 4 — 

Έάν έκ του κέντρου 0 φέρωμεν παράλληλον τής ΑΔ, σχηματίζεται τδ 
ορθογώνιον ΑΕΖΔ, εις τδ όποιον είναι προφανώς ΕΖ = 2α 4 . Αλλά ΕΖ = 
ΑΔ = λ 4 . Άρα 2α 4 = Κν2, έκ της δποίας λαμβάνομεν 


366. Πρόβλημα II. Εις δοθέντα κύκλον (Ο,Κ) νά έγγραφή κανονικόν 
έξάγωνον, νά ύπολογισθή δέ ή πλευρά καί τό άπόστημα αυτού έκ τής άκτϊνος 
τοδ κύκλου. 

Λύσις. Έστω ΑΒΓΔΕΖ τδ ζητούμενον έξάγωνον έγγεγραμμένον εις 


κύκλον (Ο, Η) (σχ. 368). *Η κεντρική γωνία αύτοΰ ΑΟΒ είναι ΐση πρδς 




Σχ. 368 


360° 


6 


= 60°. ’Άρα τδ ισοσκελές τρίγωνον ΟΑΒ είναι ισόπλευρον, συνεπώς 


ΑΒ = ΟΑ = Η. 


Άρα 


*Η κατασκευή γίνεται εύκόλως έάν λάβω'μεν αύθαιρέτως έν σημεΐον Α 
του κύκλου (Ο, Κ ) καί μέ τήν αυτήν άκτϊνα Κ δρίσωμεν διαδαχικώς διά του 
διαβήτου τάς ύπολοίπους κορυφάς ούτως, ώστε 

ΑΒ = Κ, ΒΓ = Η, , ΕΖ === Η. 


—Τ Μ*. 



Κανονικόν τρίγωνον — δεκάγωνον 
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Τδ απόστημα α β = ΟΗ είναι ύψος ισοπλεύρου τριγώνου πλευράς Η 
καί κατά συνέπειαν είναι : 



Τούτο, άλλωστε, ευκόλως συνάγεται καί έκ τού ορθογωνίου τριγώνου, 

_Κ_ 

2 


ΟΑΗ, τδ όποιον έχει ΟΑ = Η καί ΑΗ 


367. Πρόβλημα III. ΕΙς δοθέντα κύκλον (Ο, Κ) νά έγγραφή κανονικόν 
τρίγωνον (Ισόπλευρον), νά ύπολογισΟή δέ ή πλευρά καί τό άπόστημα αύτοδ 
έκ τής άκτΐνος τού κύκλου. 

Λύσις. 'Ορίζομεν έπί τού κύκλου διαδοχικώς τάς κορυφάς Α, Ζ, Β, Δ, 
Γ, Ε κανονικού έξαγώνου (σχ. 369). Τότε τα σημεία Α, Β καί Γ είναι κορυ- 
φαί κανονικού τριγώνου. Πράγματι έχομεν : 

ΑΖΒ = ΒΔΓ = ΓΕΑ. "Αρα ΑΒ = ΒΓ = ΓΑ, 
ήτοι τδ τρίγωνον είναι ισόπλευρον. 

Διά τδν υπολογισμόν της πλευράς αυτού, προεκτείνομεν την ΓΟ, ή οποία, 

! „ ^ ^ - 
ώς διχοτόμος της γωνίας Γ, θά διέλθη άπδ τδ μέσον τού τόξου ΑΒ, ήτοι άπδ 

τήν κορυφήν Ζ τού έγγεγραμμένου είς τδν αύτδν κύκλον κανονικού έξαγώνου. 

"Αρα ΖΒ = Η. Τδ τρίγωνον ΒΓΖ είναι ορθογώνιον είς τδ Β, διότι ή ΓΖ 

είναι διάμετρος τού κύκλου. Είς αύτδ είναι ΓΖ = 2 Β καί ΖΒ =. Β. 

"Αρα ΓΒ 2 = ΓΖ 2 — ΖΒ 2 ή 

λ 3 2 = 4Β 2 — Β 2 = 3Β 2 ή ( λ 8 = ΒΥ3 .1 

Διά τδ άπόστημα έ'χομεν ΟΜ = α 3 = 


"Αρα : 


διότι τά άκρα του είναι τά μέσα των πλευρών 
ΓΖ καί ΓΒ τού τριγώνου ΓΖΒ, τδ όποιον έχει 
ΖΒ = Β. υ'- 


(ΐΜΗλ^ρόβλημα IV. Είς δοθέντα κύκλον 
(Ο, Κ) νά έγγραφή κανονικόν δεκάγωνον, νά 
ύπολογισθή δέ ή πλευρά καί τό άπόστημα αύ- 
τοδ έκ τής άκτΐνος τοϋ κύκλου. 





Σχ. 369 


Λυσις. Έρπω ΑΒ ή πλευρά κανονικού δεκαγώνου έγγεγραμμένου είς 

κύκλον (Ο, Β) καί άς κοιλέσωμεν χ τδ μήκος της (σχ. 370). 'Η κεντρική 
360 ® 

γωνία ΑΟΒ είναι = 36°. "Αρα τού ισοσκελούς τριγώνου ΟΑΒ έκάστη 


10 
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Κανονικόν δεκάγοονον 



™ ίσων γωνών εϊ ν« ι . 18 ? 2 ^ 6 °- = 72» Έ«ν φέρωμεν τήν ίιχοτίμ» 

/Ν 

ΑΓ της γωνίας Α, τό τρίγωνον ΟΑΒ χωρίζεται είς δύο ισοσκελή τρίγωνα, 

χν. χν 72° 

διότι τό ΓΑΟ έχει Ο = 36° καί Α = — - =36°. Άρα 

|2 

(1) ΓΑ =Τ(!> 

Τό τρίγωνον ΑΒΓ έχει Α = 36° καί Β = 72°. 

"Αρα Γ =180° — (36° +72°) =72°. Επομένως 

(2) ΑΓ =ΑΒ 

Έκ των (1) καί (2) έπεται βτι ΑΒ = ΑΓ = ΓΟ = X. 

Έάν τώρα έφαρμόσωμεν τό θεώρημα της διχοτόμου διά τό τρίγωνον 
ΟΑΒ, εύρίσκομεν : 





Σχ. 371 


χ Η — χ * 

-η=-Γ- ή 

(3) χ 2 = Κ(Κ — χ) 

'Η σχέσις (3) είναι ή 
ΐδια μέ την σχέσιν της § 349, 
άρα τό τμήμα χ είναι τό με- ^ ^ 

γαλύτερον τμήμα τής διαιρέ- 

σεως τής άκτΐνος Κ είς μέ- Σχ. 370 Σχ. 371 

σον καί άκρον λόγον. 

Κατασκευή. Είναι ή ίδια μέ τήν τής παραγράφου 349. ’Άρα είς τυχοΰ- 
σαν ακτίνα ΟΑ = Β γράφομεν κύκλον διαμέτρου Β. έφαπτόμενον αύτής είς 
τό Ο (σχ. 371). Έάν Λ είναι τό κέντρον αύτου, φέρομεν τό τμήμα ΑΛ, τό 

όποιον ορίζει επί του κύκλου ^Λ, — σημ· ε ί° ν Μ. Τό τμήμα ΑΜ είναι τότε 

ή πλευρά του κανονικού δεκαγώνου. 

Υπολογισμός τοδ μήκους. 'Η έξίσωσις (3) γράφεται : 

χ 2 + Βχ — Κ 2 = 0 

καί ή θετική ρίζα αύτής είναι τό μήκος τής πλευράς του κανονικού δεκαγώνου, 
ήτοι : 

, - Κ + νκ 2 +4Η* _ Κ ( 1/5 — 1 ) . 

λ ιο = - 2 η 


^ιο — 


Κ(ν5 — 1) 



Κανονικόν πεντάγωνον 
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Το απόστημα υπολογίζεται άπό £ν κεντρικόν τρίγωνον ΟΑΒ (σχ. 372). 
Φέρομεν ΟΜ ΑΒ => ΟΜ = α 10 => ΑΜ = => 


α* 1β = ΟΑ 2 — ΑΜ 2 = Κ 2 — - 1 -ψ 


= Κ 2 


Κ 2 (5-2ν5 + 1) __ Κ 2 (10 +2ν5) 


Κΐ/ΐ0 4-2ν5 

«ιβ = — : — · 

. 4 

(36^7 Πρόβλημα V. ΕΙς δοθέντα κύκλον (Ο, Κ) νά έγγραφή κανονικόν 
πεντάγωνον, νά ύπολογισθή δέ ή πλευρά καί τό άπόστημα αύτού έκ τής άκτϊ- 
νος τοΰ κύκλου. 

Λύσις.. Κατασκευασθέντος τοϋ κανονικού δεκαγώνου, αί κορυφαί περιτ- 




Σχ. 372 


Σχ. 373 


της τάξεως αύτοϋ άποτελοϋν τάς κορυφάς τοϋ κανονικού πενταγώνου, ήτοι 
τό ΑΒΓΔΕ (σχ. 373) είναι κανονικόν πεντάγωνον. 

Διά τόν υπολογισμόν της πλευράς λ 6 αύτοΰ, άρκεϊ εις ιόν τύπον (1) της § 363 

Η ( Υδ” 1) 

νά θέσω μεν ν = 5, γνωστού όντος 6τι λ ιο = — - — — — καί νά έπιλύσωμεν ώς 

πρό; λ 5 . Τότε λαμβάνομεν : 

λ 6 = VI 0 — 2 Υ5. 

Τό άπόστημα υπολογίζεται άπό £ν κεντρικόν τρίγωνον : 

= = »*-[·£ νιο-2ΥΓ] 2 = 

= Κ2 _ ΕΜ10-2Υ5) = Κ 2 (6 +'2Υ5~) ^ 


ν^νΤ= Β - ( ^ + -ϊΣ· 


Κανονικόν δεκαττεντάγωνον 


370. Πρόβλημα VI. Είς δοθέντα κύκλον νά έγγραφή κανονικόν δε- 
καπεντάγωνον. 


παρατηρου- 


11 1 

Λύσις. Έκ της άριθμητικής ίσότητος — — — παρατηροΰ- 

6 10 15 

μεν δτι, διά νά εύρωμεν τδ δέκατον πέμπτον του κύκλου, άρκεΐ άπδ τδ 
Ικτον αύτου νά άφαιρέσωμεν τδ δέκατον. "Αν λοιπόν άπδ τδ τόξον, τδ όποιον 
ύποτείνει τήν πλευράν κανονικού έξαγώνου, άφαιρέσωμεν τδ τόξον, τδ όποιον 
ύποτείνει τήν πλευράν κανονικού δεκαγώνου, θά εΰρωμεν τόξον, τδ όποιον θά 
ύποτείνη τήν πλευράν του κανονικού δεκαπενταγώνου. Κατόπιν της παρατη- 
ρήσεως ταύτης, ή κατασκευή θεωρείται γνωστή. 

Παρατήρησις. Είδομεν ανωτέρω δτι, δοθέντος κανονικού πολυγώνου 
έγγεγραμμένου είς κύκλον (Ο, Η), δυνάμεθα νά έγγράψωμεν εις τδν ίδιον 
κύκλον κανονικόν πολύγωνον διπλάσιου άριθμοΰ πλευρών. Έμελετήσαμεν δέ 
τά κανονικά πολύγωνα άριθμου πλευρών 4 = 2 2 , 5=5-2°, 6 =3- 2 1 , 
10 = 5 · 2 1 καί ύπεδείξαμεν τδν τρόπον έγγραφης είς κύκλον κανονικού δεκα- 
πενταγώνου (πλήθους πλευρών 15 =3 · 5 · 2°). Γενικεύοντες τά ανωτέρω 
παρατηροΰμεν ότι είς κύκλον (Ο, Κ) δυνάμεθα νά έγγράψωμεν κανονικά 
πολύγωνα πλήθους πλευρών 2 ν (νεΝ Λ ν > 1 ), 5 · 2 ν (νεΝ 0 ), 3 · 2 ν (νεΝ 0 ) καί 
3 * 5 · 2 ν (νεΝ 0 ). 


ΑΣΚΗΣΕΙΣ 


638. Δείξατε δτι έκαστη διαγώνιος κανονικού πενταγώνου είναι παράλληλος μιας 
πλευράς του. 

639. Νά εύρεθή ή άκτίς κύκλου έκ τής πλευράς λ του έγγεγραμμένου είς αύτόν κανο- 
νικού α) τριγώνου, β) έξαγώνου, γ) τετραγώνου. 

640. Νά εύρεθή τό έμβαδόν κανονικού α) τριγώνου, β) τετραγώνου, γ) έξαγώνου 
έκ τής άκτϊνος Η τού περιγεγραμμένου κύκλου. 

[64 ί) Είς δοθέντα κύκλον άκτϊνος Η νά έγγραφή κανονικόν όκτάγωνον καί νά ύπο- 
λογισθή ή πλευρά καί τό άπόστημα αύτου. 

Η>42^ΕΙς δοθέντα κύκλον άκτϊνος Κ νά έγγραφή κανονικόν δωδεκάγωνον καί νά ύπο- 
λογισθή"η ■ πλευρά καί τό άπόστημα αύτου . 

/64β> Νά εύρεθή τό έμβαδόν κανονικού α) τριγώνου, β) τετραγώνου, γ) έξαγώνου, 
περιγεγραμμένων περί κύκλον (Ο, Κ) έκ τής άκτϊνος Η. 

> 644. Νά δειχθή δτι ό λόγος των είς τόν αύτόν κύκλον έγγεγραμμένου καί περιγεγραμ- 

μένου Ισοπλεύρου τριγώνου είναι . 

4 

[ 645, [ Νά δειχθή δτι ό λόγος τών είς τόν αύτόν κύκλον έγγεγραμμένου καί περιγε- 

ο 

γραμμένου κανονικού έξαγώνου είναι — - . 

4 


(646) ΈπΙ τών πλευρών κανονικού έξαγώνου καί έκτός αύτου κατασκευάζομεν τετρά- 
γωνα. Νά άποδειχθή δτι αί κορυφαί τών τετραγώνων αί όποΐαι δέν είναι καί κορυφαί του 
έξαγώνου, είναι κορυφαί κανονικού δωδεκαγώνου, του όποιου νά εύρεθή καί τό έμβαδόν. 
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( 647^ ΕΙς κανονικόν έξάγωνον ΑΒΓΔΕΖ πλευράς α συνδέομεν τήν κορυφήν Α μέ τό 
μέσονΗ της πλευράς ΓΔ. Νά εύρεθή τό έμβαδόν έκάστου των δύο μερών, εις τά όποια 
διαιρείται τό έξάγωνον. 

648. Νά άπαδειχθή ότι ή πλευρά κανονικού πενταγώνου έγγεγραμμένου είς κύκλον 
άκτϊνος Κ είναι υποτείνουσα όρθογωνίου τριγώνου, έχοντος καθέτους πλευράς τάς πλευράς 
των είς τόν αύτόν κύκλον έγγεγραμμένων κανονικού έξαγώνου καί κανονικού δεκαγώνου. 

649. Νά κατασκευασθή κανονικόν πολύγωνον, του όποίου γνωρίζομεν τήν πλευράν 
λ καί τήν κεντρικήν γωνίαν ω αυτού. 

650. Είς κύκλον άκτϊνος Κ έγγράφομεν τό Ισόπλευρον τρίγωνον ΑΒΓ. Μέ πλευράς 
τάς ΑΒ καί ΑΓ κατασκευάζομεν τά τετράγωνα ΑΒΔΕ καί ΑΓΖΗ, τά όποια περιέχουν 
τό τρίγωνον ΑΒΓ. Νά άποδειχθή ότι αί πλευραί ΒΔ καί ΓΖ τέμνονται είς σημεΐον Ν, τό 
όποιον κεΐται έπί τοΰ κύκλου, αί δέ πλευραί ΕΔ καί ΗΖ τέμνονται είς σημεΐον Μ, κείμε- 
νον έπί της προεκτάσεως της διαμέτρου, πού άγεται έκ τοΰ Α. Νά εύρεθή καί τό έμβαδόν 
του σχήματος ΑΕΜΗ. 

651. Νά ύπολογισθή τό έμβαδόν τοΰ κυρτοϋ κανονικού δεδωκαγώνου έκ της άκτϊνος 
του, χωρίς νά ύπολογισθή ή πλευρά του. 

652. Νά εύρεθή ό λόγος των έμβαδών τοΰ έγγεγραμμενου καί περιγεγραμμένου 
κανονικού όκταγώνου είς τόν αύτόν κύκλον (Ο, Κ). 

653. Νά εύρεθή ό λόγος των έμβαδών τοΰ έγγεγραμμένου καί περιγεγραμμένου 
κανονικού δωδεκαγώνου είς τόν αύτόν κύκλον (Ο, Η ). 

654. Νά ύπολογισθή ή πλευρά καί τό άπόστημα τοΰ κανονικού α) όκταγώνου, 
β) δωδεκαγώνου, γ) είκοσαγώνου, έγγεγραμμένου είς κύκλον (Ο, Κ). 

655. Δίδεται τετράγωνον ΑΒΓΔ κέντρου Ο. Μέ κέντρα τάς κορυφάς τοΰ τετρα- 
γώνου καί άκτΐνα ΑΟ γράφομεν κυκλικά τόξα, τά όποια τέμνουν τάς πλευράς τοΰ τετρα- 
γώνου είς δκτώ σημεΐα. Νά άποδειχθή ότι τά σημεία ταΰτα είναι κορυφαί κανονικοΰ όκτα- 
γώνου καί νά ύπολογισθή τό έμβαδόν του έκ τής πλευράς τοΰ τετραγώνου. 

656. Νά κατασκευάσθή κανονικόν πεντάγωνον, του όποίου δίδεται ή πλευρά λ. 

657. Νά κατασκευασθή κανονικόν όκτάγωνον, τοΰ όποίου δίδεται Η άπόστημα α. 

658. Δείξατε ότι έκάστη διαγώνιος κανονικού πενταγώνου διαιρείται ύπό μιας άλ- 
λης διαγώνιου του είς μέσον καί άκρον λόγον. 

659. Νά ύπολογισθή τό έμβαδόν κανονικού πολυγώνου έγγεγραμμένου είς κύκλον 
(Ο, Κ), τό όποιον έχει 35 διαγωνίους. 


ΜΕΤΡΗΣΙΣ ΤΟΥ ΚΥΚΛΟΥ 

^371 ^ Θεώρημα. Κάθε κανονικόν πολύγ ωνον, έγγεγραμ μένον είς κύκλον 
<0,κ}εχει περίμετρον μικ^οτέραν^τοδ εϊς τόν αύτόν κύκλον έγγεγραμμένου 
κανονικού πολυγώνου, μέ διπλάσιον άριθμών πλευρών. 

Άπόδειξις. Έστω ΑΒ— λ κ ή πλευρά τοΰ έγγεγραμμένου είς τόν κύ- 
κλον (Ο, Β) κανονικού πολυγώνου μέ κ πλευράς καί ΑΔ = ΔΒ = λ 2κ ή 
πλευρά τοΰ είς τόν αύτόν κύκλον έγγεγραμμένου κανονικού πολυγώνου μέ 
διπλάσιον αριθμόν πλευρών (σχ. 374). Έκ τοΰ τριγώνου ΑΔΒ λαμβάνομεν : 

ΑΒ < ΑΔ + ΔΒ ή 

(1) λ Κ <2λ»ί 
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Έάν τήν σχέσιν (1) πολλαπλασιάσωμεν επί κ λαμβάνομεν : 

κ - λ κ < 2κ · λβχ ή 

(2) Ρ κ < Ρ*χ , 

όπου Ρ κ καί αί περίμετροι των ώς άνω πολυγώνων μέ πλευράς κ καί 2κ 
άντιστοίχως. 

Πόρισμα. Ή άκολουθία 

(3) Ρ Χ , Ρ^χ , ? 4 χ > · · · » Ρ 2 ν χ » · · · | ν = 0,1,2, . . . 

τών περιμέτρων τών κανονικών πολυγώνων, έκαστον έκ των όποίων είναι 
έγγεγραμμένον είς τόν αύτόν κύκλον (Ο,Κ) και Εχει διπλάσιον άριθμόν 
πλευρών τού προηγουμένου του, είναι αδξουσα ήτοι : 

Ρχ ^ Ρϊκ “> Ρ<Χ < · · · < Ρ^κ < · · · I V = 0,1,2, . . 

(372^ Θεώρημα. Έάν μεταβλητού κανονικού πολυγώνου, Εγγεγραμμένου 
είς σταθερόν κύκλον (Ο,Κ), τό πλήθος τών πλευρών του αύξάνη τεϊνον πρός 
τό άπειρον, τότε : 

ί) Τό μήκος τής πλευράς του λν έλαττούται τεϊνον πρός τό μηδέν. 

Η) Τό μήκος τού άποστήματός του α^, αύξάνει τεϊνον πρός τήν άκτϊνα 
Κ τού περιγεγραμμένου κύκλου. 

ίϋ) Τό μήκος τής περιμέτρου του Ρ ν αύξάνει τεϊνον πρός τό μήκος Β 
τού περιγεγραμμένου κύκλου. '· 

Άπόδειξις. Έστω σταθερός κύκλος (Ο, Κ) μέ μήκος Τι (περίμετρον) 
καί ΑΒ = λ, ή πλευρά εγγεγραμμένου είς αύτόν κανονικού πολυγώνου μέ ν 
πλευράς (σχ. 375). 




Σχ. 374 


Σχ. 375 


ί) Τό μήκος τού τόξου ΑΒ (έλάσσονος) ίσοΰται πρός τό 1 /ν τοϋ μήκους 
Β του κύκλου, ήτοι είναι 

(1) ΑΒ = — · Β 

ν 

Τότε Ηιη ΑΒ = Ιίηι — = 0.(* ) 

ν — > οο ν — > οο V 


* Τό Σύμβολον Ιίιη τής διεθνούς βιβλιογραφίας, σημαίνει δριον. 


Μέτρησις τον κύκλου. 
Επειδή δμως είναι 
( 2 ) 


λ„ = ΑΒ < ΑΒ, 


■Ο Ρ ί^ΜΟ'ζ.. 

Ρ\> | 

Χ ^Γ> / 


έπεται έκ των σχέσεων (1) καί (2) 
δτι Ιΐΐϊΐ λ ν = 0 

V — >■ οο 

Η) Έάν ΟΓ = α ν είναι τδ άπόστημα του κανονικού πολυγώνου καί ΑΓ 
ΑΒ λ 

= = — , άπδ τδ όρθογώνιον τρίγωνον ΑΓΟ, μέ υποτείνουσαν ΑΟ =Κ, 

2 2 


λαμβάνομεν : 

ΑΟ 2 = ΟΓ 2 +ΑΓ 2 => Κ 2 = α* +^-7^ 2 <=> < = Κ2 ~(^) 2 =* 

=> Ιΐτη α* — Ιΐπι [ Κ 2 — ί — V ] = Κ 2 — Ηπι ( = 

V >-0Ο V — 00 \ 2 / ^ V — > 00 Υ 2 / 

= Η 2 — 0 = Κ 2 => Ιΐπι α* = Κ 2 => Ιίπΐ — Β (έφ’ δσον ή σχέσις άνα- 

V — >■ 00 ν — > 00 

φέρεται εις μέτρα γεωμετρικών μεγεθών), ήτοι τδ απόστημα α ν τείνει πρδς 
την άκτΐνα Β, δταν τδ ν τείνη πρδς τδ άπειρον. 

ϋϊ) Τδ μήκος κυκλικού τόξου, εξ ορισμού, ίσοϋται πρδς τδ δριον πρδς 
τδ όποιον τείνει κανονική πολυγωνική γραμμή εγγεγραμμένη είς αύτό, δταν 
τδ πλήθος τών πλευρών της τείνει πρδς τδ άπειρον. ’Άρα τδ μήκος Β κύ- 
κλου (Ο, Κ) ίσοΰται πρδς τδ δριον πρδς τδ όποιον τείνει ή περίμετρος Ρ ν με- 
ταβλητού κανονικού πολυγώνου εγγεγραμμένου είς αύτόν, δταν τδ πλήθος ν 
τών πλευρών του τείνη πρδς τδ άπειρον. 

Κατά ταύτα, έφ’ δσον ή πλευρά λ ν = ΑΒ τυχόντος εγγεγραμμένου κα- 
νονικού ν - γώνου είς τδν κύκλον (Ο, Κ) είναι μικροτέρα τού άντιστοίχου 

αύτής τό ξου ΑΒ, ή τοι λν < ΑΒ => ν · λ ν < ν · ΑΒ => Ρ ν < Β καί επειδή επί 
πλέού Ιϊιη Ρ ν — ΙΑ , επίεται δτι τδ μήκος τής μεταβλητής περιμέτρου Ρ ν 

^ ν->οο ; ' , < ' 

αύξάνει τεΐνον είς τδ μήκος Β τής περιμέτρου τού κύκλου. 

Κατ’ άλλην διατύπωσιν, ή άκολουθία Ρ ν , ν =3,4,5,..., τών περιμέτρων, 
τών εγγεγραμμένων κανονικών πολυγώνων είς τδν κύκλον (Ο, Κ), είναι 
αύξουσα καί φραγμένη υπδ τής περιμέτρου Β τού κύκλου (Ο,Κ), συγκλίνει 
δέ είς αύτήν. 

373. Θεώρημα. Κάθε κανονικόν πολύγωνον, περιγεγραμμένον περί κύ- 
κλον (Ο,Κ), εχει περίμετρον μεγα λυτέραν του είς τόν αύτόν κύκλον περιγε- 
γραμμένου κανονικού πολυγώνου μέ διπλάσιον άριθμόν πλευρών. 

Άπόδειξις. ’Έστω ΑΒ = λ'* ή πλευρά κανονικού πολυγώνου, περιγε- 
γραμμένου περί κύκλον (Ο, Κ), Γ τδ μέσον αύτής καί σημεΐον επαφής της 
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μετά του κύκλου (σχ. 376). Φέρομεν τάς ΟΑ καί ΟΒ καί έστω 6τι αυται τέ- 
μνουν είς τα I καί Κ τον κύκλον. Εις τά I καί Κ φέρομεν τάς έφαπτομένας 
του κύκλου, αί όποιαΐ όρίζουν επί τής ΑΒ τά σημεία Ε καί Ζ. 'Η συμμετρία, 
ώς πρύς τύν άξονα ΟΓ, ώς καί τούς άξονας ΟΑ καί ΟΒ, μάς εξασφαλίζει, 
τήν κανονικότητα διά τύ πολύγωνον τό περιγεγραμμένον περί τύν κύκλον 
(Ο, Β) μέ πλευράν τήν ΕΖ. Τύ πολύγωνον τούτο ΔΕΖΗ... εχει διπλάσιον 
άριθμον πλευρών άπύ τύ πολύγωνον μέ πλευράν τήν ΑΒ (διατί ;) καί έ'στω 
λ' 2κ τύ μήκος έκάστης πλευράς του. 

Έκ των ορθογωνίων τριγώνων ΑΙΕ καί ΒΚΖ έχομεν : 

ΑΕ > ΙΕ καί ΖΒ > ΖΚ. Τότε είναι : 

ΑΕ + ΕΖ + ΖΒ > ΙΕ + ΕΖ + ΖΚ ή 
λ'» 


λ' > 


. λ 2κ 

λ 2κ Τ' 


2 2 

(1) λ' Χ > 2λ' 2 κ 

Έάν τήν (1) πολλαπλσιάσωμεν επί κ, λαμβάνομεν : 

κλ' κ > 2κλ' 2κ ή 

(2) Ρ'κ > Ρ' 2 κ 

Πόρισμα. Ή άκολουθία 

( 3 ) Ρ'κ. Ρ' 2 κ Ρ' 4 κ · · · Ρ7 χ · · · I V = 0 , 1 , 2 , . . . 

τών περιμέτρων τών κανονικών πολυγώνων, έκαστον τών όποιων είναι 
περιγεγραμμένον περί τόν αύτόν κύκλον (Ο,Κ) και έχει διπλάσιον άριθμόν 
πλευρών τού προηγουμένου του, είναι φθίνουσα, ήτοι : 

Ρ κ >Ρ 2 κ>Ρ4κ>·*· > Ρ > · · · | V = 0,1,2, . . . 




Σχ. 376 

374. Θεώρημα. Αί περίμετροι δύο μεταβλητών κανονικών πολυγώνων 
τού αύτοδ πλήθους πλευρών, τού ένός έγγεγραμμένου καί τοΰ άλλου περιγε- 
γραμμένου περί τόν αυτόν κύκλον (Ο,Κ), τείνουν προς κοινόν δριον, τό μήκος 
τού κύκλου, δταν τό πλήθος τών πλευρών των τείνη πρός τό άπειρον. 

Άπόδείξίς. "Ας θεωρήσωμεν μίαν πλευράν ΑΒ = λ ν τοΰ εγγεγραμμένου 
κανονικού πολυγώνου καί άντ ιστό ίχως πρύς αύτήν, τήν Α'Β' = λ' ν τοΰ περι- 
γεγραμμένου κανονικού πολυγώνου (σχ. 377). Τά δύο πολύγωνα, έφ’ δσον 
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ΑΒ ΟΓ 

έχουν τύ αυτί) πλήθος πλευρών, είναι δμοια καί έπομένως — — = 

Α'Β' ΟΓ' 


λν «V V . λν 0 ^ 


Ιίπι Ρ ν Ιίπι αν Ιίπι Ρ ν 


► Ιίπι — 

ν-> 00 Ρ' 


Ιίπι — => 


Ιίπι Ρ\ 


Ιϊιη Ρ' ν κ 


1 => Ιίπι Ρ ν = Ιίπι Ρ' ν · ’Αλλά 


ν — >- 00 V — >■ 00 


Ιίπι Ρ ν = Κ (§ 372). *Άρα Ιίπι Ρ ν = Ιίπι Ρ' ν = Κ, δπου Κ είναι τύ μήκος 


V — > οο # # ν — > 00 


του κύκλου. 


(^375^ Θεώρημα. (Ίπποκράτους τού Χίου). Ό λόγος τών μηκών δύο κύ- 
κλων Ισούται πρός τόν λόγον τών άκτίνων αότών. 

Άπόδειξις. *Έστωσαν δύο κύκλοι (Ο, Κ) καί (Ο', Κ'). Εις αυτούς 
έγγράφομεν άνά £γ κα νονι κόν πολύγωνον μέ τύ αύτύ πλήθος ν πλευρών (σχ. 
378). Τότε τά πολύγωνα είναι δμοια καί 6 λόγος τών περιμέτρων των ίσου- 
ται μέ τόν λόγον τής όμοιότη- 
τος αυτών ( §361). ’Αλλά ό 

λόγος 'όμοιότητος — ~ ίσοΰται ζ' 

μέ τόν λόγον τών άκτίνων των / 0 \ ί ι 

η I 1 

. Αρα ί \ / / \έ— — — ν_, 

κ' V- — . — Α ν X 


Σχ. 378 

Έάν τύ πλήθος τών πλευρών τών πολυγώνων διπλασιαζόμενον συνεχώς 
τείνη εις τύ άπειρον, τότε, ώς εΐδομεν, αί περίμετροι τών πολυγώνων συγκλί- 
νουν εις τά μήκη τών κύκλων καί ή (1 ) γράφεται : 



1ΪΓΠ — ^ 

Ιίπι Ρ ν 

V > 00 

Ιίπι Ρ' 


Α , 

Κ' 


(2) _2±_ = _5_ 

1/ Κ' 

Πόρισμα I. Ό λόγος τού μήκους ένός κύκλου διά τής διαμέτρου αύτοΰ 
είναι σταθερός όριθμός. 


Υπολογισμός του αριθμού π 


Πράγματι, ή σχέσις (2) γράφεται : 

^ ν 4 ’ 

Π Κ' 

π _ _υ_ 

2Κ “ 2Κ' 


ή ακόμη 


Έκ της (3) επεται 6τι, έφ’ δσον διά δύο τυχόντας κύκλους 6 λόγος τοΐ» 
μήκους του ενός προς τήν διάμετρόν του εύρέθη ίσος πρός τόν λόγον του μή- 
κους του άλλου πρός την διάμετρόν του άντιστοίχως, ό λόγος ούτος δέν μετα- 
βάλλεται, δηλαδή είναι σταθερός. 

Ό σταθερός αυτός λόγος συμβολίζεται διεθνώς μέ τό ελληνικόν γράμμα 
π, δηλαδή 


Πόρισμα II. Τό μήκος ένός κύκλου I- 
σοΰται μέ τό γινόμενον τής διαμέτρου αότοΰ 
έπι τόν άριθμόν π. 

Πράγματι, έκ τής σχέσεως (4), λαμβάνο- 

μεν : 

* Ορισμός. "Εν εύθύγρ άμμον τμήμα, 
του οποίου τό μήκος ίσοΰται μέ τό μήκος ένός 
κύκλου, καλείται άνάπτυγμα του έν λόγφ κύκλου. 



Σχ. 379 


★ 377 . *Υπολογισμός τοΰ άριθμοΟ π . Διά νά ύπολογίσωμεν τόν άριθμόν π, 
σκεπτόμεθα, ώς άκολούθως : / 

Ό τύπος (4) της προηγουμένης παραγράφου δίδει τόν άριθμόν π ώς πηλίκον της 
περιμέτρου Π ένός κύκλου πρός τήν διάμετρον 2Κ αύτοϋ. Έάν έπομένως έγνωρίζαμεν τήν 
περίμετρον Π κύκλου γνωστής διαμέτρου, θά ήδυνάμεθα νά ύπολογίσωμεν τόν άριθμόν π. 

Έξ αύτοϋ άγόμεθα είς τό νά γράψωμεν κύκλον διαμέτρου 2Κ = 1 => Η — — , όπύτε 

δ τύπος (4) της προηγουμένης παραγράφου δίδει π = Π, ήτοι τό πρόβλημα άνάγεται είς 

1 

τόν υπολογισμόν τοΰ μήκους Π της περιμέτρου κύκλου άκτΐνος Η — . 

Έάν είς τόν κύκλον έγγράψωμεν καί περιγράψωμεν κανονικά πολύγωνα τοΰ αύτοϋ 
πλήθους πλευρών, έστω έξάγωνα (σχ. 379), είναι φανερόν δτι ή περίμετρος Ρ τοΰ κύκλου 
περιέχεται μεταξύ των περιμέτρων των δύο πολυγώνων. Πράγματι, τό έγγεγραμμένον 
πολύγωνον έχει περίμετρον μικροτέραν τής τοΰ κύκλου, ώς κλειστή κυρτή γραμμή περι- 
κλειομένη υπό άλλης (τοΰ κύκλου), έπίσης ό κύκλος έχει περίμετρον μικροτέραν τής του 
περιγεγραμμένου πολυγώνου, ώς κλειστή κυρτή γραμμή περικλειομένη ύπό άλλης (τοΰ 
περιγεγραμμένου πολυγώνου). Ή πλευρά τοΰ έγγεγραμμένου έξαγώνου είναι λ β = Κ = 

1 ί \ ~ 

καί έπομένως ή περίμετρός του είναι Ρ β = 6 · = 3. 'Η πλευρά τοΰ περιγε- 

.2 2 

γραμμένου έξαγώνου ύπολογίζεται τή βοήθεια τοΰ τύπου (2 ) τής παραγράφου 364 προσεγ- 
γιστικώς είς τόν άριθμόν 0,57735 καί έπομένως ή περίμετρος αύτοϋ είναι Ρ' β = 6 · 0,57735 





Υπολογισμός τοΟ άριθμοϋ τγ 
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= 3,4641. Ήδη εύρέθη μία πρώτη προσέγγισές διά τόν άριθμόν π, είναι π = 3, διότι 
Ρ β < π < Ρ' β => 3 < π < 3,4641. 

Διά διπλασιασμού τοϋ πλήθους των πλευρών των έξαγώνων μεταβαίνομεν είς δωδε- 
κάγωνα, έν συνεχείς είς 24 - γωνα κ.ο.κ. δυνάμενοι νά ύπολογίζωμεν πάντοτε τάς πλευράς 
των έκάστοτε κανονικών πολυγώνων τη βοήθεια τών τύπων τών παραγράφων 363 καί 364. 
Τοϋ διπλασιασμού τοϋ πλήθους τών πλευρών τών πολυγώνων συνεχιζομένου, τά έγγεγραμ- 
μένα καί περιγεγραμμένα κανονικά πολύγωνα τείνουν νά ταυτισθοΰν μετά τοϋ κύκλου, 
δημιουργουμένων διά τοϋ τρόπου αύτοΰ δύο συγκλινουσών πρός τόν άριθμόν π άκολουθιών 
περιμέτρων : 

Ρ„ < Ρ 12 < Ρ 24 < ... < π < ... < Ρ' 24 < Ρ' 12 < Ρ' β περιρριζομένου τοϋ άριθμοϋ π συ- 
νεχώς είς στενώτερα άριθμητικά πλαίσια. 

Εύνόητον είναι δτι, δσον περισσοτέρους δρους τών προηγουμένων άκολουθιών ύπο- 
λογίσωμεν. τόσον μεγαλυτέραν προσέγγισιν διά τόν άριθμόν π θά λάβωμεν. "Ας σημειωθή 
δτι οί τοιούτου είδους ύπολογισμοί, πρό της άνακοιλύψεως τών ήλεκτρονικών ύπολογιστών, 
ήσαν δυσχερέστατοι καί άπησχόλησαν έπί σειράν έτών τούς μαθηματικούς διαφόρων έποχών. 

Κατωτέρω δίδομεν πίνακα τών περιμέτρων έγγεγραμμένων καί περιγεγραμμένων 
κανονικών πολυγώνων είς κύκλον διαμέτρου 2 Η = 1. 


V 

Ρ 

Ρ' 

6 

3 

3,46410 

12 

3,10582 

3,21540 

24 

3,13262 

3,15967 

48 

3,13935 

3,14609 

96 

3,14103 

3,14272 

192 

3,14145 

3,14188 

384 

3,14155 

3,14166 


'Ο άριθμός π περιέχεται πάντοτε μεταξύ τών άριθμών τών δύο στηλών Ρ καί Ρ'. 
Τά άκριβή δεκαδικά ψηφία τοϋ άριθμοϋ π είναι προφανώς τά κοινά ψηφία τών δύο προσεγ- 
γίσεων. Άπό τόν άνωτέρω πίνακα προκύπτει δτι 3,14155 < π < 3,14166, ήτοι είναι 
π = 3,141... 


Ό άριθμός π είναι άσύμμετρος άριθμός καί μάλιστα ύπερβατικός άριθμός, ώς άπέ- 
δειξε τό 1882 ό Γερμανός μαθηματικός Τίηοΐβπίαηη, δηλαδή οχι μόνον δέν δύναται νά 
παρασταθή ύπό άριθμητικοΰ τίνος κλάσματος, άλλά δέν δύναται νά είναι ρίζα έξισώσεως 
αο χν + α^ν— 1 + ... + α ν = 0 μέ άκεραίους συντελεστάς. Έξ αύτοΰ άπεδείχθη δτι δέν 
είναι δυνατόν νά κατασκευασθή διά τοϋ κανόνος καί τοϋ διαβήτου εύθύγραμμον τμήμα, 
Ιχον μήκος ίσον μέ τόν άριθμόν π, πράγμα τό όποιον δίδει όριστικώς άρνητικήν άπάντησιν 
είς -ήν λύσιν τοϋ ύπό τών άρχαίων Ελλήνων τεθέντος προβλήματος τοϋ τετραγωνισμοΰ 
τοϋ κύκλου, ήτοι τής κατασκευής εύθυγράμμου τμήματος, τοϋ όποιου τό τετράγωνον ίσοΰ- 
ται πρός τό έμβαδόν κύκλου γνωστής άκτίνος. 

Έκ τοϋ θεωρήματος τοϋ Τπποκράτους φαίνεται δτι ήτο γνωστός ό άριθμός π ύπό 
τών άρχαίων Ελλήνων, είκάζετο δέ δτι ό άριθμός αύτός δέν δύναται νά παρασταθή ύπό ά- 
ριθμητικοΰ τίνος κλάσματος. Ό Αρχιμήδης (287 - 212 π.Χ.) έδωσε τήν προσεγγίζουσαν 

τιμήν τοϋ άριθμοϋ π = _ — ~ 3,1428 διαφέρουσαν περίπου κατά — άπό τήν πραγμα- 

7 Τ 1000 

τικήν τιμήν τοϋ άριθμοϋ π. 

Συνήθως διά τόν άριθμόν π χρησιμοποιοΰνται αί προσεγγίσεις αύτοΰ 

3 , 14 , 3 , 1416 , 3 , 14159 , 
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Μήκος κυκλικοί) τόξου 


άναλόγως της άκριβείας της άπαιτουμένης διά τδ έκάστοτε πρόβλημα. Αξίζει νά σημειωθη 
δτι τά ψηφία της τελευταίας τών άνωτέρω προσεγγίσεων, ή δποία εΐναι γνωστή άπδ τά μέσα 
τοϋ 16ου αίώνος περίπου, συμφωνούν μέ το πλήθος τών γραμμάτων τών λέξεων τής φράσεως : 

'ΑεΙ δ Θεός δ μέγας γεωμετρεϊ 
3 14 15 9 

Σήμερον, διά τάς άνάγκας της άστροναυτικής, ή δποία άπαιτεΐ άκριβεστάτους υπο- 
λογισμούς, έχει έπιτευχθή δι’ ήλεκτρονικοΰ ύπολογιστοΰ προσέγγισις του άριθμοΰ π μέ 
10000 δεκαδικά ψηφία. 

Δίδομεν προσέγγισίν του άριθμοΰ π μέ 15 δεκαδικά ψηφία : 

π = 3,14159 26535 89793... 


ΜΗΚΟΣ ΚΥΚΛΙΚΟΥ ΤΟΞΟΥ 


( 1 ) 


\ 378 Ορισμός . Μήκος ή ανάπτυγμα κυκλικού τόξου μέ άκρα τά σημεία 
Α καΐΓΒ καλείται τό όριον, πρός τό όποιον τείνει τό μήκος κανονικής κυρτής 
πολυγωνικής γραμμής μέ τά αύτά άκρα Α καί Β εγγεγραμμένης είς τό έν 
λόγω τόξον, όταν τό πλήθος ν τών πλευρών της αύξανόμενον άπεριορίστως 
τείνη είς τό άπειρον. 

(^1ί79} ^Υπολογισμός τού μήκους κυκλικού τόξου. Είναι γνωστόν 
ότι ταγεωμετρικά μεγέθη «τόξα τοϋ αύτοϋ κύκλου» καί «άντίστοιχοι αυτών 
έπίκεντροι γωνίαι» αποτελούν αναλογίαν. "Αν επομένως καλέσωμεν I τό μή- 
κος κυκλικού τόξου, τοϋ οποίου ή έπίκεντρος γωνία, μετρουμένη είς μοίρας, 
είναι μ°, θά έχω μεν τήν αναλογίαν : 

Λ__ μ° 

Ε ~ 360® 

οπού Ε είναι τό μήκος τοϋ κύκλου (Ο, Η), είς 
τό όποιον άνήκει τό τόξον. 

Τότε έκ τής σχέσεως (1 ) καί γνωστού 
οντος ότι Ε = 2πΚ, λαμβάν ομεν : 

( 2 ) 

360 ί Σχ · 380 

380. Άκτίνιον (γ&(Ι έκ τοϋ Γ&ιΐί&η == άκτίνιον). "Εν κυκλικόν τόξον 
καλείται τόξον ενός άκτινίου (ή άκτίνιον τόξον) όταν τό άνάπτυγμά του (τό 
μήκος του) είναι ίσον μέ τήν ακτίνα τοϋ κύκλου, είς τόν όποιον άνήκει. Αντι- 
στοίχους ή έπίκεντρος γωνία του, καλείται γωνία ενός άκτινίου. Κατά ταϋτα, 

Ε 2πΗ 

έν πλήρες τόξον (τόξον 360°) έχει — = — — 2π άκτίνια. Άντιστοίχως, ή 

Β Κ 

έπίκεντρος γωνία του, ήτοι ή γωνία τών 360°, έ'χει 2π άκτίνια. 

'Η γωνία ενός άκτινίου περιέχεται μεταξύ τών 57° καί 58°. Μία προσέγ- 
γισις αύτής εΐναι : 



1 ταά = 57° 17' 44 ", 3 
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"Αν ή έπίκεντρος γωνία τόξου I, μετρουμένη εις άκτίνια, είναι ω, ό τύ- 
πος (2) γράφεται : ^ ~ ι 

2πΒ·ω ~ * , _ Ν ) 

/ I — — = ω·Κ η Ζ==ω·Κ 


ΕΜΒΑΔΟΝ ΚΥΚΛΟΥ 

(3811 Συμφώνως πρός τα προηγούμενα, δυνάμεθα να θεωρήσωμεν δτι 
τό έμβαοόν ενός κύκλου (Ο, Κ) τείνει νά καλυφθή από τό έμβαδόν μεταβλη- 
τού κανονικού πολυγώνου, εγγεγραμμένου είς αυτόν, βταν τό πλήθος των 
πλευρών του, διπλασιαζόμενον συνεχώς, τείνη είς τό άπειρον. Εχ είναι τό 
έμβαδόν κυρτού πολυγώνου μέ λ πλευράς, γνωρίζομεν .(§ 359) 6τι είναι 


Εχ - 


Τότε δημιουργούμεν τήν άκολουθίαν τών έμβαδών 


(1) Ε κ , Ε 2κ , Ε 2 2 κ ,..., Ε 2 ν κ ,... | ν = 0,1,2,... 

Έάν ή άκολουθία (1) συγκλίνη, τότε θά ύπάρχη τό έμβαδόν Ε τού κύκλου 
καί θά είναι ίσον μέ τό δριον τής άκολουθίας (1). Αλλά ή άκολουθία (1) 
συγκλίνει, διότι (§ 372): 

,ΐΐιη Ε 2 ν κ = Ιίπι [ ^ 1 == Ιίπι Ρ 2 ν κ · Ιΐιη αΛ = — · Ε · Κ 

ν->«[ 2 2 ν->« 2 ν->« 2 

1 _ . 


1 . 1 
— Ιίπι Ρ 2 ν κ ■ Ιΐιη θ2 ν κ = — · Ε · Κ 

2 ν >00 V >00 2 


2πΚ · Η = πΚΑ ’Άρα 


(2) (_Ε==πΚ 2 ^ 

"Αν (1 = 2 Κ. είναι ή διάμετρος του~κυκλου, τότε ό τύπος (2) γράφεται 

, ο χ „ πά 2 


(382.) Κυκλικός τομεύς. Έστω κύκλος (Ο, Η), ΑΜΒ έν τόξον αυτού 
καί ΟΑξ ΟΒ αί δύο άκραίαι ακτίνες τού τόξου (σχ. 

381). Τό κλειστόν επίπεδον τμήμα, τό οποίον ορίζε- 
ται από τό έν λόγω τόξον καί από τάς δύο άκραίας Ν 
άκτίνας του καλείται κυκλικός τομεύς. 'Η έπίκεν- / \ 

τρος γωνία ΑΟΒ τού τόξου καλείται καί έπίκεν- ( ~ Ο \ 

τρος γωνία τού κυκλικού τομέως. I _ I 

Ό κύκλος (Ο,Β) μετά τού εσωτερικού του δύ- — γΒ 

ναται νά θεωρηθή κυκλικός τομεύς, τού οποίου ή έ- ~ | Β — Ι Ρ^' 

■ ' 1 1 μ 

πίκεντρος γωνία είναι πλήρης γωνία, ήτοι γωνία 

360°. Τούτον θά τόν λέγωμεν καί πλήρη κυκλικόν Σχ. 381 

τομέα. 

(383^ Εμβαδόν κυκλικού τομέως. Δύναται εύκόλως νά διαπιστωθή 


272 Κυκλικόν τμήμα 

ότι τά γεωμετρικά στοιχεία «κυκλικοί τομείς του αύτού κύκλου» και «άντί- 
στοιχοι αύτών έπίκεντροι γωνίαι» αποτελούν άναλογίαν (διατί ;). 

Κατόπιν τούτο υ, εάν Έ, ντ είναι τό εμβαδόν κυκλικού τομέω ς, του οποίου 
ή έπίκεντρος γωνία, μετρουμένη είς μοίρας, είναι μ°, καί Ε = πΒ 2 τό έμβα- 
δον του κύκλου, είς τον όποιον ανήκει, έχομεν 

Ε *.τ· = μ° ± 
πΚ 2 360° 


Μετασχηματισμός τού τύπου (1)7 Έάν ή έπίκεντρος γωνία του κυκλι- 
κού τομέως, μετρουμένη είς άκτίνια, είναι ω, τότε ό τύπος (1) γράφεται : 


Ε κτ - = _ί_ Κ 2 ω = - 1 

" 2π 2 2 


Κω - Κ = — I · Κ ή 
2 


δπου I είναι το μήκος τού τόξου του (§ 380). 

384. Κυκλικόν τμήμα. "Εστω κύκλος (Ο,Β) καί ΑΒ μία χορδή αυτού 
(σχ. 382). Διά τής χορδής ΑΒ ό κύκλος χωρίζεται είς δύο κλειστά τμήματα 
ΑΒΜΑ καί ΑΒΝΑ, έκαστον των οποίων καλείται κυκλικόν τμήμα. Είς έκαστον 

τούτων άντιστοιχεΐ μία έπίκεντρος γωνία ΑΟΒ, ή οποία διά τό πρώτον μέν 
είναι κυρτή, διά τό δεύτερον δέ είναι μή κυρτή. 

Τό εμβαδόν κυκλικού τμήματος υπολογίζεται έκ των έμβαδών τού άντι- 





Σχ. 382 


Σχ. 383 α 


Σχ. 383 β 


στοίχου είς αυτό κυκλικού τομέως καί τού ισοσκελούς τριγώνου ΑΟΒ, ώς 

εξής · 

ϊ) Έάν ΑΟΒ < 2 1 ·, τότε : 

(ΑΒΜΑ) = (ΑΟΒΜΑ) - (ΑΟΒ). 

ΐΐ) Έάν ΑΟΒ > 2 1 -, τότε : 

'ν, (ΑΒΝΑ) - (ΑΟΒΝΑ) + (ΑΟΒ) 

385 . Μηνίσκος , Τό κλειστόν επίπεδον τμήμα, πού ορίζουν δύο κυκλικά 
τόξα (όχι τού αυτού κύκλου) μέ κοινά άκρα Α καί Β καλείται μηνίσκος. 




Ασκήσεις 


Έάν ή κοινή χορδή ΑΒ κεΐται εκτός του μηνίσκου, τό έμβαδόν του είναι 
ίσον μέ τήν διαφοράν των έμβαδών των δύο κυκλικών τμημάτων ΑΜΒ καί ΑΝΒ 
(σχ. 383α), ενώ, έάν ή κοινή χορδή κεΐται έντός του μηνίσκου, τό εμβαδόν 
του είναι ίσον μέ τό άθροισμα των έμβαδών τών δύο κυκλικών τμημάτων 
ΑΜΒ καί ΑΝΒ (σχ. 383β). 


ΑΣΚΗΣΕΙΣ 


660. Νά εύρεθή τό μήκος τοϋ κύκλου, ό όποιος έχει άκτϊνα 8 πΐ. 

661. Αυτοκινήτου οί τροχοί έχουν άκτϊνα 0,35 πΐ καί έκαμαν 1800 στροφάς. Πόσην 
άπάστασιν διήνυσε τό αύτο/.ίνητον ; 

662. Κυκλικός στίβος έχει μήκος 400 ιη. Πόση είναι ή άκτίς αύτοΰ ; 

( ^663 ^) ΈπΙ μιας εύθείας λαμβάνομεν τά διαδοχικά τμήματα ΑΒ, ΒΓ καί ΓΔ καί 
γράφομεν ήμικύκλία μέ διαμέτρους τάς ΑΒ, ΒΓ καί ΓΔ. Νά άποδειχθή δτι τό μήκος τού 
ήμικυκλίου διαμέτρου ΑΔ Ισοϋται πρός τό άθροισμα τών μηκών τών τριών άλλων ήμικυ- 
κλίων. 

(^664) Νά εύρεθή τό μήκος τού κύκλου τού έγγεγραμμένου εις κανονικόν έξάγωνον 
πλεΰράς 5 επί. 

(^665^ Είς κύκλον άκτΐνος 6 ΟΠί έγγράφομεν τετράγωνον καί είς τό τετράγωνον έγ- 
γράφομεν νέον κύκλον. Νά εύρεθή η άκτίς καί τό μήκος τού νέου αύτοΰ κύκλου. 

.{ 666 ) Νά εύρεθή τό μήκος του τόξου τού άντιστοιχοΰντος είς πλευράν έγγεγραμμένου 
κανονικού έξαγώνου εις κύκλον άκτΐνος 4 ιη. 

667. * Ομοίως τοϋ άντιστοιχοΰντος είς πλευράν τετραγώνου έγγεγραμμένου είς 
κύκλον άκτΐνος 10 πι. 

Μ 66δλΕίς κύκλον, τόξον 40° έχει μήκος Ι5ΐη. Νά εύρεθή ή άκτίς τοΰ κύκλου. 

( / 569 Γ)Μέ κέντρα τάς κορυφάς ισοπλεύρου τριγώνου πλευράς α καί άκτϊνα α γράφομεν 
3 τόξα7~περατούμενα είς τάς κορυφάς τοΰ τριγώνου. Νά άποδειχθή δτι τό άθροισμα τών μη- 
κών αύτών ίσοΰται μέ τό μήκος τοΰ κύκλου έχοντος άκτϊνα . 

670. Νά εύρεθή τό έμβαδόν κύκλου άκτΐνος 5 ΟΓΠ. 

671. Νά εύρεθή τό έμβαδόν τοΰ κύκλου τοΰ έγγεγραμμένου είς τετράγωνον πλευ- 
ράς α. 

\ 672. Είς κύκλον άγομεν τήν διάμετρον ΑΒ καί τάς χορδάς ΑΓ καί ΒΓ. "Αν τό μή- 

κος τών χορδών είναι 12 ιη καί 5 ιη άντιστοίχως, νά εύρεθή τό έμβαδόν τοΰ κύκλου. 

673. Νά άποδειχθή δτι τό έμβαδόν κυκλικού δακτυλίου (ήτοι τό έμβαδόν τοΰ μέ- 
ρους, πού περιέχεται μεταξύ δύο όμοκέντρων κύκλων) ίσοΰται μέ τό έμβαδόν κύκλου, ό 
όποιος έχει διάμετρον τήν χορδήν τοΰ μεγαλυτέρου κύκλου, ή όποια είναι έφαπτομένη τοϋ 
μικροτέρΟυ. 

674. Είς κύκλον άκτΐνος α είναι έγγεγραμμένον κανονικόν έξάγωνον. Νά εύρεθή 
τό έμβαδόν τοΰ μέρους τοϋ κύκλου, τό όποιον εύρίσκεται έκτός τοΰ έξαγώνου. 

675. Νά εύρεθή τό έμβαδόν κυκλικού τομέως 120° είς κύκλον άκτΐνος α. 

676. Κυκλικός τομεύς 45° έχει έμβαδόν πα 2 . Νά εύρεθή τό έμβαδόν καί ή άκτίς τοϋ 

κύκλου. ·.' ν*' 


ϊ 
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Γ677ΛΝά εύρεθή τό εμβαδόν έκαστου έκ των δύο μερών, είς τά όποια διαιρείται κύκλος 
άκτΐνοξ-δΓυπό της πλευράς ισοπλεύρου τριγώνου έγγεγραμμένου εις αύτόν. 

678. Όμοίως όπό τής πλευράς του έγγεγραμμένου τετραγώνου. 

(679ΛΔύο ίσοι κύκλοι άκτΐνος ρ έχουν διάκεντρον ΐσην μέ ρΥ2. Νά εύρεθή τό έμβα- 
δόν τουΊίοινοϋ μέρους αυτών. 


680. Δοθείς κύκλος νά διαιρεθή είς τέσσαρα ισοδύναμα μέρη δι* όμοκέντρων κύκλ.ων. 

681. Δοθείς κύκλος νά διαιρεθή δι 1 όμοκέντρων κύκλων εις τρία μέρη άνάλογα πρός 
τά δοθέντα μήκη λ, μ, ν. 

Γ 682. )Τρεΐς ίσοι κύκλοι άκτΐνος Κ έφάπτονται άνά δύο έξωτερικώς. Νά εύρεθή τό 
Εμβαδόν τού μέρους, πού περιλαμβάνεται μεταξύ τών τριών τούτων κύκλων. 

683. Τρεις ίσοι κύκλοι άκτΐνος Η έφάπτονται έξωτερικώς άνά δύο. Ν'ά εύρεθη τό 
έμβαδόν του κύκλου, πού έφάπτεται έξωτερικώς αυτών καί του κύκλου πού έφάπτεται έσω- 
τερικώς αύτών. 

(^84Τ)Χ ίδεται Ισόπλευρον τρίγωνον πλευράς α. Μέ κέντρα τάς κορυφάς του καί άκτΐνα 
α γραφΓδμεν άνά Εν τόξον περατούμενον είς τάς δύο άλλας κορυφάς του. Νά εύρεθή τό έμβα- 
δόν του σχηματιζομένου κομπυλογράμμου τριγώνου. 

(ο85.ρ ίδεται τετράγωνον ΑΒΓΔ πλευράς α. Μέ κορυφάς τάς Α καί Γ καί άκτΐνα α 
γράφομενούο τεταρτοκύκλια έντός τοϋ τετραγώνου. Νά εύρεθή τό έμβαδόν του μεταξύ 
αύτών περιεχομένου μέρους. 

(686ΛΜηνίσκοι τοΟ Ίπποκράτους. Όρθογώνιον τρίγωνον ΑΒΓ είναι έγγεγραμμέ- 
■νον είςήμικύκλιον. Μέ διαμέτρους τάς καθέτους πλευράς ΑΒ καί ΑΓ γράφομεν ήμικύκλια 
πρός τό Εξωτερικόν τοΰ τριγώνου. Νά δειχθή 6τι τό άθροισμα τών δύο σχηματιζομένων 
μηνίσκων ίσοΰται πρός τό έμβαδόν τοϋ τριγώνου. 

( 687Λ Δίδεται τετράγωνον πλευράς 2α. Μέ κέντρα τάς κορυφάς του καί άκτΐνα α γρά- 
φομεν τεταρτοκύκλια έντός αύτοΰ. Νά εύρεθή τό έμβαδόν τοϋ σχηματιζομένου καμπυλο- 
γράμμου σταυροϋ. 

688. Δίδεται τετράγωνον πλευράς 2α. Μέ διαμέτρους τάς πλευράς του γράφομεν 
ήμικύκλια έντός τοΰ τετραγώνου. Νά εύρεθή τό έμβαδόν τοΰ σχηματιζομένου καμπυλο- 
γράμμου σταυροϋ. 

689. Δίδεται κύκλος (Κ, Η). Μέ κέντρα τάς κορυφάς τοΰ έγγεγραμμένου είς αύτόν 
ισοπλεύρου τριγώνου καί-άκτΐνα Κ γράφομεν τρία τόξα περατούμενα είς τόν κύκλον. Νά 
εύρεθή τό έμβαδόν τοΰ σχηματιζομένου καμπυλογράμμου τριφύλλου. 

690. Είς κύκλον Κ άκτΐνος Β φέρομεν δύο διαμέτρους ΑΚΒ καί ΓΚΔ καθέτους 

μεταξύ των. Μέ κέντρον τό Γ καί άκτΐνα ΓΑ γράφομεν τό τόξον ΑΕΒ. Νά άποδειχθή 6τι 
τό έμβαδόν τοΰ μηνίσκου ΑΔΒΕΑ είναι ίσοδύναμον μέ τό έμβαδόν τοΰ τριγώνου ΓΑΒ. 

691. Δίδεται Ισόπλευρον τρίγωνον πλευράς α. Γράφομεν άνά Εν τόξον, διερχόμενον 
δια τών δύο κορυφών του καί διά τοΰ κέντρου τοΰ τριγώνου. Νά εύρεθή τό έμβαδόν τοΰ σχη- 
ματιζομένου τριφύλλου. 

692. Δίδεται τεταρτοκύκλιον ΚΑΒ άκτΐνος Κ. Μέ κέντρον τό Α καί άκτΐνα Κ γρά- 
φομεν τόξον, τό όποιον τέμνει τό τόξον ΑΒ είς τό Γ. Νά εύρεθή τό έμβαδόν τοΰ μικτογράμ- 
μου σχήματος ΚΒΓ. 

693. Δίδεται ήμικύκλιον διαμέτρου ΑΚΒ. Έπί τής διαμέτρου ΑΒ λαμβάνομεν 
τυχόν σημεΐον Γ καί μέ διαμέτρους τάς ΑΓ καί ΒΓ γράφομεν άνά Ενα κύκλον έντός τοΰ 
ήμικυκλίου, φέρομεν δέ έκ τοΰ Γ τήν κάθετον έπί τήν ΑΒ, τέμνουσαν τό ήμικύκλιον είς τό 
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Δ. Νά άποδειχθή δτι τδ έμβαδόν, τδ όποιον περιλαμβάνεται μεταξύ των τριών ήμικυκλίων 
ίσοΰται μέ τδ έμβαδδν κύκλου έχοντος διάμετρον τήν ΓΔ. 

694. Μέ κέντρα τάς κορυφάς δοθέντος τετραγώνου πλευράς α καί άκτΐνα α γράφο- 
μεν τεταρτοκύκλια έντδς του τετραγώνου. Νά εύρεθή τδ έμβαδδν τοϋ σχηματιζομένου ύπ’ 
αύτών καμπυλογράμμου τετραγώνου. 

695. Δύο κύκλοι άκτίνων ρ καί 3ρ έφάπτονται έξωτερικώς εις τδ σημεΐον Α. ’Άγο- 
μεν τήν κοινήν έξωτερικήν έφαπτομένην αύτών ΒΓ. Νά εύρεθή τδ έμβαδδν του μέρους, 
πού περιλαμβάνεται μεταξύ της ΒΓ καί τών δύο κύκλων. 

696. Έπί εύθείας λαμβάνομεν τρία τμήματα ΑΒ = ΒΓ = ΓΔ = α καί μέ κέντρα 
τδ Β καί Γ καί άκτΐνα α γράφομεν κύκλους, οί όποιοι τέμνονται είς τά σημεία Ε καί Ζ. Μέ 
κέντρα τά Ε καί Ζ καί άκτΐνα 2α γράφομεν τόξα, τά όποια καταλήγουν είς τούς κύκλους 
τούτους. Νά εύρεθή τδ έμβαδδν τοϋ σχηματιζομένου ωοειδούς σχήματος. 

697. Δίδεται τεταρτοκύκλιον ΚΑΒ κέντρου Κ. Μέ διαμέτρους τάς άκτΐνας ΚΑ καί 
ΚΒ γράφομεν άνά έν ήμικύκλιον κείμενον έντδς τοϋ τεταρτοκυκλίου, τά όποια τέμνονται 
είς τδ σημεΐον Γ. Νά άποδειχθή δτι : α) Τά σημεία Α, Γ, Β κεΐνται έπ’ εύθείας, β} τδ 
καμπυλόγραμμον σχήμα ΚΓ, πού περιλαμβάνεται μεταξύ τών δύο τούτων ήμικυκλίων, 
είναι ισοδύναμον πρδς τδ άθροισμα. τών δύο κυκλικών τμημάτων, τά όποια έχουν χορδάς 
τάς ΑΓ καί ΒΓ καί γ) νά εύρεθή τδ έμβαδδν τοϋ καμπυλογράμμου σχήματος πού περιλαμ- 
βάνεται μεταξύ τών τόξων ΑΒ, ΑΓ, καί ΒΓ. 

698. Μέ κέντρα τάς κορυφάς δοθέντος τετραγώνου πλευράς α καί άκτΐνα α γράφο- 
μεν τέσσαρας κύκλους, α) Νά εύρεθή τδ έμβαδδν τοϋ κοινοΰ έσωτερικοΰ τμήματος τών 
τεσσάρων κύκλίυν. β) Νά εύρεθή τδ έμβαδδν τοϋ δλου σχήματος. 






ΜΕΡΟΣ Β' 


ΣΤΕΡΕΟΜΕΤΡΙΑ 


ΒΙΒΛΙΟΝ ΠΕΜΠΤΟΝ 


ΤΟ ΕΠΙΠΕΔΟΝ 


(38(κ) Επίπεδον. ' Η έννοια του έπιπέδου ή έπιπέδου έπιφανείας είναι 
ήδη γνωστή άπδ τήν έπιπεδομετρίαν, ώς πρωταρχική έννοια. 'Η επιφάνεια 
ήρεμοΰντος ύδατος (περιωρισμένων διαστάσεων) δύναται νά δώση τήν είκόνα 
μέρους έπιπέδου έπιφανείας, χωρίς 6μως τούτο νά άποτελή καί όρισμόν του 
έπιπέδου. 


( 387 ) Αξιώματα τοΟ έπιπέδου. Αξίωμα I. Έν έπίπεδον περιέχει 
τούλάχιστον τρία σημεία Α, Β, Γ μή κείμενα έπ’ εύθείας, ύπάρχει δέ έν τού- 
λάχιστον σημεΐον Δ έκτός τοδ έπιπέδου (σχ. 384). 

Αξίωμα Π. Διά τριών σημείων, μή \ 

κειμένων έπ’ εύθείας, έν καί μόνον έν έπί- Δ « \ 

πεδον διέρχεται. \ 

Αξίωμα III. Έάν Α καί Β είναι δύο /Π / 

διακεκριμένα σημεία ένός έπιπέδου (Π), ή / Α Β / 

εύθεΐα ΑΒ είναι εύθεΐα τοδ έπιπέδου (Π) / / \ 

(σχ. 384). \ 

Πόρισμα. Μία εύθεΐα (ε), μή άνήκουσα Ε χ 384 

είς έπίπεδον (Π), δύναται νά τέμνη τό έ- 
πίπεδον (Π) μόνον είς έν σημεΐον Γ. Τό Γ καλείται Ιχνος τής εύθείας (ε) έπί 
τοδ έπιπέδου (Π) (σχ. 384). ~~ — · 
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Αξίωμα IV . Έάν Α καν Β είναι δύο σημεία τού χώρου, έκατέρωθεν έπι- 
πέδου (Π), τότε πάσα γραμμή διερχομένη διά τών Α καί Β έχει εν τουλάχιστον 
κοινόν σημείον Γ μετά τού έπιπέόου (σχ. 385). 

Αξίωμα V. Έν έπίπεδον έκτείνεται άπεριορίστως. 

(^388^ Θεώρημα . "Εν έπίπεδον περιέχει άπείρους εύθείας. 

Άπόδειξις. "Εστω έπίπεδον (Π) καί τρία σημεία Α, Β καί Γ αύτοΰ μή 
κείμενα επ’ εύθείας (σχ. 386). Θεωρουμεν την εύθεΐαν ΑΒ, ή όποια άνήκει 
εις τό έπίπεδον (Π) (αξίωμα III). "Εστω τυχόν σημείον Μ της εύθείας ΑΒ => 
Με (Π) καί κατά συνέπειαν ή εύθεΐα ΓΜ άνήκει εις τό έπίπεδον (Π). 

Τό σημείον Μ, ως δυνάμενον νά διατρέχη τήν εύθεΐαν ΑΒ, δίδει άπείρους 
εύθείας ΓΜ, αί όποΐαΐ ανήκουν εις τό έπίπεδον (Π). "Αρα τό έπίπεδον (Π) 
περιέχει άπείρους εύθείας. 



Α \Μ Β 


Σχ. 385 


Σχ. 386 


Παρατήρησίς. Άπό τό προηγούμενον θεώρημα (§ 388), έπεται δτι, 
έάν μία εύθεΐα ΓΜ κινήται ούτως, ώστε τό σημείον Γ νά παραμένη σταθερόν 
καί τό Μ νά άνήκη πάντοτε είς εύθεΐαν ΑΒ, ή εύθεΐα ΓΜ διαγράφει έπίπεδον 
(Π). Έξ αύτοΰ προκύπτει δτι τό έπίπεδον (Π) δύναται νά σχηματισθή έκ 
της τοιαύτης κινήσεως της εύθείας ΓΜ, διά τούτο καί καλείται εύθειογενής 
έπιφάνεια. *Η εύθεΐα ΑΒ καλείται όδηγός διά την κίνησίν τής εύθείας ΓΜ, 
ένφ τό σημείον Γ καλείται πόλος. 

Κάθε εύθειογενής έπιφάνεια, ήτοι κάθε επιφάνεια διαγραφομένη άπό τήν 
τυχοΰσαν κίνησιν κάποιας εύθείας, έν γενει δέν είναι έπίπεδον (κυματοειδής 
έπιφάνεια κ.ά,). 

(389) Καθορισμός έπιπέδου . Τρία σημεία μή κείμενα έπ’ εύθείας, 
καθορίζουν τήν θέσιν ένός καί μόνον έπιπέδου. 4 ” 

Δεχόμεθα δτι τρία σημεία Α, Β καί Γ, μή κείμενα έπ 5 εύθείας, είναι 
ικανά, διά νά καθορίσουν τό μοναδικόν έπίπεδον (Π) (σχ. 387) τό όποιον 
διέρχεται δι’ αύτών (άξίωμα II). 

Πόρισμα. Έάν δύο έπίπεδα έχουν τρία κοινά σημεία μή κείμενα έπ* 
εύθείας, συμπίπτουν. 

\39θ()Μία εύθεΐα καί έν σημείον έκτός αύτής καθορίζουν τήν θέσιν ένός 
μόνονϊπιπέδου. 
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"Εν επίπεδον καθορίζεται πλήρως, καί συνεπώς θά θεωρήται γνωστόν, 
εις τάς κάτωθι περιπτώσεις : 

ί) "Οταν γνωρίζωμεν τρία σημεία αύτού, μή κείμενα έπ’ ευθείας, 
ίί) "Οταν γνωρίζωμεν μίαν εύθεϊαν καί ένα σημεΐον αυτού έκτός τής ευ- 
θείας κείμενον. 

ΐϊχ) "Οταν γνωρίζωμεν δύο τεμνομένας εύθείας αύτού. 
ίν) "Οταν γνωρίζωμεν δύο παραλλήλους εύθείας αύτού. 

Παρατήρησις. Εις τάς άνωτέρω τέσσαρας στοιχειώδεις περιπτώσεις, 
το επίπεδον θά θεωρήται καί κατασκευάσιμον. Επίσης μαζί μέ κάθε δεδο- 
μένον έπίπεδον σχήμα (π.χ. τρίγωνον, κύκλος, κανονικόν πολύγωνον κ.ά. ) 
θά θεωρήται ώς δεδομένον καί τό έπίπεδον αύτού. 

Εις τά σχήματα, όπου ε’ίμεθα άναγκασμένοι νά άπεικονίζωμεν ίν στερεόν 
έπί τού φύλλου σχεδιάσεως, τάς περισσοτέρας φοράς τά επίπεδα θά τά άπει- 
κονίζωμεν μέ έν ορθογώνιον τμήμα αύτού, τό όποιον όμως θά σχεδιάζωμεν 
συνήθως ούς πλάγιον παραλληλόγραμμον (βλέπε καί § 453). 

(394) Θεώρημα. Έπί έπιπέδου (Π) θεωροΰμεν εύθεϊαν (ε) καί σημεΐον 
Α. ’ΕϊΓτοϋ Α φέρομεν εύθεϊαν (η)//(ε). Ή εύθεΐα (η) άνήκει είς τό έπίπε- 
δον (Π). 

Άπόδειξις. Αί δύο παράλληλοι εύθεΐαι (ε) 
καί (η) καθορίζουν έπίπεδον (σχ. 391). Τούτο / (ε) 7 

μετά τού έπιπέδου (Π ) έ'χει κοινήν την εύθεϊαν / / 

(ε) καί τό σημειον Α καί επομένως συμπίπτει / ^ (η) / 

μετά τού (Π) (§ 390 πόρ.). Άρα ή εύθεΐα (η) / Π [ 

άνήκει είς τό έπίπεδον (Ϊ1). 

λ 5*. 391 


ΕΥΘΕΙΑΙ ΕΙΣ ΤΟΝ ΧΩΡΟΝ 


^395χ Συνεπίπεδοι εύθεΐαι ή όμοεπίπεδοι εύθεΐαι καλούνται δύο δια- 
κεκριμέναι εύθεΐαι, όταν ύπάρχη έπίπεδον, τό όποιον νά τάς περιέχη. Τότε 
αί δύο εύθεΐαι ή θά τέμνωνται είς ίν σημεΐον ή θά εΐναι παράλληλοι. 

. ( 3(96 ) Ασύμβατοι εύθεΐαι καλούνται δύο μή συνεπίπεδοι εύθεΐαι. 
Αποκλείονται τά ενδεχόμενα «νά τέμνωνται» ή «νά εΐναι παράλληλοι». 


ΕΠΙΠΕΔΑ ΕΙΣ ΤΟΝ ΧΩΡΟΝ 

Θεώρημα. Έάν δύο έπίπεδα (Π) καί (Ρ) έχουν δύο κοινά σημεία 
Α καί Β, τότε έχουν καί κοινήν εύθεϊαν την ΑΒ, 

Άπόδειξις. Α ε ( Π ), Β ε ( Π ) => εύθ. ΑΒ ε ( Π ). Επίσης Α ε (Ρ ), Β ε (Ρ ) 
=> εύθ. ΑΒε(Ρ) (σχ. 392). Άρα ή εύθεΐα ΑΒ είναι κοινή διά τά δύο επίπε- 
δα (Π) καί (Ρ). 
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Παρατήρηοης. Τό θεώρημα δύναται νά έπεκταθή διά ν επίπεδα, ήτοι : 
Έάν ν έπίπεδα (Π^, (Π^, (Π 3 ), ...,(11*) έχουν δύο κοινά σημεία Α και Β, 



Σχ. 392 


Σχ. 393 


Τά ν επίπεδα λέγομεν δτι άποτελοϋν αξονικήν δέσμην επιπέδων (σχ. 
393), έφ’ δσον είναι διακεκριμένα. 


(^398) Θεώρημα. Έάν δύο διακεκριμένα έπίπεδα (Π) και (Ρ) έχουν ένα 
κοινδνσημεΐον Α, τότε έχουν και κοινήν ευθείαν διερχομένην διά τού ση- 
μείου Α. 

Άπόδειξις. Θεωροϋμεν εύθεΐαν (ε) του επιπέδου (Ρ) διερχομένην διά 
του κοινού σημείου Α (σχ. 394). Έπ’ αυτής και εκατέρωθεν του Α λαμβά- 





Σχ. 394 


Σχ. 395 



νομεν δύο σημεία Β καί Δ καί γράφομεν γραμμήν (γ) (δχι εύθεΐαν), άνήκου- 
σαν εις το επίπεδον (Ρ), ή οποία θά διέρχεται διά των Β καί Δ. Αύτη θά τμήση 
τδ έπίπεδον (Π) εις σημεΐον Ε (§ 387, IV). Το σημεΐον Ε άνήκει προφανώς 


καί εις τά δύο έπίπεδα καί συνεπώς ή ευθεία ΑΕ είναι κοινή διά τά έπίπεδα 


(Π ) καί (Ρ). ’Άρα ή τομή δύο έπιπέδων έν γένει είναι εύθεΐα. 

(399?)* Ορισμός. Δύο έπίπεδα (Π) και (Ρ) καλούνται παράλληλα, έάν ή 
τομηαυτών είναι τό κενόν σύνολον (σχ. 395). 

< 3 $ 
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

Α'. 

^699?)Νά άποδειχθη δτι διά τριών σημείων κειμένων έπί της αυτής ευθείας, διέρχον- 
ται άπειρα έπίπεδα. 

Γ 700 .V Εάν τρεις εύθεΐαι τέμνωνται άνά δύο, δείξατε δτι άνήκουν εις τύ αύτύ έπίπε- 
δον ή διέρχονται διά του αύτοΰ σημείου. 

(701.) Νά άποδειχθη δτι εΐς κύκλος (Ο, Κ), μή κείμενος έπΐ έπιπέδου (Π), τύ πολύ 
δύο κοΐνάσημεια δύναται νά £χη μετά του έπιπέδου (Π). 

//02 ν )Νά άποδειχθη δτι δύο ίσοι καί δμόκεντροι κύκλοι, μή άνήκοντες δμως είς τύ 
αύτύ επίπεδον, έχουν μίαν μύνον κοινήν διάμετρον. 

-* (^03/* Δίδονται, δύο άσύμβατοι εύθεΐαι (ε Χ ) καί (ε 2 ). Έπί της (©! ) λαμβάνομεν ση- 

μεία Α, Β καί έπί της (ε 2 ) σημεία Γ, Δ. Δείξατε δτι αΐ εύθεΐαι ΑΓ καί ΒΔ είναι άσύμβατοι. 


Β'. 


704. Νά άποδειχθη δτι 10 επίπεδα τέμνονται κατά 45 τύ πολύ εύθείας. 

705. Νά εύρεθη τύ πλήθος των εύθειών, κατά τάς δποίας ν τύ πλήθος έπίπεδα τέμνον- 
ται άνά δύο. 


(^70(κ) Δίδονται σημεΐον Α, ευθεία (ε) καί κύκλος (Κ, Κ) έν τώ χώρφ. Νά άχθη διά 
του Α ευθεία (ζ), τέμνουσα τήν ευθείαν (ε) καί τύν κύκλον (Κ, Κ). 

707. Δίδονται δύο τεμνόμεναι καί δύο άσύμβατοι εύθεΐαι. Νά άχθη εύθεΐα τέμνουσα 
καί τάς τέσσαρας δοθείσας εύθείας. 


ΕΥΘΕΪΑΙ ΚΑΙ ΕΠΙΠΕΔΟΝ ΕΙΣ ΤΟΝ ΧΩΡΟΝ 


/ Λ 

^400.; Θέσεις εύθείας καί έπιπέδου. Τρεις είναι αί διάφοροι δυναταί 
θέσεις ευθείας (ε) καί έπιπέδου (Π) είς τύν χώρον : 

ί) * Η εύθεΐα ( ε ) ανήκει είς τύ επίπεδον ( Π ) (σχ. 396). 




ίί) *Η εύθεΐα (ε) τέμνει τύΐπίπεδον ΥΠ Τείς σημείων _Α (σχ. 397). ΤύΑ 
καλείται ίχνος της εύθείας (ε) έπί του έπιπέδου (ΊΊ 

Παρατήρησις. Κάθε εύθεΐα (ζ)τοΰ έπιπέδου (Π ), μή διερχομένη διά 
του Α, (σχ. 397) είναι ασύμβατος της εύθείας (ε) (διατί ;). 

ίίί) 'Η εύθεΐα (ε) είναι παράλληλος του έπιπέδου (Π). Μέ τύν όρον 
«παράλληλος» έννοοΰμεν δτι ή εύθεΐα (ε) δέν έχει κοινύν σημεΐον μετά τού 


Ευθεία κάθετος έπί έπίπεδον 
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επιπέδου (Π) (σχ. 398). Τότε καί τό έπίπεδον (Π) καλείται παράλληλον 
τής ευθείας (ε). 


Εύθεΐα κάθετος έπΐ έπίπεδον. * Ορισμός. Μία εύθεΐα (ε) τέ- 
μνουσα έπίπεδον (Π) εϊς σημεΐον Α αύτοδ, καλείται κάθετος έπί τό έπί- 
πεδον (Π), τότε καί μόνον τότε, δταν είναι κάθετος έπί δλας τάς εύθείας 
τοδ έπιπέδου (Π) της διερχομένας διά τοδ σημείου Α. 


("402/) Θεώρημα. Έάν μία εύθεΐα (ε), τέμνουσα έπίπεδον (Π) είς ση- 
μεΐονΆ/ είναι κάθετος έπί δύο εύθείας τού έπι- 
πέδου (Π) διερχομένας διά τοΟ Α, τότε είναι ( ε) 

κάθετος έπί τό έπίπεδον (Π). 


Άπόδεξις. ’Έστω δτι ή εύθεΐα (ε) είναι 
κάθετος έπί τάς εύθείας (ζ Χ ) καί (ζ 2 ) του έπι- 
πέδου (Π) είς τό Α (σχ. 399). Αρκεί νά δειχθή 
δτι ή εύθεΐα (ε) είναι κάθετος έπί τήν τυχοΰ- 
σαν εύθεΐαν (η) του έπιπέδου (Π), τήν διερχο- 
μένην διά του σημείου Α. 



Σχ. 398 




Έπί τής εύθείας (ε) λαμβάνομεν 
σημεία Β καί Β' τοιαρτα, ώστε νά είναι 
ΑΒ = ΑΒ' καί έπί των (ζ Χ )καί ζ 2 ) τυ- 
χόντα σημεία Γ καί Δ. Τό τρίγωνον 
ΓΒΒ' είναι ισοσκελές μέ ΓΒ = ΓΒ' (1), διότι έχει τήν ΓΑ ώς ύψος καί διά- 
μεσον. Όμοίως καί τό τρίγωνον ΔΒΒ / είναι ισοσκελές μέ ΔΒ = ΔΒ' (2). 
Τότε, έκ των σχέσεων (1 ) καί (2), έπεται δτι τριγ. ΒΓΔ = τριγ. Β'ΓΔ (ή ΓΔ 


εΐναι κοινή). Άρα ΒΓΔ = Β'ΓΔ (3). ’Έστω Μ τό σημεΐον, είς τό όποιον 
ή τυχοΰσα εύθεΐα (η) του έπιπέδου (Π), ή διερχομένη διά τοϋ Α, τέμνει τήν 
ΓΔ. Τριγ. ΒΓΜ = τριγ. ΒΈΜ, λόγω των σχέσεων (1), (3) καί τής ΓΜ = 
ΓΜ. Άρα ΜΒ =ΜΒ', ήτοι τό τριγ. ΒΜΒ' εΐναι ισοσκελές. Τούτο έχει τήν 
ΜΑ ώς διάμεσον. Επομένως εΐναι καί ΰψος αύτοΰ, ήτοι ΜΑ_1_ΒΒ' => (ε)_|_(η). 
’Άρα ή εύθεΐα (ε) εΐναι κάθετος έπί τό έπίπεδον (Π). 

Παρατήρησις. Πάσα εύθεΐα (ζ) τέμνουσα έπίπεδον (Π ) καί μή κάθετος 
πρός αύτό, καλείται πλαγία ώς πρός τό (Π ) (σχ. 400). 
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(|03) Θεώρημα. "Εστω εύθεϊα (ε) καί σημεΐον Α αύτής. Τό σύνολον 
τών εύθειών τού χώρου τών καθέτων έπί τήν εύθεϊαν (ε) είς τό σημεΐον Α 
Αποτελεί έπίπεδον (Π) κάθετον έπι τήν (ε) είς τό Α. 

Άπόδειξις. Δύο έκ των ευθειών του συνόλου τούτου, αί ΑΒ καί ΑΓ, 
καθορίζουν έπίπεδον (Π), τό όποιον είναι κάθετον έπί την εύθεϊαν (ε) είς τό 
σημεΐον Α, διότι (ε) _|_ΑΒ καί (ε)_1_ΑΓ (σχ. 401). "Εστω άκόμη μία ευ- 
θεία ΑΔ_]_ (ε). Άρκεΐ νά δεθχή ότι ΑΔε(Π). 

Θεωροΰμεν επίπεδον (Ρ), τό όποιον καθορίζεται άπό τάς ευθείας (ε) 
καί ΑΔ. Αύτό τέμνει τό έπίπεδον (Π ) κατ’ άνάγκην κατά τήν εύθεϊαν ΑΔ. 
Διότι, εάν έτεμνε τό (Π) κατ’ άλλην εύθεϊαν ΑΔ', θά ήτο (ε)_]_ΑΔ', καθ’ 
ότι είναι (ε)_]_ (Π). Έξ ύποθέσεως όμως έχο μεν 6τι (ε)_1_ΑΔ, όπερ άτοπον, 
διότι έπί τού έπιπέδου (Ρ) θά ύπηρχον δύο εύθεΐαι ΑΔ καί ΑΔ' κάθετοι 
έπί τήν (ε), Άρα (Π) Π (Ρ) = ΑΔ, ήτοι ή ΑΔ άνήκει είς τό έπίπεδον (Π). 

Πόρισμα. Άπό σημεΐον Α εύθείας (ε) 1ν μόνον κάθετον έπίπεδον ύπάρ- 
χει έπι τήν (ε). 




Σχ. 401 


Σχ. 402 


404. Θεώρημα. Έκ σημείου Α έκτος εύθείας (ε) εν καί μόνον ϊ\ έπί- 
πεδον διέρχεται κάθετον έπί τήν (ε). 

Άπόδειξις. Έκ τού Α φέρομεν ΑΒ _ 1 _ (ε). 'Η ΑΒ είναι μία καί μονα- 
δική (διατί ;). Έκ τού Β θεωροΰμεν τό κάθετον έπίπεδον (Π) έπί τήν (ε) 
(σχ. 402), τό όποιον άφ’ ένός μέν είναι έν καί μοναδικόν (§ 403 πόρ.), άφ’ 
ετέρου δέ περιέχει τό Α, διότι ΑΒ _]_ (ε). Άρα υπάρχει έκ του Α έν έπίπεδον 
(Π) (ε). Είναι καί τό μοναδικόν διότι, εάν έκ τού Α ύπήρχε καί δεύτερον 

έπίπεδον (Π') _|_ (ε), αύτό θά έτεμνε τήν (ε) είς σημεΐον (Γ) καί θά ήτο ΑΓ 
± (ε). Δηλαδή έκ τού Α θά ύπηρχον δύο κάθετοι αί ΑΒ καί ΑΓ, έπί τήν 
(ε), όπερ άτοπον. Άρα τό (Π) είναι καί μοναδικόν. 

β>; 7 Ρ ΑΙΜ Β νυο. 

— ΘΕΩΡΗΜΑΤΑ ΤΩΝ ΤΡΙΩΝ ΚΑΘΕΤΩΝ 


^05) Θεώρημα. Εύθεϊα (ζ) είναι κάθετος έπί έπίπεδον (Π) είς σημεΐον 
Α. Άπό τό ίχνός της Α θεωροΰμεν εύθεϊαν ΑΒ ΓΔ, δπου ή ΓΔ είναι εύθεϊα 
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τού έπιπέδου (Π). Έάν Ε είναι τυχόν σημεϊον τής εύθείας (ζ), τότε είναι 
ΕΒ_1_ΓΔ. ;>< /;;|3 

Άπόδείξις. Τά σημεία Γ καί Δ τά λαμβάνομεν ούτως, ώστε να είνμι 
ΒΓ = ΒΔ (σχ. 403). Τότε τό τρίγωνον ΑΓΔ είναι ισοσκελές, διότι έχει την 
ΑΒ ώς ύψος καί διάμεσον => ΑΓ — ΑΔ. Τά ορθογώνια τρίγωνα ΕΑΓ καί 
ΕΑΔ, (ΕΑ _1_ (Π)), ώς έχοντα~~ την ΑΕ κοινήν καί ΑΓ — ΑΔ, είναι 
ίσα => ΕΓ — ΕΔ, ήτοι τό τρίγωνον ΕΓΔ είναι ισοσκελές. Αύτό έχει την ΕΒ 
ώς διάμεσον. ’Άρα είναι καί ύψος του => ΕΒ _|_ ΓΔ. 

(^0β) Θεώρημα. Ευθεία (ζ) είναι κάθετος έπί έπίπεδον (Π) είς σημεϊον 
Έάν άπό τυχόν σημεϊον Ε τής (ζ) φέρωμεν κάθετον ΕΒ έπί τυχοϋσαν ευ- 
θείαν ΓΔ τοδ έπιπέδου (Π), τότε ή ΑΒ είναι κάθετος έπι την εύθεΐαν ΓΔ. 

Άπόδείξις. Έάν τά σημεία Γ καί Δ ληφθοΰν ούτως, ώστε νά είναι 
ΒΓ = ΒΔ (σχ. 404), τό τρίγωνον ΕΓΔ είναι ισοσκελές, μέ ΕΓ = ΕΔ, διότι 
έχει την ΕΒ ώς ύψος καί διάμεσον. Τότε τά ορθογώνια τρίγωνα ΕΑΓ καί 
ΕΑΔ είναι ίσα, ώς έχοντα την ΕΑ κοινήν καί ΕΓ = ΕΔ. ’Άρα είναι καί 
ΑΓ = ΑΔ, ήτοι τό τρίγωνον ΑΓΔ είναι ισοσκελές. Τούτο έχει τήν ΑΒ ώς 
διάμεσον. Επομένως είναι καί ύψος του, ήτοι ΑΒ _1_ ΓΔ. % --Ε 




Σχ. 403 


Σχ. 404 


(457) Θεώρημα. Δύο ήμιευθείαι Βχ καί Βν μέ κοινήν Αρχήν είναι 
κάθετοι έπί τρίτην εύθεΐαν ΒΓ. Αί Βχ καί ΒΓ όρίζουν τήν θέσιν ένός έπιπέδου 
(Π). Άπό τυχόν σημεϊον Ε τής Βχ φέρομεν ΕΑ Βχ. Τότε είναι ΕΑ _|_ (Π). 

Άπόδείξις. Έξ ύποθέσεως είναι ΕΑ _|_ Βχ 
(σχ. 405 ). Αρκεί νά δειχθή βτι ή ΕΑ είναι κά- 
θετός καί έπί μίαν ακόμη εύθεΐαν τού έπιπέδου νν 

(Π). ^ / — - ν\— -7 

Τά τρίγωνα ΑΒΕ, ΑΒΓ καί ΕΒ]Α είναι Λ- V ·ψ3 β / 

ορθογώνια. Έφαρμόζομεν είς αύτά τό Πυθα- / ΝΔίΙ' / 

γόρειον θεώρημα καί έχομεν άντιστοίνως : ΒΕ 2 / \ π / 

= ΑΒ 2 + ΑΕ 2 (1 ), ΑΓ 2 = ΑΒ 2 + ΒΓ 2 (2 ) καί ^ ^ 

ΓΕ 2 = ΒΓ 2 4" ΒΕ 2 (3). Άπό τήν σχέσιν 

(1 ) λαμβάνομεν ΑΕ 2 = ΒΕ 2 — ΑΒ 2 (4). Προσθέτομεν τάς σχέσεις (2) 
και (4) κατά μέλη καί λαμβάνομεν : ΑΓ 2 + ΑΕ 2 = ΒΓ 2 + ΒΕ 2 (5). 




I 
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Έκ των σχέσεων (3) και (5) έπεται ΓΕ 2 = ΑΓ 2 -}- ΑΕ 2 . Έκ της τελευταίας 
Ιπεται &τι τδ τρίγωνον ΑΓΕ είναι όρθογώνιον εις τδ Α, διότι εις αυτό Ισχύει ή 
σχέσις του Πυθαγορείου θεωρήματος. Άρα ΕΑ _1_ ΑΓ καί έπομένως ΕΑ (Π 

^Οδ) Κατασκευή εύθείας διερχομένης άΛό δοθέν σημεΐον Α καί καθέ- 
του έπί δοθέν έπίπεδον (Π). 

ί) Τδ σημεΐον Α δέν ανήκει είς τδ έπίπεδον (Π) (σχ. 406). Άπό τδ Α 
φέρομεν ευθείαν ΑΒ _1_ (ε), δπου (ε) τυχουσα ευθεία του έπιπέδου (Π). Έκ 
του Β φέρομεν εύθεΐαν Βχ _]_ (ε) άνήκουσα είς τδ (Π). Έκ του Α φέρομεν 
ΑΓ _1_ Βχ. 'Η ΑΓ είναι ή ζητουμένη κάθετος επί τδ έπίπεδον (Π). 

ϋ) Τδ σημεΐον Α άνήκει είς τδ έπίπεδον (Π) (σχ. 407). Φέρομεν ΑΒ _|_ 
(ε), δπου (ε) είναι τυχουσα ευθεία του έπιπέδου (Π). Έκ του Β φέρομεν 
Βχ _]_ (ε), μή άνήκουσα είς τδ (Π ). Αί ΑΒ καί Βχ καθορίζουν έπίπεδον (Ρ). 
Έπ’ αύτοΰ φέρομεν εύθεΐαν ΑΓ _1_ ΑΒ. 'Η ΑΓ είναι ή ζητουμένη κάθετος έπί 
τδ έπίπεδον (Π). 

'Η άπόδειξις καί είς τάς δύο περιπτώσεις είναι φανερά, τή βοηθείφ του 
3ου θεωρήματος των τριών καθέτων (§ 407). 

Χ\ π 


X Γ 



Σχ. 406 


Σχ. 407 


Παρατήρησις. Αί δύο προηγούμεναι κατασκευαί άποδεικνύουν την 
ύπαρξιν εύθείας καθέτου έπί έπίπεδον, άπδ σημεΐον έκτδς αύτοΰ κείμενον ή 
έπί αύτοΰ. 

(^409) Θεώρημα. ’Από δοθέν σημεΐον Α, κείμενον έκτός έπιπέδου (Π), 
μία μόνον κάθετος εύθεΐα άγεται έπί τό έπίπεδον. 

Άπόδειξις. Έκ του Α υπάρχει μία κάθετος ΑΒ (σχ. 408) έπί του έπι- 
πέδου (Π) (408, ΐ). Έάν υπήρχε καί δευτέρα κάθετος ΑΓ έπί του (Π), 
τδ τρίγωνον ΑΒΓ θά ήτο ορθογώνιον είς τάς δύο γωνίας του Β καί Γ, δπερ 
άτοπον. Άρα ή ΑΒ είναι ή μοναδική κάθετος έκ του Α πρδς τδ (Π). Είς 
τα επόμενα θά δειχθή 6τι αύτδ είναι καί τδ μικρό τερου τμήμα μέ άκρα τό 
σημεΐον Α άφ’ ένδς καί τυχδν σημεΐον του (Π) άφ’ έτέροΐκ 

Άπόστασις σημείου Α άπό έπίπεδον (Π) καλείται τδ μήκος του 
καθέτου τμήματος έκ του σημείου Α πρδς τδ έπίπεδον (Π ). 

Θεώρημα. Άπό δοθέν σημεΐον Α έπιπέδου (Π) μία μόνον κάθετος 
εόθεΐα^δγεται έπί τό έπίπεδον. 


.0 
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Ασκήσεις 

Άπόδειξις. Έκ του Α υπάρχει μία ευθεία (ε) _|_ (Π) (408, ίί). Έάν 
ύττηρχε καί δευτέρα ευθεία (ζ) κάθετος έπί του (Π) εις τδ Α (σχ. 409), τότε 
τδ επίπεδον των εύθειών (ε) καί (ζ) θά έτεμνε τδ επίπεδον (Π) κατά τήν 



Σχ. 408 


Σχ. 409 


εύθεΐαν ΑΒ καί θά ήτο (ε) ΑΒ καί (ζ) _1_ ΑΒ. Τούτο βμως δέν δύναται νά 
συμβαίνη, διότι θά ύπηρχον είς τδ αύτδ επίπεδον έκ του Α δύο κάθετοι έπί τήν 
ΑΒ. "Αρα ή (ε) _|_ (Π ) είναι ή μοναδική κάθετος έπί του έπιπέδου (Π ) είς τδ 
σημεΐον Α. 


ΑΣΚΗΣΕΙΣ 


(708 } Σημεΐον Α άπέχει άπδ έπίπεδον (Π) άπόστασιν 10 οίη. Φέρομεν ΑΒ _|_ (Π) 
καί έπί τοϋ έπιπέδου (Π) γράφομεν κύκλον κέντρου Β καί άκτΐνος 8 Οίη. Φέρομεν έφαπτο- 
μένην τοϋ κύκλου είς σημεΐον Γ αύτοΰ καί έπ’ αύτής λαμβάνομεν τμήμα ΓΔ = 2 V 7 οίη. 

. Νά ύπολογισθή τδ μήκος του τμήματος ΑΔ. 

(7^9) Άπδ τδ κέντρον Κ όρθογωνίου ΑΒΓΔ φέρομεν εύθεΐαν (ε) _|_ (ΑΒΓΔ) καί 
έπ’ αύτής λαμβάνομεν τυχδν σημεΐον Μ. Έάν Ζ είναι τδ μέσον τής ΑΒ, δείξατε δτι είναι 
ΜΖ Α ΑΒ. 

@> Δίδεται έπίπεδον (Π) καί ευθεία (ε) πλαγία ώς πρδς αύτό. Δείξατε δτι υπάρ- 
χει μία μόνον εύθεΐα τοϋ έπιπέδου (Π) κάθετος έπί τήν εύθεΐαν (ε). 

(71Κ)Δίδεται έπίπεδον (Π), σημεΐον Α αύτοΰ καί σημεΐον Β Ικτδς αύτοϋ. Νά εύρεθή 
δ γ. τόπος των προβολών τοϋ Β έπί τάς εύθείας τοϋ (Π) τάς διερχομένας διά τοϋ Α. 

(7Ϊ2})Άπδ τδ μέσον τής ύποτεινούσης όρθογωνίου τριγώνου όίγομεν κάθετον έπί τδ 
έπίπεδον αύτοΰ. Νά άποδειχθή δτι παν σημεΐον τής καθέτου ταύτης άπέχει έξ ΐσου άπδ τάς 
κορυφάς τοΰ τριγώνου. 

σ^ν£13.) Δίδεται ισοσκελές τρίγωνον ΑΒΓ. ’Απδ τήν κορυφήν Α αύτοΰ φέρομεν τήν Αχ 
κάθετον έπί τδ έπίπεδον τοΰ τριγώνου καί ένώνομεν τδ τυχδν σημεΐον Δ τής Αχ μέ τδ μέσον 
Μ τής βάσεως ΒΓ. Νά άποδειχθή δτι είναι α) ΔΜ Α ΒΓ καί β) ΒΓ Α (ΔΑΜ). 


Γ71Α)Δύο έπίπεδα (Π) καί (Ρ) τέμνονται κατά τήν εύθεΐαν ΑΒ. Έκ τυχόντος ση- 
μείου Γ φέρομεν ΓΔ Α (Π), ΓΕ Α (Ρ) καί· έκ των Δ καί Ε φέρομεν καθέτους έπί τήν 
ΑΒ. Δείξατε δτι αύται διέρχονται διά τοΰ αύτοΰ σημείου. 

ί |715Τ)Λίδεται έπίπεδον (Π) καί σημεΐον Α έκτδς αύτοΰ. Νά εύρεθή τδ σύνολον των 
σημείων τοΰ έπιπέδου (Π), τά όποια άπέχουν έκ τοΰ Α δοθεΐσαν άπόστασιν λ. 





Μεσοκάθετον έπίπεδον τμήματος 


( 716.) Δίδεται έπίπεδον (Π), σημεΐον Α αύτοΰ καί σημεΐον Β έκτύς αύτοΰ. Νά άχθη 
διά τοΰΆεύθεΐα τοϋ (Π) άπέχουσα έκ του Β δοθεΐσαν άπύστασιν λ. 

717. Δίδεται έπίπεδον (Π), κύκλος (Κ, Κ) έπ’ αύτοΰ καί σημεϊον Α έκτύς αύτοϋ. 
Νά άχθη εύθεΐα του έπιπέδου (II), έφαπτομένη τοϋ κύκλου (Κ, Κ) καί άπέχουσα έκ τοϋ 
σημείου Α δοθεΐσαν άπύστασιν λ. 

^ΙβΝΝά εύρεθη 6 γ. τύπος τών σημείων, τά ύποΐα ίσαπέχουν άπύ τρία δοθέντα ση- 
μεία ΑΤο καί Γ, μή κείμενα έπ’ ευθείας. 

719. Νά εύρεθη ό γ. τόπος των σημείων, τά ύποΐα ίσαπέχουν άπύ τρεις συνεπιπέ- 
8ους ευθείας, τεμνομένας άνά δύο. 

\720/)Έάν ευθεία (ε) σχηματίζη Ισας γωνίας μέ τρεις ευθείας ένύς έπιπέδου (Π), 
νά άπο§είχθη δτι εΐναι (ε) _]_ (Π). 

721. Δίδεται έπίπεδον (Π) καί εύθύγραμμον τμήμα ΑΒ — 2α έκτύς Αύτοΰ. Νά 
εύρεθη ό γ. τόπος των σημείων τοΰ έπιπέδου (Π), άπύ τά ύποΐα τύ τμήμα ΑΒ φαίνεται ύπύ 
ύρθην γωνίαν. 

722. Δίδεται έπίπεδον (Π) καί σημεΐον Α έκτύς αύτοΰ. Έκ τοΰ Α φέρομεν τύ κά- 
θετον τμήμα ΑΒ έπί τύ έπίπεδον (Π) καί δύο πλάγια τμήματα ΑΓ καί ΑΔ. Έπ’ αύτών 

λαμβάνομεν σημεία Ε, Ζ, Η άντιστοίχως ούτως, ώστε νά είναι = ΑΑ.. ~ . Λεί- 

ΑΒ ΑΓ ΑΔ 

ξατε δτι ΑΒ _]_ (ΕΖΗ). 

723. ΈπΙ έπιπέδου (Π) δίδεται κύκλος (Κ, Κ). ’Απύ σημεΐον Α τοΰ κύκλου φέρο- 
μεν τήν διάμετρον ΑΒ καί ύψώνομεν κάθετον Αχ έπί τύ έπίπεδον τοϋ κύκλου, Έπί τής Αχ 
λαμβάνομεν σημεΐον Γ καί τύ συνδέομεν μέ τυχύν σημεΐον Δ τοΰ κύκλου, α) Νά άποδειχθή 
δτι ΓΔ ΒΔ. β) Φέρομεν ΑΕ _]_ ΒΓ καί ΑΖ ΓΔ. Νά άποδειχθή δτι τριγ. ΓΒΔ^τριγ. 
ΓΖΕ. γ) Νά άποδειχθή δτι ΒΓ _1_ (ΑΕΖ). 

724. Δίδεται έπίπεδον (Π) καί δύο σημεία Α καί Β έκτύς αύτοΰ. Νά εύρεθη ύ γ. 
τόπος των σημείων Μ τοΰ έπιπέδου (Ιϊ), διά τά ύποΐα εΐναι : ΜΑ 2 ΜΒ 2 = λ 2 , ένθα 
λ δεδομένον μήκος. 

725. Δίδεται εύθύγραμμον τμήμα ΑΒ. Νά εύρεθή ύ γ. τύπος των σημείων Μ, διά 
τά ύποΐα είναι : ΜΑ 2 — ΜΒ 2 = λ 2 , δπου λ δοθέν μήκος. 

(412) Μεσοκάθετον έπίπεδον εύθυγράμ,μον» τμήματος. Όρισμός. 
Μεσοκάθετον έπίπεδον εύθυγράμμου τμήματος ΑΒ καλείται τά έκ τοϋ μέσου 
τοϋ τμήματος ΑΒ κάθετον έπίπεδον έπ* αύτοϋ. 

(0) Θεώρημα. Κάθε σημεΐον τοϋ μεσοκαθέτου έπιπέδου (Π) εύθυγράμ- 
μου τμήματος ΑΒ Ισαπέχει άπά τά άκρα τοϋ τμήματος και άντιστρόφως, ιςάθε 
σημεΐον, τά όποϊον ϊσαπέχει άπά τά άκρα τοΰ τμήματος, εύρίσκεται έπι τοϋ 
μεσοκαθέτου έπιπέδου. 

Άπόδειξις. Έστω Γ τυχόν σημεΐον τοΰ μεσοκαθέτου έπιπέδου (Π) 
τοΰ τμήματος ΑΒ => ΓΜ ΑΒ (σχ. 500). Επειδή έπί πλέον είναι ΜΑ = 
ΜΒ, έπεται δτι το τριγ. ΓΑΒ είναι ισοσκελές, έφ 5 βσον εχει τήν ΓΜ ώς ί|ψος 
καί διάμεσον. Άρα ΓΑ = ΓΒ. 

Άντιστρόφως. "Εστω Δ τυχύν σημεΐον, ίσαπέχον έκ των Α καί Β, 
ήτοι ΔΑ = ΔΒ => τύ τριγ. ΔΑΒ είναι ισοσκελές. Τότε ή διάμεσος ΔΜ εΐναι 
καί ύψος του, ήτοι ΔΜ ΑΒ. "Αρα τύ σημεΐον Δ ανήκει είς τύ μεσοκάθετον 
έπίπεδον (Π) τοΰ τμήματος ΑΒ. 
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Παρατήρησίς. Έκ του προηγουμένου Θεωρήματος, έπεταί 6τι ό γεω- 
μετρικός τόπος των σημείων του χώρου, τά όποια ίσαπέχουν έκ δύο δοθέντων 
σημείων Α καί Β είναι τό μεσοκάθετον επίπεδον του τμήματος ΑΒ. 

^14) Θεώρημα. Έκ δύο παραλλήλων ευθειών, (ε Χ ) καί (ε^), έάν ή μία 
τέμνεται ύπό έπιπέδου (Π), τότε και ή άλλη τέμνεται ύπό τοϋ (Π). 

Άπόδειξις. Έστω ότι ή (ε χ ) τέμνεται ύπό του έπιπέδου (Π) εις τό 
σημεΐον Α (σχ. 411). Αί δύο παράλληλοι εύθεΐαι (ε χ ) καί (ε 2 ), καθορίζουν 
επίπεδον (Ρ), τό όποιον έχει μετά τοΰ (Π) κοινόν τό σημεΐον Α. Άρα έχουν 
καί κοινήν εύθεΐαν, ή οποία, ώς άνήκουσα εις τό επίπεδον (Ρ) καί τέμνουσα 
τήν εύθεΐαν (ε Χ ) εις τό Α, θά τέμνη καί τήν παράλληλόν της εις τό Β. Τό Β 
επομένως, ώς άνήκον εις τήν τομήν των δύο επιπέδων, ανήκει καί εις τό (Π), 
ήτοι τό έπίπεδον (Π ) τέμνει καί τήν (ε 2 ) εις τό Β. 

V*) 

(ε \ <ρ>\ 

Σχ. 411 

(41ξ). Θεώρημα. Έάν δύο εύθεΐαι (£ 1 ) καί (ε^) είναι κάθετοι έπί έπίπεδον 
(II), είναι μεταξύ των παράλληλοι. 

Άπόδειξις. Κατ’ άρχάς παρατηροϋμεν δτΐ αί εύθεΐαι (ε Χ ) καί (ε 2 ) άπο- 
κλείεται νά τέμνωνται, διότι τότε άπό τό κοινόν σημεΐον των θά ύπηρχον δύο 
κάθετοι έπί τό αύτό έπίπεδον (Π) (σχ. 412). Αρκεί επομένως νά δειχθή 
ότι αί (ε Χ ) καί (ε 2 ) εΐναι συνεπίπεδοι. 

Α καί Β εΐναι τά ΐχνη των (ε χ ) καί (ε 2 ) 
έπί τό έπίπεδον (Π) άντιστοίχως. Έκ τοΰ Α 
φέρομεν εύθεΐαν τοΰ (Π) κάθετον έπί τήν ΑΒ 
καί επ’ αυτής λαμβάνομεν ΑΓ = ΑΔ. Τότε τό 
τριγ. ΒΓΔ εΐναι ισοσκελές, διότι έχει τήν ΒΑ 
ώς ύψος καί διάμεσον. Άρα ΒΓ — ΒΔ. Αί εύ- 
θεΐαι (ε Χ ) καί ΑΒ καθορίζουν τό μεσοκάθετον 
έπίπεδον τοΰ τμήματος ΓΔ, διότι (ε χ ) ΓΔ καί 
ΑΒ ΓΔ. Τό σημεΐον Β της (ε 2 ) ανήκει προ- 
φανώς εις τό έπίπεδον τοΰτο. "Εστω Ζ τυχόν 
σημεΐον τής εύθείας (ε 2 ). Τά ορθογώνια τρίγωνα ΖΒΓ καί ΖΒΔ έχουν 
τήν ΖΒ κοινήν καί ΒΓ — ΒΔ. Άρα εΐναι ΐσα => ΖΓ — ΖΔ. Έξ αύτής έπεται 
ότι τό σημεΐον Ζ ανήκει εις τό μεσοκάθετον έπίπεδον τοΰ τμήματος ΓΔ. Γοτε 
19 




Σχ. 410 
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Κάθετα και πλάγια τμήματα ττρός επίπεδον 


καί ή ευθεία (ε 2 ) άνήκει είς τό επίπεδον τούτο καί επομένως είναι συνεπίπεδος 
της (ε χ ). ’Άρα είναι (ε^// (ε 2 ). 

(^ΐβ) Θεώρημα. Έάν δύο εύθεΐαι (ε*) καί (ε 2 ) είναι παράλληλοι καί 
έπίπεδον (Π) είναι κάθετον έπί τήν μίαν έξ αύτών, τότε τό (Π) είναι κάθετον 
και έπί τήν άλλην. 

Άπόδειξις. Έστω (Π) _]_ (ε χ ) είς τό σημεΐον Α (σχ. 413). Τό έπίπεδον 
(Π) θά τέμνη οπωσδήποτε καί τήν εύθεΐαν (ε 2 ) είς σημεΐον Β, διότι είναι 
(ε 1 )//(ε 2 ) (§ 414) καί θά είναι (ε χ ) _]_ ΑΒ=> (ε 2 ) ΑΒ. Αρκεί επομένως 
να δειχθή ότι ή (ε 2 ) είναι κάθετος καί είς άλλην μίαν εύθεΐαν του επιπέδου (Π ). 

Φ| 




Σχ. 413 


Σχ. 414 


Έκ του σημείου Β καί έπί του επιπέδου (Π) φέρομεν τήν ΒΓ ΑΒ καί 
έστω Δ τυχόν σημεΐον τής εύθείας (ε χ ). Γνωρίζομεν ότι ΔΒ _]_ ΒΓ (θεώρ. 
τριών καθέτων) καί επομένως ΒΓ _]_ (ΑΒΔ). Τό έπίπεδον όμως (ΑΒΔ) συμ- 
πίπτει μέ τό έπίπεδον (Ρ) των δύο παραλλήλων (ε Χ ) καί (ε 2 ), διότι έχουν 
κοινήν τήν εύθεΐαν (ε Χ ) καί τό σημεΐον Β. Άρα θά είναι (ε 2 ) _[_ ΒΓ. Τότε βμως 
είναι (ε 2 ) Τ (Π). 

( 417 ) . Θεώρημα. Έάν δύο εύθεΐαι (ε Χ ) και (ε 2 ) είναι παράλληλοι πρός 
τρίτην εύθεΐαν (ζ), είναι καί μεταξύ των παράλληλοι. 

Άπόδειξις. Άς θεωρήσωμεν έπίπεδον (Π)_]_(ζ) (σχ, 414). Τότε θά 
είναι (Π)_|_(ε 1 ) διότι (ε 1 )//(ζ) (§ 416). Διά τον αύτόν λόγον θά είναι 
καί (Π)_1_(ε 2 ). Άρα (ε Χ )//(ε 2 ), ώς κάθετοι έπί τό αυτό έπίπεδον (Π) 

(§ 415 ^ 

ΚΑΘΕΤΑ ΚΑΙ ΠΛΑΓΙΑ ΕΥΘΥΓΡΑΜΜΑ ΤΜΗΜΑΤΑ 

( 418 ) Θεώρημα. Έκ σημείου Α έκτός έπιπέδου (Π) κειμένου : 

ί)Τό κάθετον τμήμα πρός τό έπίπεδον (Π) είναι μικρότερο ν παντός 
πλαγίου. 

η) Τά ίχνη δύο ίσων πλαγίων τμημάτων ίσαπέχουν άπό τό ίχνος τού» 
καθέτου τμήματος. 

ϋί) Τά ίχνη δύο άνίσων τμημάτων άπέχουν όμοιοστρόφως άνίσους άπο- 
στάσεις άπό τό ίχνος τού καθέτου τμήματος. 
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Άπόδειξις. 

ΐ) ΑΒ _]_ (Π). Τό τρίγωνον ΑΒΓ είναι ορθογώνιον εις τό Β (σχ. 415) 
και έπομένως είναι ΑΒ < ΑΓ. 

ϋ) Έστωσαν ΑΓ καί ΑΔ δύο ίσα πλάγια εύθύγραμμα τμήματα. Τά 
όρθογώνια τρίγωνα ΑΒΓ καί ΑΒΔ έχουν τάς ύποτεινούσας των ίσας καί την 
ΑΒ κοινήν. Άρα είναι ισα =» ΒΓ = ΒΔ. 

ίϋ) Έστωσαν ΑΕ, ΑΔ δύο άνισα εύθύγραμμα τμήματα μέ ΑΕ > ΑΔ. 
Έπί της ΕΒ λαμβάνομεν σημεΐον Ζ τοιοΰτον ώστε να είναι ΑΖ = ΑΔ => ΒΖ 
= ΒΔ καί ΑΕ > ΑΖ => ΒΕ > ΒΖ => ΒΕ > ΒΔ. 

4ΐ9ύ Θεώρημα. Εις τό σύνολον τ<δν εύθυγράμμων τμημάτων τ(δν άγο>- 
μένων~έκ σημείου Α προς έπίπεδον (Π) : 
ί) Μικρότερον δλων είναι τό κάθετον. 

η) Δύο τμήματα είναι ίσα, έάν τά ίχνη των έπί τό έπίπεδον (Π) ίσαπέχουν 
άπό τό ίχνος τού καθέτου τμήματος. 


Α 




Σχ. 415 Σχ. 416 

ίίί) Δύο τμήματα είναι άνισα, έάν τά ίχνη των έπί τό έπίπεδον (Π) άπέ- 
χουν δμοιοστρόφως άνίσους άποστάσεις άπό τό ίχνος τού καθέτου τμήματος. 

Άπόδειξις. 

ί) Φέρομεν τό κάθετον τμήμα ΑΒ _Γ (Π) καί τυχόν τμήμα ΑΔ πλάγιον 
ώς προς τό (Π ). Τό τρίγωνον ΑΒΔ είναι ορθογώνιον εις τό Β καί έπομένως 
ΑΒ κΐ ΑΔ, ήτοι τό κάθετον τμήμα είναι μικρότερον παντός πλαγίου (τό = 
ισχύει εις την περίπτωσιν, κατά την οποίαν τό Δ συμπίπτει μέ τό Β). 

ϋ) ΑΒ _1_ (Π) (σχ. 416) καί έστω ΒΓ = ΒΔ => ΑΒΓ = ΑΒΔ, διότι 
είναι ορθογώνια μέ ΒΓ = ΒΔ καί την ΑΒ κοινήν. Άρα ΑΓ = ΑΔ. 

ίϋ) Έστω ΒΕ > ΒΔ. Έπί τής ΒΕ λαμβάνομεν τμήμα ΒΖ = ΒΔ => 
ΑΖ = ΑΔ καί ΒΕ > ΒΖ => ΑΕ > ΑΖ => ΑΕ > ΑΔ. 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

Α'. 

726. Δίδεται ευθεία (ε) καί δύο σημεία Α καί Β τοϋ χώρου. Νά εύρεθή έπί τΐΐς 
ευθείας (ε) σημεΐον Μ, τό όποιον νά ίσαπέχη έκ τών Α καί Β. 
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Παραλληλία ευθείας καί έτππέδον/ 


727. Δίδονται δύο σημεία Α καί Β καί εύθεϊα (ε) εις τόν χώρον. Νά εύρεθή σημεΐον 
Γ της ευθείας (ε) τοιοΰτον ώστε τό τρίγωνον ΑΒΓ νά είναι ισοσκελές α) μέ κορυφήν τό Γ 
β ) μέ κορυφήν τό Α. 

728. Δίδεται έπίπεδον (Π) καί δύο σημεία Α καί Β έκτός αύτοΰ. Νά εύρεθοϋν τά 
σημεία τοϋ έπιπέδου (Π), τά όποια ίσαπέχουν έκ των Α καί Β. 

Γ729^ Νά άποδειχθή δτι τά μέσα των πλευρών στρεβλού τετράπλευρου (τοϋ οποίου 
αί κορυφαί δέν κεΐνται έπί τοϋ αύτοΰ έπιπέδου ) είναι κορυφαί παραλληλογράμμου. Πότε 
τούτο είναι ρόμβος ; 

(730) Δίδεται παραλληλόγραμμον ΑΒΓΔ. Δείξατε δτι τά Α καί Γ Ισαπέχουν άπό 
κάθε έπίπεδον διερχόμενον διά της ΒΔ. 

Β. 

731. Δίδεται έπίπεδον (Π), ευθεία (ε) καί σημεΐον Α. Διά τού Α νά άχθή εύθύγραμ- 
μον τμήμα £χον τά άκρα του Β καί Γ επί της ευθείας (ε) καί τοϋ έπιπέδου (Π) άντιστοίχως 

.... ' τ ΑΒ 1 

ούτως, ώστε να είναι : = 

ΑΓ 2 

732. ΈπΙ έπιπέδου (Π) δίδονται δύο σημεία Α καί Β. Έκ τών Α καί Β φέρομεν 
προς τό αυτό μέρος τοϋ (Π) καθέτους έπί τό έπίπεδον (Π) καί έπ’ αυτών λαμβάνομεν 
τμήματα ΑΓ = κ καί ΒΔ = λ. Νά εύρεθή ό γ. τόπος τών σημείων του έπιπέδου (Π), άπό 
τά όποια τά τμήματα ΑΓ καί ΒΔ φαίνονται υπό ΐσας γωνίας. 

733. Νά εύρεθή σημεΐον, τό όποιον νά Ισαπέχη άπό τέσσαρα δοθέντα σημεία Α, Β, 
Γ,Δ μή κείμενα έπί τοϋ αύτοΰ έπιπέδου. 

734. Δίδεται στρεβλόν τετράπλευρον ΑΒΓΔ (στρεβλόν καλείται τό τετράπλευρου,, 
τοΰ όποιου αί τέσσαρες κορυφαί δέν άνήκουν είς τό αύτό έπίπεδον). Άπό τά μέσα Ε καί Ζ 
τών δύο άπέναντι πλευρών του ΑΒ καί ΓΔ φέρομεν έπίπεδον (Π), τό όποιον τέμνει τάς 

ΗΑ ΘΒ 


ΑΔ καί ΒΓ είς τά σημεία Η καί Θ άντιστοίχως. Δείξατε δτι : 


ΗΔ 


ΘΓ 


ΠΑΡΑΛΛΗΛΙΑ ΕΥΘΕΙΑΣ ΚΑΙ ΕΠΙΠΕΔΟΥ 

(420) 'Ορισμός. Ευθεία (ε) καλείτ αι παράλλ ηλος προς έπίπεδον (Π), 
έάν ητομή των είναι τό κενόν σύνολο ν : (ε) / / (Π) <=>■ (ε) Π (Π) — 0 
(σχ. 417). 

Τότε καί. τό επίπεδον (ΓΙ) καλείται παράλληλον τής ευθείας (ε). 

\^21). Θεώρημα. Δίδεται έπίπεδον (Γ1), ευθεία (ζ) αυτού και σημεΐον 
Α έκτδς αύτοΰ. Έκ τοΰ Α θεωροΰμεν εύθεϊαν (ε) / / (ζ). Τότε ή ευθεία (ε) 
είναι παράλληλος πρός τό έπίπεδον (Π). 

Άπόδειξίς. Αί εύθεΐαι (ε) καί (ζ), ώς παράλληλοι, καθορίζουν έπίπεδον 
(Ρ) (σχ. 417), τό όποιον τέμνεται μετά τοϋ (Π) κατά τήν εύθεϊαν (ζ). Ή 
εύθεϊα (ε), ώς εύθεϊα τοϋ έπιπέδου (Ρ), άνήκει έξ ολοκλήρου είς αύτό. Επο- 
μένως, έάν ή (ε) έτεμνε τό (Π ) είς σημεΐον Σ, θά έπρεπε αύτό νά άνήκη είς τό 
κοινόν μέρος τών δύο έπιπέδων, ήτοι είς τήν εύθεϊαν (ζ). Τοΰτο όμως είναι 
άτοπον, καθ’ δτι είναι (ε) / /(ζ), ’Άρα ή εύθεϊα (ε) είναι παράλληλος πρός τό 
έπίπεδον ( Π ) . 

Παρατήρησις. ’ Από τό προηγούμενον θεώρημα έπεταί δτι άπό σημεΐον 
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Α έκτος επιπέδου (Π) υπάρχουν άπειροι εύθεΐαι παράλληλοι πρός τό έπί- 

Λτεδον (Π). 

Ν^Ρ^ΤΙόρισμα. Έάν ευθεία (ε) είναι παράλληλος προς τήν τομήν ΑΒ ,δφ 
πεμνομένων έπιπέδων (Π) καί (Ρ) (σχ. 418), μή άνήκουσα είς αύτά, είναι 
παράλληλος προς άμφότερα τά έπίπεδα. 


ϋΐ 


(Ρ) 



£1 


V 


(ζ) 






Σχ. 417 


Σχ. 418 


^22^> Θεώρημα. Έάν εύθεΐα (ε) είναι παράλληλος πρός έπίπεδον (Π), 
παν έπίπεδον (Ρ) διερχόμενον διά τής ευθείας (ε) και τέμνον τό έπίπεδον 
(Π), τό τέμνει κατά εύθεϊαν (ζ) / / (ε). »«· ^ 

Άπόδειξις. Αί εύθεΐαι (ε) καί (ζ) είναι συνεπίπεδοι (σχ. 419). Αρκεί 
επομένως νά δειχθη 6τι δέν έχουν κοινόν σημεΐον. Ασφαλώς 6μως δέν έχουν 
κοινόν σημεΐον, διότι, έάν υπήρχε κοινόν σημεΐον Σ, τούτο, ώς σημεΐον τής 
εύθείας (ζ), θά εύρίσκετο έπί τού επιπέδου (Π). Αλλά τότε ή εύθεΐα (ε) θά 
είχε τό σημεΐον της Σ έπί τού επιπέδου (Π), 6περ άτοπον, διότι είναι (ε)// 
(Π ). "Αρα είναι (ε) // (ζ). 

ν^23ι. Θεώρημα. Έστω έπίπεδον (Π)» σημεΐον Α αύτοϋ καί εόθεια 
(ε)//(Π). Έκ τού Α θεωροΰμεν εύθεϊαν (ζ) //(ε). Τότε ή εύθεΐα (ζ) είναι 
εύθεΐα τού έπιπέδου (Π). 



Σχ. 419 



Απόδειξις. Αί δύο παράλληλοι εύθεΐαι (ε) καί (ζ) καθορίζουν έπίπεδον 
(Ρ) (σχ. 420). Τά δύο έπίπεδα (II) καί (Ρ) έχουν κοινόν σημεΐον τό Α. 
Επομένως θά έχουν καί κοινήν εύθεϊαν καί μάλιστα αΰτη πρέπει νά είναι 
παράλληλος τής εύθείας (ε) (§ 422). Επειδή έπί πλέον πρέπει νά διέρχεται 
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Λ 


άπό τό σημεΐον Α, δεν είναι άλλη παρά ή ιδία ή ευθεία (ζ). ’Άρα ή εύθεΐα (ζ) 
ώς κοινή διά τά δύο επίπεδα, άνήκει καί είς τό επίπεδον (Π). 

^ /^ 24 ) Θεώρημα. Έάν ευθεία (ε) είναι παράλληλος πρός έπίπεδον (Π), 
δλα τα σημεία της ίσαπέχουν άπό τό έπίπεδον καί άντιστρόφως. 

Άπόδειξίς. ’Έστωσαν Α·-~'άαί Β δύο σημεία 
τής εύθείας (ε) (σχ. 421). Φέρομεν ΑΑ'_]_(Π) 
καί ΒΒ' _]_ (Π ) => ΑΑ' / /ΒΒ'. Αί παράλληλοι 
ΑΑ' καί ΒΒ' καθορίζουν επίπεδον (Ρ). Το 
(Ρ) τέμνει τδ έπίπεδον (Π) κατά την εύθεΐαν 
Α'Β' καί επομένως θά είναι Α'Β' / / (ε) (§ 422 ). 

Τότε τδ τετράπλευρον ΑΒΒ'Α' είναι παραλλη- 
λόγραμμον, ώς έχον τάς άπέναντι πλευράς του 
παραλλήλους. Επομένως είναι ΑΑ' = ΒΒ'. 

Άντιστρόφως. Έστω δτι τά σημεία Α καί Β τής εύθείας (ε) ίσαπέχουν 
άπδ τδ έπίπεδον (Π), ήτοι είναι ΑΑ' = ΒΒ'. Τότε τδ τετράπλευρων ΑΒΒ'Α' 
είναι παραλληλόγραμμον ώς έχον τάς ΑΑ' καί ΒΒ' ίσας καί παραλλήλους 
(κάθετοι έπί τδ (Π ) ). Άρα είναι ΑΒ / /Α'Β' καί έπομένως (ε ) / / (Π ) (§ 421 ). 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ 



Σχ. 421 


ΐ 735. Α ύο έπίπεδα (IX) καί (Ρ) τέμνονται κατά εύθεΐαν ΑΒ. Έπίπεδον (Σ ) παράλ- 
ληλον'τήςΑΒ τέμνει τά έπίπεδα (Π) καί (Ρ). Νά άποδειχθή δτι αί τομαί είναι παράλ- 
ληλοι. 

Άπό δοθέν σημεΐον Α νά άχθη ευθεία παράλληλος πρός δύο δοθέντα έπίπεδα 
(Π) καί (Ρ). 

737. Δίδεται εύθεΐα (ε) καί δύο τεμνόμενα έπίπεδα (Π) καί (Ρ). Νά άχθη διά τής 
εύθείας (ε) έπίπεδον τέμνον τά έπίπεδα (Π) καί (Ρ) κατά εύθείας παραλλήλους. 

ν- 738, Νά άχθη έπίπεδον διερχόμενον διά δοθείσης εύθείας (ε) καί ίσαπέχον έκ δύο. 
δοθέντων σημείων Α καί Β. 

739. Νά άχθη έπίπεδον διερχόμενον είς ίσας άποστάσεις άπό τέσσαρα σημεία Α, Β, 

Γ,Δ. 

Β. 


740. Δίδονται τρεις άσύμβατοι εύθεϊαι (ε Χ ), (ε 3 ) καί (ε). Νά άχθοΰν διά των (ε Χ ) 
καί (ε 2 ) δύο έπίπεδα (Π) καί (Ρ), τεμνόμενα κατά εύθεΐαν ΑΒ // (ε). 

741. Δύο τρίγωνα ΑΒΓ καί Α'Β'Γ' είναι τοποθετημένα ούτως, ώστε νά είναι ΑΒ// 
Α'Β', ΒΓ//ΒΤ', ΓΑ//ΓΆ. Δείξατε δτι αί εύθεϊαι ΑΑ', ΒΒ', ΓΓ' διέρχονται διά του 
αύτοΰ σημείου ή εΐναι παράλληλοι. 

742. Δίδεται έπίπεδον (Π), εύθεΐα (ε)//(Π) καί σημεΐον Σ. Νά άχθη διά του Σ 
εύθεΐα τέμνουσα τήν εύθεΐαν (ε) είς σημεΐον Α καί τό έπίπεδον (Π) είς σημεΐον Β ούτως, 
ώστε νά είναι ΑΒ = λ, δπαυ λ δοθέν μήκος. 

743. Δίδεται έπίπεδον (Π), δύο σημεία Α, Β καί εύθύγραμμον τμήμα α//(Π). 
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Διά των σημείων Α καί Β νά άχθοϋν δύο παράλληλοι εύθεΐαι, τέμνουσαι τό έπίπεδον (Π) είς 
τά Α' καί Β' άντιστοίχως ούτως, ώστε νά είναι Α'Β'//=α. 

744. (Θεώρημα ϋβδ&Γ£ϋβδ). Δύο τρίγωνα ΑΒΓ καί Α'Β'Γ' είναι τοποθετημένα 
είς τρόπον, ώστε αί εύθεΐαι ΑΒ καί Α'Β' νά τέμνωνται είς σημεΐον Κ, αί ΒΓ καί Β'Γ' νά 
τέμνωνται είς σημεΐον Α καί αί ΓΑ καί ΓΆ' νά τέμνωνται είς σημεΐον Μ. Δείξατε δτι α) 
τά σημεία Κ, Α, Μ εύρίσκονται έπ’ ευθείας, β) αί εύθεΐαι ΑΑ', ΒΒ', ΓΓ' διέρχομαι διά του 
αυτού σημείου ή είναι παράλληλοι. 

745. Δίδεται στρεβλόν τετράπλευρου ΑΒΓΔ, έπίπεδον (Π) παράλληλον πρός τάς 
δύο απέναντι πλευράς του ΑΒ καί ΓΔ, τό όποιον τέμνει τάς ΑΔ καί ΒΓ είς τά σημεία Ε καί 


Ζ άντιστοίχως. 


Δείξατε δτι : 


ΕΑ 

ΕΔ 


ΖΒ 

ΖΓ 



% 


ΠΑΡΑΛΛΗΛΑ ΕΠΙΠΕΔΑ 


(425/ Όρισμός. Δύο έπίπεδα (Π) καί (Ρ) καλούνται παράλληλα, έάν ή 
τομή των; είναι τό κενόν σύνολον : (Π)//(Ρ) -<=> (Π) Π (Ρ) = βί 1<σχ. 422). 

ί 

(426) Θεώρημα. Δύο έπίπεδα (Π) καί (Ρ), κάθετα έπί την αύτήν εύθεϊαν 
(ε), είναι μεταξύ των παράλλληλα. 


^ΖΙΑ 



Σχ. 422 


Σχ. 423 


’Απόδειξις. ’Έστω δτι ή ευθεία (ε) τέμνει τά έπίπεδα (Π) καί (Ρ) είς 
τά σημεία Α καί Β (σχ. 423). Τά έπίπεδα άποκλείεται νά τέμνωνται. Διότι, 
έάν υπήρχε εν κοινόν σημεΐον Σ αύτών, έκ του Σ θά ύπήρχον δύο εύθεΐαι ΣΑ 
καί ΣΒ κάθετοι έπί την εύθεϊαν (ε), 6περ άτοπον. ’Άρα τά έπίπεδα (Π) καί 
(Ρ) είναι παράλληλα. 


(427,2 Θεώρημα. Έάν δύο έπίπεδα (Π) καί 
(Ρ) είναι παράλληλα, πάσα εύθεϊα (ε), τέμναυ- 
σα τό εν έξ αύτών, τέμνει καί τό άλλο. 

Άπόδειξις. ’Έστω δτι ή εύθεϊα (ε) τέμνει 
τό έπίπεδον (Π) είς τό σημεΐον Α (σχ. 424). 
Ααμβάνομεν τυχόν σημεΐον Γ του επιπέδου (Ρ ) 
καί έξ αύτοΰ φέρομεν εύθεϊαν (ζ)//(ε). Τό έ- 
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πίπεδον (Π), ώς τέμνον την εύθεΐαν (ε), θά τέμνη καί την παράλληλον 
αύτης (ζ) είς σημεΐον Δ (§ 414). "Αρα ή εύθεΐα (ζ), ώς εχουσα σημεΐον 
της- Δ έκτος του επιπέδου (Ρ), δέν είναι εύθεΐα του (Ρ). Το επίπεδον (Ρ) 
όμως τέμνει την ευθείαν (ζ) είς το Γ καί έπομένως θά τέμνη καί τήν παράλ- 
ληλόν της (ε) είς σημεΐον Β. 

(428 ' Θεώρημα. Έάν δύο έπίπεδα (Π) και (Ρ) είναι παράλληλα, παν 
έπίπε&ον (Σ) τέμνον τό έν έξ αύτΦν, τέμνει και τό άλλο. 

Άπόδείξις. Έστω ότι τό επίπεδον (Σ) τέμνει τό (Π) κατά τήν εύθεΐαν 
ΑΒ (σχ. 425). Θεωροϋμεν τυχοΰσαν εύθεΐαν (ε) τού επιπέδου (Σ) τέμνουσαν 
τήν ΑΒ είς τό Γ. 'Η εύθεΐα (ε), τέμνουσα τό επίπεδον (Π) είς τό σημεΐον Γ, 
θά τέμνη καί τό παράλληλον αύτοΰ επίπεδον (Ρ ) είς σημεΐον Δ. Έξ αύτοΰ 
έπεται ότι τό έπίπεδον (Σ) έχει τό σημεΐον του Δ επί τού έπιπέδόυ (Ρ) καί 
έπομένως τό τέμνει. 


(429) ^Θεώρημα. Αί τομαί δύο παραλλήλων έπιπέδων (Π) καί (Ρ), ύπό 
τρίτοϊΓεπιπέδου (Σ), είναι εύθεΐαι παράλληλοι. 

Άπόδείξις. Έστω ότι τό έπίπεδον (Σ) τέμνει τά παράλληλα έπίπεδα (Π) 
καί (Ρ) κατά τάς εύθείας ΑΒκαίΓΔ άντιστοίχως (σχ. 426). Αί εύθεΐαι ΑΒ 
καί ΓΔ είναι συνεπίπεδοι, ώς εύθεΐαι τού έπιπέδόυ (Σ). Αποκλείεται νά έ'χουν 
κοινόν σημεΐον, διότι άνήκουν είς τά παράλληλα έπίπεδα (ΓΙ) καί (Ρ). 
Άρα είναι ΑΒ / / ΓΔ. 





Σχ. 425 


Σχ. 426 


Πόρισμα. Δύο παράλληλα εύθύγραμμα τμήματα ΑΒ και ΓΔ, μέ τά άκρα 
των έπι δύο παραλλήλων έπιπέδων (Π) καί (Ρ) είναι Ισ α. 

Άπόδείξις. Τά παράλληλα εύθύγραμμα τμήματα ΑΒ καί ΓΔ καθορί- 
ζουν έπίπεδον (Σ), τό όποιον τέμνει τά έπίπεδα (Π) καί (Ρ) κατά τάς ΑΓ 
καί ΒΔ (σχ. 427). Τότε θά είναι ΑΓ / /ΒΔ (§ 429) καί έπομένως τό ΑΒΔΓ 
είναι παραλληλόγραμμον => ΑΒ = ΓΔ. 
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(^ 430 ) Θεώρημα. Έάν δύο έπίπεδα (Π) και (Ρ) είναι παράλληλα, πδσα 
εόθεΐα(ε), κάθετος έπι τό εν έξ αότών, είναι κάθετος και έπι τό άλλο. 

Άπόδειξις. ’Έστω 6τι (ε) _|_ (Π) (σχ. 428). 'Η ευθεία (ε), έφ’ όσον 
τέμνει, τό επίπεδον (Π) εις σημεΐον Α, θά τέμνη καί τό παράλληλον αύτοΰ 
επίπεδον (Ρ) εις σημεΐον Β. Έκ του σημείου Α θεωρουμεν δύο τυχούσας 
εύθείας ΑΓ καί ΑΔ του έπιπέδου (Π). 'Η (ε) μετά των ΑΓ καί ΑΔ καθο- 




ρίζει δύο έπίπεδα (Σ) καί (Τ) άντιστοίχως, τά όποια, ώς τέμνοντα τό (Π) 
κατά τάς ΑΓ καί ΑΔ, θά τέμνουν καί τό παράλληλόν του επίπεδον (Ρ) κατά 
τάς ΒΕ καί ΒΖ άντιστοίχως καί θά είναι μάλιστα ΑΓ / /ΒΕ καί ΑΔ / / ΒΖ 
(§ 429). Επειδή (ε) _|_ (Π) => (ε) Α ΑΓ καί (ε) _|_ ΑΔ. Τότε βμως θά 
είναι καί (ε) _)_ΒΕ καί (ε) _|_ ΒΖ => (ε) _|_ (Ρ). 

^31) Θεώρημα. Άπό σημεΐον Α κείμενον έκτός έπιπέδου (Π) δύναται 
νά άχθη *έν μόνον έπίπεδον παράλληλον πρός τό (Π). 

Άπόδειξις. Έκ του σημείου Α φέρομεν εύθεΐαν ΑΒ _|_ ^Π) (σχ. 429). 
Φέρομεν επίσης ΑΓ ΑΒ καί ΑΔ ΑΒ, αί όποΐαι καθορίζουν τό μοναδικόν 
κάθετον έπίπεδον (Ρ) έπί τής ΑΒ εις τό σημεΐον Α. Είναι φανερόν τώρα ότι 
(Ρ)//(Π), ώς κάθετα έπί την αύτήν εύθεΐαν 
ΑΒ. Τό (Ρ) είναι καί τό μοναδικόν έπίπεδον έκ 
τοΰ Α παράλληλον πρός τό (Π), διότι, έάν υ- 
πήρχε καί δεύτερον έπίπεδον (Ρ' ) / / (Π ) => (Ρ' ) 

_|_ ΑΒ, διότι ΑΒ (Π). Αλλά τότε θά ύ- 
πήρχον δύο κάθετα έπίπεδα έκ του Α έπί την 
ΑΒ τό (Ρ) καί τό (Ρ' ), βπερ άτοπον. ’Άρα έκ 
τοΰ Α έν μόνον έπίπεδον υπάρχει παράλληλον 
πρός τό (Π ). 



ν^3Ζ^9Άπόστασις δύο παραλλήλων έπιπέδων (Π) και (Ρ) καλείται 
τό μήκος α τοΰ καθέτου εύθυγράμμου τμήματος ΑΒ των δύο έπιπέδων. Τά 




ο 


298 


Παράλληλα έπίπεδα 


Α καί Β είναι σημεία των επιπέδων (Π) καί (Ρ) άντιστοίχως (σχ. 


£ 

£ 


Β 


Η 7 

Ρ=7 


14330 Θεώρημα. Δύο γωνίαι χΟγ καί 

χΌ'υ', Εχουσαι τάς πλευράς των παραλλήλους 
και όμορρόπους, είναι ΐσαι, τά δέ έπίπεδα, τά 
καθοριζόμενα όπ’ αυτών, είναι παράλληλα. 

Άπόδειξις. Έπί των παραλλήλων εύ- 
θειών Οχ καί Ο'χ' λαμβάνομεν σημεία Α 

καί Α' άντιστοίχως ούτως, ώστε νά είναι ΟΑ — ΟΆ' => το ΟΑΑΌ' 
είναι παραλληλόγραμμον => ΟΟ' / / = ΑΑ' (1) (σχ. 431). 'Ομοίως έπί των 
Ογ καί Ο'γ' λαμβάνομεν ΟΒ = Ο'Β' => τό ΟΒΒΌ' είναι παραλληλόγραμμον 
=> ΟΟ' 1 1 — ΒΒ' (2). Έκ των σχέσεων (1) καί (2) έπεται δτι ΑΑ' / / = 

Δ 

ΒΒ' => τό ΑΒΒ'Α' είναι παραλληλόγραμμον => ΑΒ = Α'Β'. Άρα ΟΑΒ — 
ΟΆ'Β', (Π - Π - Π). Επομένως θά είναι καί 0 = Ο' => χΟγ = χ'Ο'γ'. 



Αί δύο γωνίαι χΟγ καί χ'Ο'γ' καθορίζουν τά έπίπεδα (Π) καί (Π') 
άντιστοίχως. Επειδή Οχ / /Ο'χ' => Οχ / /(Π' ) (§ 421 ), ήτοι ή Οχ αποκλείεται 
νά τέμνη τό επίπεδον (Π'). 'Ομοίως ή Ογ, διότι Ογ / /Ο'γ' => Ογ//(Π'). 
Τότε άποκλείεται νά τέμνωνται καί τά έπίπεδα (Π) καί (Π'), διότι, εάν έτέ- 
μνοντο κατά εύθεΐαν ΚΛ, αυτή, ώς εύθεΐα τοϋ (Π), θά έπρεπε νά τέμνη του- 
λάχιστον μίαν έκ των Οχ καί Ογ καί αυτό σημαίνει ότι μία τούλάχιστον έκ 
των Οχ καί Ογ θά είνε σημεΐον της έπί του έπιπέδου (Π'), όπερ άτοπον. 
’Άρα είναι (Π)//(Π'). 

Πόρισμα. Έάν δύο τεμνόμεναι ευθεΐαι ένός έπιπέδου είναι παράλληλοι 
άντιστοίχως πρός δύο εύθείας ένός άλλου έπιπέδου, τά έπίπεδα είναι παράλ- 
ληλα. 


^34^) Θεώρημα. Έάν δύο έπίπεδα (Π) και (Ρ) είναι παράλληλα πρός 
τρίτον έπίπεδον (Σ), είναι καί μεταξύ των παράλληλα. ··' 

Άπόδειξις. (Π)//(Σ), (Ρ)//(Σ) (σχ. 432). Τά έπίπεδα (Π) καί 
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(Ρ ) άποκλείεται νάτέμνωνται, διότι, έάν έτέμνοντο, έξένός των κοινών σημείων 
των θά ύπήρχον δύο παράλληλα έπίπεδα πρός τό (Σ), 0περ άτοπον (§431). 
Άρα είναι (Π)//(Ρ). 


5^0435) Θεώρημα του Θαλοΰ. Έάν τρία τουλάχιστον έπίπεδα (Π), (Ρ) 
καί (Σ) είναι παράλληλα και τέμνωνται ύπό δύο εύθειών (ε) και (ζ) εις τά 
σημεία Α,Β,Γ, καί Δ,Ε,Ζ άντιστοίχως, τά άποκοπτόμενα τμήματα έκ τών ευ- 
θειών ύπό τών παραλλήλων έπιπέδων είναι άνάλογα. 

ΑΡ ΔΡ 

Άπόδειξις. Θά άποδείξωμεν ότι ·— = (σχ. 433). Έκ τού 


ΒΓ 


ΕΖ 


σημείου Δ φέρομεν εύθεΐαν ΔΒ'Γ' //ΑΒΓ. Αί δύο παράλληλοι εύθείαι 
καθορίζουν επίπεδον, τό όποιον τέμνει τά επίπεδα (Π), (Ρ) καί (Σ) κατά 
εύθείας παραλλήλους ΑΔ / /ΒΒ' / /ΓΓ'. ’Άρα τά τετράπλευρα ΑΒΒ'Δ καί 
ΒΓΓ'Β' είναι παραλληλόγραμμα => ΑΒ = ΔΒ' καί ΒΓ = Β'Γ'. 




Αί τεμνόμεναι εύθείαι ΔΕΖ καί ΔΒ'Γ' καθορίζουν έπίπεδον τό όποιον, 
τέμνει τά έπίπεδα (Ρ) καί (Σ) κατά εύθείας παραλλήλους ΒΈ / /Γ'Ζ. Άρα 

Α \ γ /Ω ' Ί ~ ·. λ » ' * I ΔΒ ' ΔΕ ΑΒ ΔΕ 

υα είναι (θεώρημα του Θαλου εις τό επίπεδον ) — - — => = * 

ΒΤ' ΕΖ ΒΓ ΕΖ 

Τό θεώρημα δύναται νά έπεκταθή καί διά περισσότερα των τριών έπι- 
πέδων. 

436. Θεώρημα. Τρεις εύθείαι (δ), (ε) καί (ζ) δχι τού αυτού έπιπέδου 
τέμνουν δύο παράλληλα έπίπεδα (Π) καί (Ρ) εις τά σημεία Α,Β,Γ, Δ καί Ε,Ζ 
άντιστοίχως (σχ. 434). Έάν έπ’ αυτών λάβωμεν σημεία Η,Θ καί I άντιστοί- 
χως καί πρός τό αυτό μέρος τού έπιπέδου (Ρ) τοιαΰτα, ώστε νά είναι : 
ΑΒ ΓΔ ΕΖ 

— = , τά σημεία Η,Θ καί I καθορίζουν έπίπεδον (Σ) παράλ- 

ΒΗ ΔΘ ΖΙ 

ληλον πρός τά έπίπεδα (Π) καί (Ρ). 
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Ασκήσεις 


Άπόδειξις. Έάν τό έπί-τίεδον (Σ) (σχ. 434), το όποιον καθορίζεται άπό 
τά σημεία Η, Θ καί I, δέν ήτο παράλληλον προς τα επίπεδα (Π) καί (Ρ), 
έκ των σημείων Η καί Θ θά διήρχετο §ν μόνον επίπεδον παράλληλον προς τά 
επίπεδα (Π) καί (Ρ) καί θά ετεμνε τήν ευθείαν (ζ) εις σημεΐον Γ, πρός τρ 
μέρος των Η καί Θ ώς πρός τό (Ρ) (διατί ;). Τότε θά ήτο (προηγούμενου 


θεώρημα) 


ΑΒ _ ΕΖ 
ΒΗ ~ ΖΙ' 


(1 ). Έξ ύποθέσεως όμως έχομεν 


ΑΒ _ ΕΖ 
ΒΗ ~ ΖΙ 


(2). Έκ των σχέσεων (1) καί (2) έπεται 


ΕΖ 

ΖΙ 7 



ΖΙ' — ΖΙ, ήτοι 


θά έπρεπε τό σημεΐον Γ νά συμπίπτη μετά τοΰ σημείου I. Έξ αύτοΰ 
Ιπεται δτι (Σ) / /(Π ) / /(Ρ). 


ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

Α'. 

^46^) Δίδεται έπίπεδον (Π) καί εύθεΐα (ε)//(Π). Διά τής (ε } νά άχθη έπίπεδον 

(Ρ)//(Π). 

\747./ Τρεις εύθεΐαι τοΰ χώρου Οχ, Ογ, καί Οζ έχουν κοινόν σημεΐον Ο καί τέμνον- 
ται ύποούο παραλλήλων έπιπέδων (Π) καί (Ρ) εις τά σημεία Α, Β, Γ καί Δ, Ε, Ζ άντι- 
στοίχως. Νά άποδειχθή δτι είναι τριγ. ΑΒΓ ^ τριγ. ΔΕΖ. 

748. Δίδεται έπίπεδον (Π) καί εύθεΐα (ε) έκτός αύτοΰ. Νά τοποθετηθή τμήμα 
δοθέντος μήκους λ μέ τά άκρα του έπί του έπιπέδου (Π) καί τής εύθείας (ε) καί παράλλη- 
λον πρός δοθεΐσαν διεύθυνσιν (δ). 

749. Δίδονται δύο παράλληλα έπίπεδα (Π)//(Ρ) καί σημεΐον Α τοΰ έπιπέδου (Π). 
Νά εύρεθή 6 γ. τόπος των σημείων τοΰ έπιπέδου (Π ) , τά όποια ίσαπέχουν έκ τοΰ σημείου 
Α καί τοΰ έπιπέδου (Ρ). 

750. Άπό σημεΐον Α νά άχθη εύθεΐα παράλληλος πρός έπίπεδον (Π), τέμνουσα 
δοθεΐσαν εύθεΐαν (ε). 

^Ε)Τρία παράλληλα έπίπεδα (Π), (Ρ), (Σ) κατά σειράν άπέχουν τά μέν (Π) καί 
(Ρ) 12θΓΠ, τά δέ (Ρ) καί (Σ) 8ογπ. Εύθεΐα (ε) τέμνει αύτά είς τά σημεία Α,Β,Γ άντι- 
στοίχως καί είναι ΑΒ — Ιβοιτι. Νά ύπολογισθή τό μήκος ΒΓ. 


Β'. 

\752./Δ ιά δοθέντος σημείου Α νά άχθη έπίπεδον ίσαπέχον άπό τρία δοθέντα σημεία 

β,γ,δΓ - ^ 

753. ’Επί δύο παραλλήλων έπιπέδων (Π) καί (Ρ) εύρίσκονται δύο κύκλοι (Κ,Κ) 
καί (Λ,ρ) άντιστοίχως. Νά άχθη εύθεΐα παράλληλος πρός δοθεΐσαν διεύθυνσιν (δ), ή όποια 
νά τέμνη_τούς δύο κύκλους. 

(Τ754.)Νά εύρεθή δ γ. τόπος των σημείων τοΰ χώρου, τά όποια διαιρούν είς δεδομένου 
λόγον μ/ν τά τμήματα, τά όποια έχουν τά άκρα των έπί δύο παραλλήλων έπιπέδοιν (Π) 
καί (Ρ). 

755. Δίδεται έπίπεδον (Π), δύο σημεία Α,Β αύτοΰ καί σημεΐον Κ έκτός αύτοΰ. Νά 
εύρεθή ό γ. τόπος τής τομής των έπιπέδων, τά όποια διέρχονται άντιστοίχως διά των ΚΑ 
καί ΚΒ καί τέμνουν τό έπίπεδον (ΓΙ) κατά εύθείας παραλλήλους. 



Ασύμβατοι εύθεϊαι 


301 


756. Δίδεται έπίπεδον (Π) καί σημεΐον Α έκτός αύτοΰ. Συνδέομεν τό Α μέ τυχόν 
σημεΐον Μ του έπιπέδου (Π) καί έπΐ τοΰ τμήματος ΑΜ λαμβάνομεν σημεΐον I τοιοϋτον, 
ί ΙΑ χ ^ ? 

ώστε - - - = — _ . Νά εύρεθή δ γ. τόπος του σημείου I. 

ΙΜ λ 


757. Δίδεται κύκλος (Ο,Κ) καί σημεΐον Α. Έάν Μ είναι τυχόν σημεΐον τοΰ κύκλου, 

ΑΔ _ κ 
ΑΜ λ ' / 


νά εύρεθή δ γ. τόπος τοΰ μέσου Δ τοΰ τμήματος ΑΜ. Νά γίνη γενίκευσις έάν 


758. Δίδονται τέσσαρα σημεία Α,Β,Γ,Δ. Νά κατασκευασθοΰν τέσσαρα ίσαπέχον- 
τα έπίπεδα, διερχόμενα διά των τεσσάρων δοθέντων σημείων άντιστοίχως. 

759. Δίδεται κύκλος (Ο,Κ) καί δύο σημεία Β καί Γ έκτός τοΰ έπιπέδου του. Μετα- 
βλητόν σημεΐον Α διαγράφει τόν κύκλον. Νά εύρεθή ό γ. τόπος τοΰ κ. βάρους τοΰ τριγώ- 
νου ΑΒΓ. 


ΑΣΥΜΒΑΤΟΙ ΕΥΘΕΙΑΙ 


(437.) * Ορισμός. Εις τ ήν §^396 εΐδομεν 6τι άσύμβατοι εύθεϊαι κα- 
λοϋνταΓόύο μή συνεπίπεδοί εύθεϊαι. 

Πόρισμα. Πδν έπίπεδον (Π), περιέχον μίαν έκ δύο άσυμβάτων εύθειών 
(ε) και (ζ), τέμνει τήν άλλην ή είναι παράλληλον πρός αυτήν (σχ. 435 α 
και β). 

(^38^ Γωνία δύο άσυμβάτων εύθειών. ’Έστωσαν (ε) καί (ζ) δύο 

άσύμβατοι εύθεϊαι (σχ. 436 ). Έκ τυχόντος σημείου Α τής εύθείας (ε) φέ- 
ρομεν εύθεΐαν Α χ//(ζ). 'Η γωνία ω των εύθειών (ε) καί Αχ* είναι άνε- 
ξάρτητος τής θέσεως του Α επί τήν εύθεΐαν (ε) καί καλείται γωνία των 
άσυμβάτων εύθειών (ε) καί (ζ). 

Πράγματι, έάν Α' είναι £ν άλλο σημεΐον τής εύθείας (ε) καί εξ αύτοΰ 
φέρωμεν εύθεΐαν Α'χ' //(ζ), θά είναι Αχ //Α'χ', ως παράλληλοι πρύς .τήν 

/Ν 

αύτήν εύθεΐαν (ζ). Άρα θά είναι καί Α = Α' 


ω. 



Θεώρημα. Έάν μία εύθεΐα (ε) είναι όρθογώνιος πρός δύο εύθείας 
(ζ) καί (η) ένός έπιπέδου (Π), ή εύθεΐα (ε) είναι κάθετος έπι τό έπίπεδον (Π). 

* Έπενθυμίζομεν δτι γωνία δύο τεμνομένων ευθειών καλείται ή μικροτέρα γωνία 
(όξεΐα) τήν δποίαν σχηματίζουν. 
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Άπόδειξις. 5 Από τό ίχνος Α της ευθείας (ε) επί του επιπέδου (Π) 
φέρομεν τάς ευθείας (ζ' ) / / (ζ ) καί (η 7 ) / / (η ) (σχ. 437 ). Αί εύθειαι (ζ' ) καί 
(η 7 ) άνήκουν είς τό επίπεδον (Π) (§ 394). Επειδή είναι (ε) (ζ) => (ε) 

_1_ (ζ' ). Όμοίως είναι καί (ε) _]_ (η 7 ). Άρα ή εύθεΐα (ε) είναι κάθετος επί 
τό έπίπεδον (Π), ώς κάθετος έπί δύο ευθείας του. 

^441^) Θεώρημα. Δοθεισών δύο Ασυμβάτων ευθειών (ε) και (ζ) ύπάρχουν 
δύο μόνον παράλληλα έπίπεδα (Π) καί (Ρ), έξ ών Εκαστον περιέχει άνά μίαν 
τών Ασυμβάτων. 

Άπόδειξις. Άπό σημεία Α καί Β τών άσυμβάτων εύθειων (ε) καί (ζ) 
άντιστοίχως φέρομεν άνά μίαν ευθείαν Αχ καί Βγ παράλληλον της (ζ) καί 
(ε) άντιστοίχως (σχ. 438). Τά δύο καθοριζόμενα έπίπεδα (Π) καί (Ρ) είναι 
παράλληλα, διότι δύο εύθειαι του ενός είναι άντιστοίχως παράλληλον" πρός δύο 
ευθείας του άλλου. 





Σχ. 437 


Σχ. 438 


Είναι καί τά μόνα παράλληλα έπίπεδα, τά όποια περιέχουν τάς δύο άσυμ- 
βάτους, διότι, εάν έκ του οίουδήποτε σημείου Α 7 τής εύθείας (ε) ήγετο Α'χ' 

//(ζ) => Α'χ'ε (Π) (§ 423). 

Πόρισμα. Δοθεισών δύο άσυμβάτων ευθειών (ε) και (ζ) όπάρχει εν μό- 
νον παράλληλον έπίπεδον (Π) προς την ευθείαν (ε), τό όποιον περιέχει την 
ευθείαν (ζ) (σχ. 439). 


ΚΟΙΝΗ ΚΑΘΕΤΟΣ ΔΥΟ ΑΣΥΜΒΑΤΩΝ ΕΥΘΕΙΩΝ 

*ν^42) Θεώρημα. Δοθεισών δύο άσυμβάτων ευθειών (ε) και (ζ), ύπάρχει 
μία και μόνον μία κοινή κάθετος αυτών. | 

Άπόδειξις. ’Εκ τυχόντος σημείου Γ τής εύθείας (ζ) φέρομεν εύθειαν 
Γχ//(ε) (σχ. 440). Αί δύο εύθειαι (ζ) καί Γχ καθορίζουν έπίπεδον (Π). Έκ 
τυχόντος σημείου Δ τής εύθείας (ε) φέρομεν ΔΗ (Π) καί έκ του Η την 
εύθειαν ΗΒ / / (ε). 'Η εύθεΐα ΗΒ ανήκει άσφαλώς είς τό έπίπεδον (Π ) (§ 423) 
καί επομένως τέμνει την εύθειαν (ζ) είς σημεΐον Β (άποκλείεται να είναι 
παράλληλοι, διότι τότε θά ήτο καί (ε)//(ζ)). Αί δύο παράλληλοι (ε) καί ΒΗ 
καθορίζουν έπίπεδον (Ρ) είς τό όποιον ανήκει προφανώς καί ή ΔΗ. 5 Από τό 
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σημεΐον Β φέρομεν ευθείαν παράλληλον πρδς τήν ΔΗ, ή οποία, ώς ευθεία 
του επιπέδου (Ρ), τέμνει την εύθείαν (ε) εις σημείον Α. Τδ τετράπλευρον 
ΑΔΗΒ είναι έκ κατασκευής παραλληλόγραμμον καί μάλιστα ορθογώνιον, 



διότι είναι ΔΗ (Π) => ΔΗ _|_ ΗΒ. ’Άρα θά είναι καί Α = I 1 - => ΑΒ _]_ 
(ε). Επειδή επί πλέον είναι ΔΗ _|_ (Π) => ΑΒ _]_ (Π) => ΑΒ (ζ). Επο- 
μένως ή ΑΒ είναι κοινή κάθετος διά τάς δύο άσυμβάτους ευθείας (ε) καί (ζ). 

'Η κοινή κάθετος ΑΒ των δύο ασυμβάτων εύθειών είναι καί ή μοναδική. 
Πράγματι έστω ότι ή ΙΚ (σχ. 441 ) είναι μία άλλη κοινή κάθετος των δύο 
ασυμβάτων. Έκ τού Κ φέρομεν Κ γ/ /(ε). Τότε ή ΙΚ θά είναι κάθετος επί τήν 
Κγ, ώς κάθετος επί τήν παράλληλόν της (ε). 'Η Κγ όμως άνήκει εις τδ επί- 
πεδον (Π), διότι Κγ / /(ε) / /Γχ. ’Άρα ΙΚ _[_ (Π), ώς κάθετος επί τάς δύο 
εύθείας του (ζ) καί Κγ => ΑΒ / /ΙΚ, ώς κάθετοι επί τδ αύτδ επίπεδον (Π) 
=> αί ΑΒ καί ΙΚ καθορίζουν επίπεδον, εις τδ όποιον άνήκει ή ΑΙ = (ε) καί 
ή ΒΚ == (ζ), ήτοι αί άσύμβατοι εύθεΐαι (ε) καί (ζ) είναι συνεπίπεδοι, όπερ 
άτοπον. ’Άρα μία μόνον είναι ή κοινή κάθετος δύο άσυμβάτων εύθειών. 

Θεώρημα. Έξ δλων των εύθυγράμμων τμημάτων, τών όποιων 
τά άκρα εύρίσκονται έπι δύο άσυμβάτων ευθειών (ε) και (ζ), μικρότερον είναι 
τό κοινόν κάθετον τμήμα ΑΒ τών δύο άσυμβάτων εύθειών. 

Άπόδειξις. Έστω ΑΒ τδ κοινδν κάθετον τμήμα των άσυμβάτων εύθειών 
(ε) καί (ζ) (σχ. 442). Έκ τού Β φέρομεν τήν Βχ//(ε), ή οποία μετά τής 
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"Απόστασις δύο ασυμβάτων ευθειών 


εύθείας (ζ) καθορίζουν επίπεδον (Π) / /(ε). Έάν ΚΑ εΤναι τυχόν εύθύγραμμον 
τμήμα μέ τά άκρα του επί των δύο άσυμβάτων εύθειών (ε)καί (ζ), αρκεί νά 
δειχθή δτι ΑΒ < ΚΛ. Φέρομεν ΚΓ _[_ (Π) =*■ ΑΒ = ΚΓ (§ 424). Άπδ- το 
ορθογώνιον τρίγωνον ΚΓΑ λαμβάνομεν ΚΓ < ΚΛ => ΑΒ < ΚΛ. 


Έλαχίστη άπόστασις δύο άσυμβάτων ευθειών ή άπλώς 
«άπόστασις δύο άσυμβάτων εύθειών» καλείται τό μήκος τοδ κοινού καθέ- 
του εύθυγράμμου τμήματος αύτών. 



ΑΣΚΗΣΕΙΣ 


Α'. 


(ε 1 ) καί (ε ι ) καί σημεΐον Α. Νά άχθη διά του 


(760^)Δίδον ται δύο άσύμβατοι εύθεΐαι 
Α εύθεια τέμνουσα τάς δύο άσυμβάτους. 

(761 Λ' Η κοινή κάθετος ΑΒ δύο άσυμβάτων ευθειών (ε Χ ) καί (ε 2 ) Ιχει μήκος 12θίΠ, 
ή δέ γωνία τών άσυμβάτων είναι 60°. Έπί τής ( ε ^ λαμβάνομεν τμήμα ΑΓ = θετή καί έττί 
τής (ε^ά-Τμήμα ΒΔ = 8θΐη. Νά ύπολογισθή τό μήκος του τμήματος ΓΔ (δύο περιπτώσεις). 

4762./Από τό μέσον Γ τοΰ κοινού καθέτου τμήματος ΑΒ δύο άσυμβάτων εύθειών 
(ε 1 ) καί (ε 2 ) φέρομεν έπίπεδον (Π ) παράλληλον πρός τάς άσυμβάτους. Νά άποδειχθή δτι 
κάθε τμήμα μέ τά άκρα του έπί τών δύο άσυμβάτων διχοτομείται υπό τοΰ επιπέδου (II). 

763. Δίδεται έπίπεδον (Π) καί δύο άσύμβατοι εύθεΐαι (ε Χ ) καί (ε 2 ) παράλληλοι 
πρός τό (Π). Νά άποδειχθή δτι ή κοινή κάθετος τών δύο άσυμβάτων είναι κάθετος εις τό 
έπίπεδον (Π). 

764. Είς στρεβλόν τετράπλευρον ΑΒΓΔ είναι ΑΒ — ΓΔ καί ΑΔ — ΒΓ. Δείξατε 
δτι ή συνδέουσα τά μέσα τών διαγωνίων του είναι ή κοινή κάθετος αύτών. 


Β'. 

765. Δίδονται δύο άσύμβατοι εύθεΐαι (ε,ή καί (ε 2 ). Νά άχθη ευθεία τέμνουσα τάς 
δύο άσυμβάτους καί έχουσα δοθεΐσαν διεύθυνσιν (δ). 

766. Μεταβλητού στρεβλού τετραπλεύρου ΑΒΓΔ αί κορυφαί Α,Β,Γ διατηρούνται 
σταθεραί, ένώ ή κορυφή Δ διαγράφει ευθείαν (ε). Νά εΰρεθή ή θέσις τού Δ έπί τής ευθείας 
(ε) ούτως, ώστε τό παραλληλόγραμμον, τό έχον κορυφάς τά μέσα τών πλευρών τοΰ τετρα- 
πλεύρου, είναι : α) όρθογώνιον, β) ρόμβος. 

767. Δίδεται έπίπεδον (Π), σημεΐον Α αύτού καί εύθεια (ε) τέμνουσα τό (II) είς 
τό Β. Νά άχθη διά τού Α εύθεια (ζ) τού έπιπέδου (Π) τοιαύτη, ώστε ή κοινή κάθετος τών 
άσυμβάτων (ε) καί (ζ) νά διέρχεται ϊ) διά τού σημείου Α, ϋ) διά τού σημείου Β. 

768. Διά νά είναι όρθογώνια δύο άσύμβατα εύθύγραμμα τμήματα ΑΒ καί ΓΔ, δεί- 
ξατε δτι πρέπει καί άρκεΐ νά είναι ΓΑ 2 — ΓΒ 2 ■= ΔΑ 2 — ΔΒ 2 . 

769. Δίδονται δύο άσύμβατοι εύθεΐαι (ε]ή καί (ε 2 ) τέμνουσαι έπίπεδον (Π) είς τά 
σημεία Α καί Β άντιστοίχως. Νά κατασκευασθή τμήμα δοθέντος μήκους λ, παράλληλον 
πρός τό έπίπεδον (Π) καί £χον τά άκρα του έπί τών δύο άσυμβάτων. 

770. Δίδεται έπίπεδον (Π) καί δύο άσύμβατοι εύθεΐαι (ε) καί (ζ) τέμνουσαι αυτό 
είς τά σημεία Α καί Β. Μεταβλητόν εύθύγραμμον τμήμα ΓΔ έχει τά άκρα του έπί τών δύο 
άσυμβάτων εύθειών καί παραμένει παράλληλον πρός τό έπίπεδον (Π). Νά εύρεθή ό γ. τόπος 
τοΰ μέσου του I. 

771. Δίδονται τρεις άσύμβατοι εύθεΐαι (ε 1 ) , (ε 2 ), (ε 3 ). Μεταβλητόν επίπεδον (Π), 
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τό όττοϊον παραμένει παράλληλον πρός δύο σταθεράς διευθύνσεις, τέμνει τάς άσυμβάτους 
εις τά σημεία Α,Β,Γ. Νά εύρεθή 6 γ. τόπος τοΰ κ. βάρους του τριγώνου ΑΒΓ. 

772. Έάν τρεις εύθεΐαι (ε^, (ε 2 ), (ε 3 ) τέμνουν δύο άσυμβάτους εύθείας (δ } ) καί 
(δ 2 ) είς μέρη άνάλογα, δείξατε ότι υπάρχει έπίπεδον, πρός τό όποιον αί (ει), (ε 2 ) καί (ε 3 ) 
είναι παράλληλοι. 

773. Έάν στρεβλού τετραπλεύρου ΑΒΓΔ είναι ΑΒ = ΓΔ καί ΑΔ — ΒΓ, δείξατε 
•δτι ή εύθεΐα, ή διερχομένη άπό τά μέσα των διαγωνίων του, είναι κάθετος έπΐ τό έπίπεδον 
πού ορίζεται άπό τά μέσα των πλευρών του στρεβλού τετραπλεύρου. 

ΟΡΘΑΙ ΠΡΟΒΟΑΑΙ 

445. Όρθή προβολή σημείου Α έπι εύθεΐαν (ε) καλείται τό ίχνος Α' τής 
έκ τού Α καθέτου έπι τήν εύθείαν (ε). 

Όρθή προβολή εύθυγράμμου τμήματος ΑΒ έπι εύθείαν (ε) καλείται τό 
σύνολον τών όρθών προβολών τών σημείων τού τμήματος ΑΒ έπί τήν εύ- 
θεΐαν (ε) (σχ. 443). Τό σημειοσύνολον τοϋτο είναι εύθύγραμμον τμήμα μέ 
άκρα τάς όρθάς προβολάς Α' καί Β' των 

Α καί Β έπι τήν εύθεΐαν (ε). Κάθε σημεΐον Ι(£) / 

Δ τοΰ τμήματος ΑΒ προβάλλεται εις έν -I /χ 

σημεΐον Ζ τοΰ τμήματος Α'Β' δι’ έπι- / Α 

πέδου (Π) έκ τοΰ Δ καθέτου έπι τήν (ε) Ζ / 

καί αντιστρόφους, κάθε σημεΐον Ζ τοΰ / 

τμήματος Α'Β' είναι ή προβολή ενός ση- / £ Π / 

μείου Δ τοΰ τμήματος ΑΒ, 6που τό Δ εΐ- / / 

ναι ή τομή τοΰ καθέτου έπιπέδου έπι τήν 7 

ίε) έκ τοΰ Ζ. / 7Ϊα>' 7 


(446δ Όρθή προβολή σημείου Α έπι / / 

έπίπεδον (Π) καλείται τό ίχνος Α' τής / I 

έκ τοδ Α καθέτου εύθείας έπι τό έπίπε- Σχ. 443 

δον (Π) (σχ. 444). 

47^) Όρθή προβολή σχήματος (Σ) έπι έπίπεδον (Π) καλείται τό σύνολον 
των προβολών τών σημείων τού σχήματος (Σ) έπι τό έπίπεδον (Π). 

ί48)) Θεώρημα. Ή όρθή προβολή εύθείας (ε) έπι έπίπεδον (Π) είναι 
έν γένει εύθεΐα. 

Άπόδειξις. Ή εύθεΐα (ε) τέμνει έν γένει τό έπίπεδον (Π) εις σημεΐον 
Λ (σχ. 445). Έκ τυχόντος σημείου Β της εύθείας (ε) φέρομεν τήν ΒΒ' _1_ ( Π ). 



με*) Β' 


Σχ. 444 


Σχ. 445 
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Όρθοπ προβολαΐ 


*Η εύθεΐα ΒΒ' καί τό σημεΐον Α καθορίζουν επίπεδον (Ρ) ? τό όποιον τέμνει 
τό επίπεδον (Π) κατά την εύθεΐαν (ε'). Τό τυχόν σημεΐον Μ τής εύθείας (ε) 
προβάλλεται επί τό επίπεδον (Π) εις σημεΐον Μ' επί τής εύθείας (ε'), διότι 
ή ΜΜ', ώς κάθετος επί τό επίπεδον (II), είναι παράλληλος τής εύθείας ΒΒ' 
καί επομένως είναι εύθεΐα τού επιπέδου (Ρ). Επομένως τό σημεΐον Μ', κατά 
τό όποιον τέμνει τό επίπεδον (Π), πρέπει νά άνήκη εις τό κοινόν μέρος των 
δύο επιπέδων (Π) καί (Ρ), ήτοι είς την εύθεΐαν (ε'). 

Καί αντιστρόφους, εάν Μ' είναι σημεΐον τής εύθείας (ε' ), φέρομεν έξ αύτου 
κάθετον επί τό (Π), ή οποία είναι παράλληλος τής ΒΒ' καί επομένως περιέ- 
χεται είς τό επίπεδον ΒΒ'Α. ’Άρα τέμνει την ΑΒ είς σημεΐον Μ. Έξ αύτών 
έπεται δτι ή ορθή προβολή τής εύθείας (ε) έπί τό έπίπεδον (Π) είναι ή 
εύθεΐα (ε' ). 


(ε) Α Μ Β 


(Ρ) 


Π, 


(ε') Α' αλ' Β' 



Σχ. 446 


Σχ. 447 



Έάν ή εύθεΐα (ε) είναι παράλληλος πρός τό έπίπεδον (Π) (σχ. 446), ή 
ορθή προβολή της (ε' ) έπί τό έπίπεδον (Π) καθορίζεται άπό τάς δρθάς προ- 
βολάς Α' καί Β' δύο σημείων Α καί Β τής εύθείας (ε) έπί τό έπίπεδον (Π ). 
Πράγματι, αί ΑΑ' Α (Π) καί ΒΒ' Α (Π) είναι παράλληλοι καί ορίζουν έπί- 
πεδον (Ρ) Α (Π). ’Από κάθε σημεΐον Μ τής εύθείας (ε) ή ΜΜ' Α (Π) άνή> : 
κει είς τό (Ρ) καί επομένως τέμνει τό (Π) είς Μ'ε(ε') καί αντιστρόφους, έκ 
τυχόντος σημείου Μ' τής (ε' ) ή κάθετος έπί τό (Π) άνήκει είς τό έπίπεδον 
(Ρ) καί επομένως τέμνει τήν (ε) είς σημεΐον Μ. Αί εύθεΐαι (ε) καί (ε' ), ούς 
συνεπίπεδοι καί μή τεμνόμεναι, είναι παράλληλοι εύθεΐαι. 

Έάν ή εύθεΐα (ε) είναι κάθετος έπί τό έπίπεδον (Π) (σχ. 447), ή ορθή 
προβολή της έπί τό (Π ) είναι τό ίχνος της Α έπί τό έπίπεδον (Π ), 

Παρατήρησις. ' Η ορθή προβολή εύθυγράμμου τμήματος ΑΒ έπί έπί- 
πεδον (Π ) είναι εύθύγραμμον τμήμα μέ άκρα τάς όρθάς προβολάς Α' καί Β' 
των Α καί Β έπί τό έπίπεδον (Π ) (σχ. 448) (διατί ;). 

Πόρισμα. Ή όρθή προβολή εύθυγράμμου σχήματος έπί έπιπέδου (Π) 
είναι εύθύγραμμον σχήμα μέ κορυφάς τάς όρθάς προβολάς των κορυφών τοΰ 
άρχικοΰ σχήματος (σχ. 449), 


449. Θεώρημα. Ή όρθή προβολή εύθυγράμμου τμήματος ΑΒ έπί έπί- 
πεδον (Π) είναι μικροτέρα ή ίση πρός τό τμήμα ΑΒ. 

’Απόδείξίς. Έστω Α'Β' ή προβολή τοΰ τμήματος ΑΒ έπί τό επίπεδον 
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(Π ) (σχ. 450 ). Τότε είναι Α'Β' Α ΑΒ, διότι τό τμήμα Α'Β' είναι ή άπόστασις 
των παραλλήλων εύθειών ΑΑ' και ΒΒ'. Τό — ισχύει μόνον εις την περίπτω- 
σιν τής παραλληλίας του τμήματος. ΑΒ μετά τοΰ επιπέδου (Π). 

450. Θεώρημα. Αί όρθαί προβολαι δύο παραλλήλων εύθειών (ε) και 
(ζ) έπί έπίπεδον (Π) είναι εύθεϊαι παράλληλοι. 


Β 



Σχ. 449 Σχ. 450 


Άπόδειξις. Λαμβάνομεν δύο τυχόντα σημεία Α καί Β τής ευθείας (ε) 
καί τά προβάλλομεν έπί τό έπίπεδον (Π) εις τά σημεία Α' καί Β' άντίστοί- 
χως (σχ. 451). Τά σημεία Α' καί Β' καθορίζουν έπί τού έπιπέδου (Π) την 
ορθήν προβολήν τής εύθείας (ε). Όμοίως ή εύθεΐα (ζ) προβάλλεται έπί τού 
έπιπέδου (Π) εις τήν ευθείαν (ζ' ) διά των ορθών προβολών Γ' καί Δ' δύο τυ- 
χόντων σημείων της Γ καί Δ. Αί παράλληλοι εύθεϊαι ΑΑ' καί ΒΒ' καθορί- 
ζουν έπίπεδον (Ρ), εις τό όποιον άνήκει ή εύθεΐα (ε). Όμοίως αί παράλληλοι 
εύθεϊαι ΓΓ' καί ΔΔ' καθορίζουν έπίπεδον (Σ), εις τό όποιον άνήκει ή εύθεΐα 
(ζ). Επειδή είναι (ε ) / / (ζ ) καί ΑΑ' / /ΓΓ' ως κάθετοι έπί τό αύτό έπίπε- 
δον (Π), έπεται δτι (Ρ)//(Σ) (§ 433). Άρα θά είναι καί (ε')//(ζ'), ώς 
τομαί παραλλήλων έπιπέδων υπό τρίτου. 

^\/451ή Θεώρημα. Έάν εύθεΐα (ε) τέμνη έπίπεδον (Π) είς τό σημεΐον Α, 
σχηματίζει γωνίας μέ τάς εύθείας τού έπιπέδου (Π), έκ τών όποιων μικρο- 
τέρα είναι ή σχηματιζομένη μέ τήν προβολήν της (ε'). 

Άπόδειξις. Έκ τυχόντος σημείου Β τής εύθείας (ε) φέρομεν ΒΒ' Α 
(Π) (σχ. 452). Ή εύθεΐα ΑΒ' ~ (ε' ) είναι ή προβολή τής εύθείας (ε) έπί τό 
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Γωνία ευθείας καί έτπττέδου 


επίπεδον (Π). "Ας θεωρήσωμεν καί τυχοΰσαν ευθείαν (ζ) του έπιπέδου (Π), 
διερχομένην διά τοΰ σημείου Α. Έπ' αύτής λαμβάνομεν τμήμα ΑΓ = ΑΒ' 

καί, άρκεΐ νά δείξωμεν 6τι ΒΑΒ' < ΒΑΓ. 

ΒΒ' < ΒΓ, διότι ή ΒΓ είναι υποτείνουσα τοΰ ορθογωνίου τριγώνου ΒΒ'Γ 

(Β' = I 1 -). Τότε άπό τά τρίγωνα ΒΑΒ' καί ΒΑΓ, τά όποια έχουν την ΒΑ 
κοινήν, ΑΒ' =ΑΓ καί ΒΒ' < ΒΓ, επεται δτι ΒΑΒ' < ΒΑΓ. 


(^ 52? ) Γωνία εύθείας καί έπιπέδου καλείται ή γωνία τήν οποίαν σχη- 
ματίζει ή έν λόγω εύθεΐα, μέ τήν προβολήν της έπί τό έπίπεδον. 

Η αύτή γωνία καλείται καί γωνία κλίσεως τής εύθείας ώς προς τό 
έπίπεδον. 


453 . Τά σχήματα είς τήν Στερεομετρίαν. ' Η στερεομετρία, άποτελοΰσα 
έπέκτασιν τής επιπεδομετρίας, μέ πρώτην ' σκέψιν δέν θά πρέπει νά παρου- 
σιάζη μεγαλυτέραν δυσχέρειαν είς τήν άντιμετώπισιν των θεμάτων της, άπό 
εκείνην τής επιπεδομετρίας. Παρά ταΰτα όμως, υπάρχει μεγαλυτέρα δυσχέρεια 
καί τοΰτο οφείλεται είς τό γεγονός οτι δέν έργαζόμεθα μέ αύτά τά ίδια στε- 
ρεά τής στερεομετρίας, αλλά άπεικονίζομεν αύτά επί επιπέδου (φύλλου χάρτου 
ή πίνακος) καί έργαζόμεθα μέ τάς εικόνας των. 

Αί εικόνες των στερεών μέ τάς οποίας έργαζόμεθα, δέν είναι τίποτε άλ- 
λο, παρά αί όρθαί προβολαί των έν λόγιο στερεών έπί τό έπίπεδον σχεδιάσεως. 
Διά τήν σχεδίασιν επομένως των σχημάτων, πρέπει νά έχωμεν ύπ’ οψιν ώρι- 
σμένους άπαραβάτους κανόνας, ήτοι : 

ΐ) Έάν τό πρός άπεικόνισιν στερεόν περιέχη παραλλήλους εύθείας, αύται 
θά σχεδιασθοΰν ώς παράλληλοι (§ 450). 

ΐΐ) Τά μήκη έν γένει δέν διατηρούνται, αλλά προβάλλονται είς μικρό- 
τερα (§ 449). 

πΐ) Δύο παράλληλα καί ίσα τμήματα έχουν παραλλήλους καί ί'σας προ- 
βολής (διατί ; ) 

ίν ) Αί γωνίαι έν γένει δέν διατηρούνται, άλλά προβάλλονται είς μεγαλυ- 
τέρας ή μικροτέρας γωνίας καί τοΰτο θά έξαρτάται άπό τήν φανταστικήν θέσιν 
τοΰ στερεοΰ ώς πρός τό έπίπεδον σχεδιάσεως. Τά έπίπεδα τμήματα, έπί παρα- 
δείγματι, τά όποια φανταζόμεθα ώς ορθογώνια, τά σχεδιάζομεν συνήθως ώς 
πλάγια παραλληλόγραμμα, δηλαδή εκ των ορθών γωνιών των αί δύο άπέναντι 
προβάλλονται ώς άμβλεΐαι καί αί άλλαι δύο ώς όξεΐαι. 

Έν τέλει, ή ορθή καί παραστατική σχεδίασις των σχημάτων έξαρτάται 
κατά πολύ καί άπό τήν έμπειρίαν τοΰ άσχολουμένου. 


454. Αξονική συμμετρία. Καθορίζεται επακριβώς, όπως καί είς τό 
έπίπεδον ώς μετατόπισις. Ούτω τό συμμετρικόν σημείου Α, ώς πρός άξονα 
εύθεΐαν (ε) (σχ. 453), είναι σημεΐον Α', τό όποιον προκύπτει άπό τήν περι- 
στροφήν τοΰ σημείου Α περί τήν εύθειαν (ε), κατά γωνίαν 180°. Τό έπίπεδον 
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επί του όποιου γίνεται ή περιστροφή τοϋ Α είναι κάθετον επί τον άξονα συμ- 
μετρίας (ε). Τό τμήμα ΑΑ' έχει ώς μεσοκάθετον τόν άξονα συμμετρίας (ε) 
Τό συμμετρικόν (Σ' ) ένός στε- 
ρεού (Σ) ώς πρός ένα άξονα συμ- 
μετρίας (ε) απαρτίζεται άπό τό σύ- 
νολον των συμμετρικών των ση- 


Σχ. 453 Σχ. 454 

μείων του στερεού (Σ) ώς πρός τόν αυτόν άξονα (σχ. 454). Τά δύο στερεά 
(Σ) καί (Σ') είναι ίσα, διότι τό (Σ') προκύπτει άπό μετατόπισιν (περι- 
στροφήν) του στερεού (Σ), 

455. ’Άξων συμμετρίας στερεού. Έάν δι’ έν στερεόν (Σ) ύπάρχη 
εύθεία (ε) καί είναι τοιαύτη, ώστε τό συμμετρικόν Μ' τυχόντος σημείου Μ 
του στερεού (Σ), ώς πρός άξονα συμμετρίας τήν (ε), νά άνήκη εις τό (Σ). 
τότε λέγομεν δτι τό στερεόν (Σ) έχει άξονα συμμετρίας τήν ευθείαν (ε). 

ΣΥΜΜΕΤΡΙΑ ΩΣ ΠΡΟΣ ΕΠΙΠΕΔΟΝ (ΚΑΤΟΠΤΡΙΣΜΟΣ) 

456. * Ορισμός. Έστω επίπεδον (Π) καί σημεΐον Α εκτός αύτού (σχ. 
455). 

Συμμετρικόν τοδ σημείου Α, ώς πρός τό έπίπεδον (Π), καλείται εν σημεΐον 
Α', τοιοδτον, ώστε τό έπίπεδον (Π) νά είναι τό μεσοκάθετον τοδ τμήμα» 
τος ΑΑ'. 

Κατόπιν του ανωτέρω ορισμού, διά νά κα- 
τασκευάσωμεν τό συμμετρικόν Α' τού σημείου 
Α ώς πρός τό έπίπεδον (Π), φέρομεν έκ τού Α 
τήν ΑΑ Χ ! (Π ) και εις τήν προέκτασιν Χαμίτα- 
ν ο μεν τμήμα Α Χ Α' = Α Χ Α. 

Πόρισμα I. Τό συμμετρικόν τοδ σημείου Α' 
συμμετρικού τοδ Α, ώς πρός τό έπίπεδον (Π), 
είναι τό σημεΐον Α. 

Πόρισμα II. Τά σημεία τοδ έπιπέδου (Π) παραμένουν άναλλοίωτα είς 
τήν συμμετρίαν ώς πρός τό (Π), ήτοι συμπίπτουν μέ τά συμμετρικά των. 


Α ? 



Α' » 

Σχ. 455 
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Συμμετρία ώς προς έττίττεδον 


457. 'Ορισμός. Συμμετρικόν σχήματος (Σ), ώς πρός έπίπεδον (Π) κα- 
λείται εν σχήμα (Σ'), τό όποιον Απαρτίζεται άπό τα συμμετρικά τών σημείων 
τοδ σχήματος (Σ), ώς πρός τό έπίπεδον (Π). 

Έάν ύπάρχη έπίπεδον, ώς πρός τό οποίον τό συμμετρικόν (Σ' ) ενός 
σχήματος (Σ) συμπίπτει μέ τό σχήμα (Σ), θά λέγωμεν βτι τό σχήμα (Σ) έχει 
έπίπεδον συμμετρίας. 

Παράδειγμα. Τα έμψυχα οντα τής φύσεως έν γένει έχουν επίπεδον συμ- 
μετρίας. 

458. Θεώρημα. Τό συμμετρικόν εύθείας, ώς πρός έπίπεδον, είναι ευθεία. 

Άπόδειξις. Έστω ευθεία (ε) καί (Π) τό έπίπεδον συμμετρίας (σχ. 

456). Λαμβάνομεν δύο σημεία Α καί Β τής εύθείας (ε) καί κατασκευάζομεν 
τά συμμετρικά των Α' καί Β' άντιστοίχως, ώς πρός τό έπίπεδον (Π ). Αί εύθείαι 
ΑΑ' καί ΒΒ / τέμνουν τό έπίπεδον (Π) εις τά σημεία Α 1 καί Β 1 άντιστοίχως, 
τά οποία καθορίζουν τήν ορθήν προβολήν (ε 1 ) τής εύθείας (ε) έπί του επι- 
πέδου (Π). Τότε ή συμμετρία τής εύθείας (ε), ώς πρός τό έπίπεδον (Π), 
δύναται νά θεωρηθή καί άξονική συμμετρία, ώς πρός άξονα τήν εύθείαν (ε 1 ). 
Επομένους, λόγω συνυπαρχούσης αξονικής συμμετρίας, τό συμμετρικόν τής 
εύθείας (ε), ώς πρός τό έπίπεδον (Π) είναι εύθεία (ε' ). , 

Πόρισμα I. Έάν ευθεία (ε) τέμνη έπίπεδον (Π) είς σημεΐον Ο, ή συμ- 
μετρική ευθεία (ε') τής (ε) ώς πρός τό έπίπεδον (Π) διέρχεται διά του 
σημείου Ο. 

Έάν ή ευθεία (ε) ήτο παράλληλος πρός τό έπίπεδον (II), και ή συμμε- 
τρική της θά ήτο παράλληλος πρός τό (Π). 




Πόρισμα II. Τό συμμετρικόν εύθυγράμμου τμήματος ΑΒ, ώς πρός έπί- 
πεδον (Π) είναι ευθύγραμμον τμήμα Α'Β', τό όποιον έχει ώς άκρα τά συμ- 
μετρικά τών άκρων τού τμήματος ΑΒ (σχ. 457) καί είναι ίσον πρός τό ΑΒ. 

Πόρισμα III. Τό συμμετρικόν ένός τριγώνου ΑΒΓ, ώς πρός έπίπεδον (Π), 
είναι ίσον τρίγωνον Α'ΒΤ', διότι τά δύο τρίγωνα έχουν τάς πλευράς των 
άντιστοίχως ίσας. Κατά συνέπειαν καί τό συμμετρικόν οίουδήποτε έπιπέδου 
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εύθυγράμμου σχήματος, ώς πρός έπίπεδον, είναι ίσον σχήμα καί γενικώτερον 
τό συμμετρικόν οίουδήποτε έπιπέδου σχήματος είναι ίσον σχήμα. 
Παρατηρήσεις. 

ί) Τό συμμετρικόν (Σ') ενός στερεού (Σ), ώς πρός τό επίπεδον (Π), 
έν γένει δέν είναι σχήμα ίσον πρός τό σχή- 
μα (Σ) καί τούτο, διότι τά δύο στερεά (£) 

είναι άντιθέτως προσανατολισμένα (σχ. / Λλ. 

458). * ^ \ / 

Παράδειγμα. Αί παλάμαι των χειρών ] Τ'Ά/ | 

μας, τιθέμεναι αντιμέτωποι, δύνανται νά / Ι^__ / 7 

θεωρηθούν συμμετρικαί άλλήλων, ώς πρός /η / 

ένδιάμεσον επίπεδον. Εύκόλως διαπιστοΰ- ^ | . 

ται δτι δέν είναι ίσαι, διότι, εάν ήσαν '// 

άϋλαι, δέν θά ήδύναντο νά ταυτισθοΰν τι- 

θέμεναι ή μία επί τής άλλης. ^ ΣΙ ) 

ίί) 'Η συμμετρία, ώς πρός έπίπεδον, 
καλείται καί κατοπτρισμός, διότι δύο Σχ · 45 ® 

συμμετρικά μεταξύ των στερεά, ώς πρός έπίπεδον, έχουν τοιαύτην σχέσιν, 
οΐαν σχέσιν έ'χει τό έν έξ αύτών μέ τό κατοπτρικόν του είδωλον εντός έπιπέδου 
κατόπτρου. 


ΚΕΝΤΡΙΚΗ ΣΥΜΜΕΤΡΙΑ 

459. 'Ορισμός. Δοθέντος σημείου Α και σημείου Ο, καλουμένου κέν- 
τρου, καλοϋμεν συμμετρικόν τοϋ σημείου Α, ώς πρός κέντρον τό σημεΐον Ο, 
έν σημεΐον Α' τοιοΟτον, ώστε τό τμήμα ΑΑ' νά έχη ώς μέσον τό κέντρον Ο 
(σχ. 459). 

Πόρισμα. Τό συμμετρικόν του σημείου Α', συμμετρικοί τοΟ Α, ώς πρός 
τό κέντρον Ο, είναι τό σημεΐον Α. 

460. 'Ορισμός. Συμμετρικόν σχήματος (Σ), ώς πρός κέντρον σημεΐον 
Ο, καλείται έν σχήμα (Σ'), τό όποιον Απαρτίζεται άπό τα συμμετρικά τών ση- 
μείων τοό σχήματος (Σ), ώς πρός τό κέντρον Ο (σχ. 461). 


Σχ. 459 




Σχ. 460 



-ο 


Σχ. 461 
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Έάν τό σχήμα (Σ') συνέπιπτε μέ τό σχήμα (Σ), λέγομεν ότι τό (Σ) έχει 
χέντρον συμμετρίας τό σημεΐον Ο. 

461. Ή κεντρική συμμετρία απεικονίζει £ν εύθύγραμμον τμήμα ΑΒ είς 
ίσον τμήμα Α'Β' (§ 81), καί επομένως τά επίπεδα σχήματα γενικώς τά απει- 
κονίζει είς ΐσα σχήματα.. "Ενα προσανατολισμένον τμήμα όμως ΑΒ τό απει- 
κονίζει είς τό αντίθετόν του Α'Β' (σχ. 460). ήτοι είναι ΑΒ = — Α'Β' καί 
επομένως τά στερεά τά απεικονίζει άντιθέτως προσανατολισμένα, ήτοι μή 
εφαρμόσιμα -<=>- όχι ίσα (σχ. 461 ). 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ 


774. Έάν εύθύγραμμον τμήμα ΑΒ προβάλλεται έπΐ έπίπεδον (Π) είς τό Α'Β', 
δείξατε δτι είναι ΑΒ § Α'Β' § 0. 

775. Δείξατε 6τι τό μέσον εύθυγράμμου τμήματος προβάλλεται είς τό μέσον τής 
προβολής του έπί τυχόν έπίπεδον. 

776. Τρία σημεία Α,Β,Ε κεΐνται έπ’ εύθείας καί προβάλλονται έπ’ επιπέδου (Π) 

είς τά Α',Β',Γ’ άντιστοίνως. Δείξατε δτι : .Δ®. — . 

Α ΒΓ Β'Γ' 

777. Δίδεται έπίπεδον (Π), σημεΐον Α έκτός αύτοϋ καί σημεία Β καί Γ τοϋ (Π). 
Ή άπόστασις τοϋ σημείου Α άπό τό έπίπεδον (ΓΓ) είναι 3λ καί άπό τήν εύθεΐαν ΒΓ είναι 
δλ- Έάν Α' είναι ή προβολή τοϋ Α έπί τό (Π), δείξατε δτι: (Α'ΒΓ) — _ (ΑΒΓ). 

*(778?)Εύθύγραμμον τμήμα ΑΒ μήκους 20ΟΠ1 έχει προβολήν Α'Β' έπί επιπέδου (Π) 
μήκουςΙΟοπι. Νά ύπολογίσθή ή γωνία κλίσεως τοϋ τμήματος, ώς πρός τό έπίπεδον. 

\7793 Σημεΐον Α απέχει άπό έπίπεδον (Π) 8θΐπ καί σημεΐον Β άπέχει άπό τό (ΓΙ) 
ΙϋΟΓΠ. Έάν ή γωνία κλίσεως τοϋ τμήματος ΑΒ, ώς πρός τό έπίπεδον (Π), εΐναι 30°, νά 
ύπολογίσθή τό μήκος τοϋ τμήματος ΑΒ, δταν : α) τά Α καί Β εύρίσκονται πρός τό αύτό 
μέρος τοϋ έπιπέδου (Π), β ) τά Α καί Β εύρίσκονται έκατέρωθεν τοϋ (Π). 

(^780^)Νά έξετασθή τό αύτό πρόβλημα, έάν ή γωνία κλίσεως τοϋ τμήματος ΑΒ, ώς 
πρός τό (Π), είναι 45°. 


781. Νά άποδειχθή δτι αί προβολαί δύο παραλλήλων καί ΐσων εύθυγράμμων τμη- 
μάτων έπί τήν αύτήν εύθεΐαν είναι ΐσαι. 

782. Δίδεται ορθή γωνία χΚγ. Έάν ή μία πλευρά της εΐναι παράλληλος πρός έπί- 
πεδον (ΓΓ), δείξατε δτι ή προβολή τής όρθής γωνίας έπί τό έπίπεδον (Π) εΐναι όρθή γωνία - . 

783. Δίδεται εύθεΐα (ε) καί σημεΐον Α. Νά εύρεθή δ γ. τόπος των ορθών προβολών 
τοϋ σημείου Α έπί τά έπίπεδα, τά διερχόμενα διά τής εύθείας (ε). 

784. Δίδεται έπίπεδον (Π) καί δύο σημεία Α καί Β έκτός αύτοϋ. Νά εύρεθή σημεΐον 
τοϋ έπιπέδου, τού δποίου τό άθροισμα τών άποστάσεων άπό τά σημεία Α καί Β νά εΐναι 
έλάχιστον. 

785. Τό αύτό πρόβλημα δταν ή διαφορά τών άποστάσεων άπό τά σημεία Α καί Β 
πρεπει νά εΐναι μεγίστη. 

786. Νά κατασκευασθή εύθύγραμμον τμήμα, έχον ώς μέσον δοθέν σημεΐον Ο και 
τά άκρα του νά εύρίσκωνται έπί εύθείας (ε) καί έπί έπιπέδου (Π) άντιστοίχως. 
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787. Δίδεται όρθή γωνία χΚχ, της όποιας αί πλευρά ί τέμνουν έπίπεδον (Π) εις τα 
Α καί Β. Δείξατε δτι ή προβολή της όρθής γωνίας έπΐ τό έπίπεδον είναι άμβλεΐα γωνία. 

788. Πότε ή προβολή μιας όρθής γωνίας έπί έπίπεδον είναι όξεΐα γωνία ; 

789. Δίδεται όξεΐα γωνία χΟ}\ Έάν ή μία πλευρά της είναι παράλληλος πρός έπί- 
πεδον (Π), δείξατε δτι ή προβολή της γωνίας έπί τό έπίπεδον είναι όξεΐα γωνία. 

790. Νά άποδειχθή δτι τό άθροισμα των τετραγώνων των ορθών προβολών δοθέν- 
τος εύθυγράμμου τμήματος έπί τρεις ευθείας, άνά δύο όρθογωνίους, ίσοΰται πρός τό τετρά- 
γωνον τού δοθέντος τμήματος. 

791. Δίδεται στρεβλόν τετράπλευρον ΑΒΓΔ καί σημεΐον Σ. Νά άχθη διά τοΰ Σ 
έπίπεδον, έπί τοΰ δποίου τό τετράπλευρον νά προβάλλεται κατά παραλληλόγραμμον. 

792. 'Τπό ποίας συνθήκας ή διχοτόμος μιας γωνίας προβάλλεται έπί έπιπέδου κατά 
τήν διχοτόμον της προβολής της ; 

793. Δίδονται δύο άσύμβατοι εύθεΐαι (ε Χ ) καί (ε 2 ). Μεταβλητόν τμήμα σταθερού 
μήκους λ έχει τά άκρα του έπί τών δύο ασυμβάτων. Δείξατε δτι υπάρχει επίπεδον, ώς πρός 
τό όποιον τό τμήμα σχηματίζει σταθεράν γωνίαν κλίσεως καί προβάλλεται έπ’ αύτοϋ κατά 
σταθερόν μήκος. 

794. Δίδονται δύο άσύμβατοι εύθεΐαι (ε Χ ) καί (ε £ ). Νά άποδειχθή δτι ύπάρχουν 
δύο άξονες συμμετρίας, δπου μέσω έκάστου έξ αύτών ή μία έκ τών άσυμβάτων ευθειών 
απεικονίζεται έπί τής άλλης. 

795. Δίδεται εύθεΐα (ε) καί σημεΐον Α έκτός αύτής. Νά εύρεθή ό γ. τόπος τών συμ 7 
μετρικών τού Α, ώς πρός τά'έπίπεδα, τά διερχόμενα διά τής εύθείας (ε). 

796. Δίδονται δύο παράλληλα έπίπεδα (Π) καί (Ρ) καί δύο σημεία Α καί Β οχι 
μεταξύ τών έπιπέδων. Νά εύρεθή ό συντομώτερος δρόμος έκ τοΰ Α πρός τό Β, δταν αύτός 
πρέπει νά έγγίζη τά δύο έπίπεδα καί τό έντός τών έπιπέδων τμήμα του νά έχη καθωρισμέ- 
νον μήκος λ. 

797. Δίδονται δύο όρθογώνιοι εύθεΐαι (ε) καί (ζ). Εύθύγραμμον τμήμα σταθερού 
μήκους λ έχει τά άκρα του έπί τών δύο άσυμβάτων ευθειών. Νά εύρεθή ό γ. τόπος τού μέσου 
Μ τού τμήματος ΑΒ. 


ΔΙΕΔΡΟΙ ΓίΙΝΙΑΙ 

462. Όρισμός. Δύο ήμιεπίπεδα (Π) καί (Ρ) μέ κοινήν άρχήν εύθεϊαν 
χγ διαιρούν τον χώρον εις δύο περιοχάς I καί II (σχ. 462). Έκάστη έξ αύτών 
καλείται δίεδρος γωνία μέ ακμήν τήν εύθεϊαν χγ καί μέ έδρας τά ήμιεπίπεδα 
(Π) καί (Ρ) 

Τήν δίεδρον γωνίαν συμβολίζομεν μέ (Π)χγ(Ρ). 

463. Αντίστοιχος έπίπεδος διέδρου . ’Έστω δίεδρος γωνία (ΙΙ)χν 
(Ρ) καί Α τυχόν σημεΐον τής άκμής της χγ (σχ. 463). Έκ τοΰ Α θεωρούμεν 
κάθετον έπίπεδον. έπί τήν χγ, τό όποιον τέμνει τάς έδρας τής διέδρου κατά 

τάς ήμιευθείας ΑΒ καί ΑΓ. 'Η σχηματιζομένη επίπεδος γωνία ΒΑΓ είναι 
ανεξάρτητος τής θέσεως τοΰ σημείου Α έπί τής χγ καί καλείται «άντίστοι- 
χος επίπεδος γωνία τής διέδρου (ΙΙ)χγ(Ρ))). 


Κατ' άκμήν δίεδροι γωνίαι 


Πράγματι, εάν Α' είναι έν άλλο σημεΐον της άκμής χγ καί φέρομεν έξ 
αύτοΰ τό κάθετον επίπεδον επί την χγ, θά καθορισθή άντιστοίχως ή επίπεδος 




Σχ. 462 


Σχ. 463 


γωνία ΒΆ'Γ', ή οποία είναι προφανώς ΐση μέ την ΒΑΓ, ώς έ'χουσαι τάς πλευ- 
ράς των παραλλήλους καί όμορρόπους (§ 433). 

Δέον νά σημειωθή δτι αί πλευραί της αντιστοίχου έπιπέδου γωνίας εύρί- 
σκονται επί των έδρών τής δίεδρου καί είναι κάθετοι επί την άκμήν. 

464. Θεώρημα. Έάν δύο δίεδροι γωνίαι (Π 1 )χ 1 γ 1 (Ρ 1 ) και (Π 2 )χ 2 γ 2 (Ρ 2 ) 
είναι ΐσαι, τότε και αί Αντίστοιχοι έπίπεδοι γωνίαι αυτών είναι Ισαι καί άντι- 
στρόφως. 

Άπόδείξίς. Έφ’ όσον αί δίεδροι είναι Ϊσαι, δύνανται νά ταυτισθοΰν 
μέ μετατόπισιν καί επομένως δύνανται νά άποκτήσ ουν κοινήν => ί'σην άντί- 
στοιχον επίπεδον γωνίαν, μέ κάθετον επίπεδον επί την κοινήν άκμήν των. 

Αντιστρόφους. ’Έστω Β 1 Α 1 Γ 1 — Β 2 Α 2 Γ 2 αί αντίστοιχοι επίπεδοι γω- 
νίαι των δίεδρων (σχ. 464). Φανταζόμεθα μετατόπισιν τής έπιπέδου γωνίας 

Β 2 Α 2 Γ 2 ούτως, ώστε νά ταυτισθή μέ τήν Β 1 Α 1 Γ 1 . Τότε κατ’ ανάγκην ή άκμή 
Χ 2 γ 2 θά ταυτισθή μετά τής άκμής χ^, διότι άλλως επί τό επίπεδον Β 1 Α 1 Γ 1 
θά ύπήρχον δύο κάθετοι εύθείαι εις τό σημεΐον Α Χ , 6περ άτοπον. Τότε όμως 
τό ήμιεπίπεδον (Π 2 ) εις τήν νέαν θέσιν του θά ταυτισθή μετά του (Π 1 ), διότι 
θά εχη μετ’ αύτοΰ κοινάς τάς Α Χ Β Χ καί X 1 γ 1 . 'Ομοίως καί τό ήμιεπίπεδον 
(Ρ 2 ) θά ταυτισθή μετά τοΰ ( Ρ 1 ) . ’Άρα αί δίεδροι είναι ίσαι, έφ' 6σον δύνανται 
νά ταυτισθοΰν. 

465. Κατ’ άκμήν δίεδροι καλοΰνται δύο δίεδροι γωνίαι (ΙΙ)χγ(Ρ) 
καί (Π')χγ(Ρ') (σχ. 465), αί όποΐαι έχουν κοινήν άκμήν χγ καί είναι συμμε- 
τρικαί ώς πρός άξονα συμμετρίας τήν άκμήν των χγ. Επομένως δύο κατ’ 
άκμήν δίεδροι γωνίαι είναι ΐσαι (§ 454). Αί άντίστοιχοι έπίπεδοι γωνίαι 
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αυτών, αί προκύπτουσαι άπό τό αυτό κάθετον επίπεδον επί την ακμήν χγ, 
είναι κατά κορυφήν. 



Σχ. 464 


Σχ. 465 


466. Διχοτομούν έπίπεδον. Έστω (Π)χγ(Ρ) μία δίεδρος γωνία καί 
ΒΑΓ ή άντίστοιχος επίπεδος αυτής (σχ. 466). * Η διχοτόμος ΑΔ τής γωνίας 

ΒΑΓ είναι κάθετος επί την χγ ως εύθεΐα τού επιπέδου ΒΑΓ καί καθορίζει 
μετά τής χγ επίπεδον^ (Σ ). Τό έπίπεδον (Σ) καλείται έπίπεδον διχοτομούν 
την δίεδρον (Π)χγ(Ρ) καί την διαιρεί εις δύο ίσας διέδρους. Πράγματι είναι 

(Π)χγ(Σ) = (Ρ)χγ(Σ) -<=>- ΒΑΔ = ΓΑΔ. 


467. Χαρακτηριστική ίδιότης τού διχοτομοΰντος επιπέδου. Παν 
σημεϊον τοΰ έπιπέδου τού διχοτομοΰντος δίεδρον γωνίαν, ίσαπέχει άπό τάς 
έδρας της καί αντιστρόφους, παν σημεϊον έσωτερικόν μιας διέδρου και ισαπέ- 
χον άπό τάς έδρας της άνήκει εις τό διχορομοΰν έπίπεδον. 

Άπόδείξίς. ’Έστω δίεδρος γωνία (Π)χν(Ρ), (Σ) τό διχοτομούν αύτήν 
έπίπεδον καί Μ τυχόν σημεϊον τοΰ (Σ) (σχ. 467). Έκ τοΰ Μ φέρομεν ΜΑ 




XV, ΜΒ 3_ (Π), ΜΓ _]_ (Ρ) => ΑΒ _|_ χγ καί ΑΓ _1_ χγ (θεώρ. τριών καθέ- 
των), ήτοι ή γωνία ΒΑΓ είναι ή άντίστοιχος επίπεδος τής διέδρου (Π )χγ(Ρ), 
ώς καί αί ΒΑΜ καί ΓΑΜ αί άντίστοιχοι έπίπεδοι τών (Π)χγ(Σ) καί (Ρ)χ\ Τ 
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Μέτρησή δίεδρου γωνίας 


(Σ). Επειδή τδ σημεΐον Μ άνήκει εις τό διχοτομούν έπίπεδον τής δίεδρου 

(Π)χγ(Ρ), έπεται δτι ΒΑΜ — ΓΑΜ. "Αρα τά όρθογώνια τρίγωνα ΒΑΜ και 
ΓΑΜ είναι Ισα, διότι έπί πλέον έχουν καί την ΜΑ κοινήν => ΜΒ = ΜΓ. 

Αντιστρόφους. Έστω δτι αί άποστάσεις ΜΒ καί ΜΓ του σημείου Μ 
άπδτάς έδρας τής διέδρου (Π )χγ(Ρ) είναι ΐσαι. 'Ομοίως έργαζόμεθα καί τότε 
τά αύτά δρθογώνια τρίγωνα είναι ϊσα, διότι έχουν ΜΒ = ΜΓ καί ΜΑ κοινήν. 

’Άρα ΒΑΜ — ΓΑΜ καί επομένως τδ σημεΐον Μ άνήκει εις τδ έπίπεδον (Σ) 
τδ διχοτομούν τήν δίεδρον (Π)χγ(Ρ). 

468. Μέτρησις διέδρου γωνίας. Έκ των προηγουμένων (§464, 466) 
επεται δτι ή διχοτόμησις μιας διέδρου γωνίας συνεπάγεται τήν διχοτόμησιν 
τής άντιστοίχου αύτής επιπέδου καί άντιστρόφως. 'Ομοίως άποδεικνύεται δτι 
ή διαίρεσις μιας διέδρου εις ν διέδρους συνεπάγεται τήν διαίρεσιν εις ν ΐσας 
επιπέδους τής αντιστοίχου επιπέδου. "Αρα τά γεωμετρικά στοιχεία «δίεδροι 
γωνίαι» καί «άντίστοιχοι αυτών επίπεδοι» είναι ανάλογα καί επομένως δέχον- 
ται άριθμητικώς μόνον τάς ιδίας μονάδας μετρήσεως. Λέγομεν, έπί παραδεί- 
γματι, δτι μία δίεδρος γωνία είναι 60°, έάν καί μόνον ή άντίστοιχος αύτής 
επίπεδος είναι 60°. Εύνόητον είναι δτι δλαι αί μονάδες μετρήσεως των γωνιών 
έχουν τάς άντίστοίχους των διά τήν μέτρησιν τών διέδρων γωνιών. 

Αί πράξεις τής προσθέσεως καί τής άφαιρέσεως μεταξύ διέδρων γωνιών 
ώς καί τού πολλαπλασιασμού ή διαιρέσεως διέδρου μέ φυσικόν άριθμόν, άνά- 
γονται εις τάς άντίστοίχους πράξεις μεταξύ τών άντιστοίχων επιπέδων γωνιών 
των. 

469. Εϊδη διέδρων γωνιών. Αντιστοίχους προς τά γνωστά εΐδη τών 
επιπέδων γωνιών όρίζομεν καί διά τάς διέδρους γωνίας : 

ί) ’Οξεΐα δίεδρος, 6ταν ή άντίστοιχος αύτής έπίπεδος γωνία είναι όξεΐα. 

ίί) Όρθή δίεδρος, δταν ή άντίστοιχος αύτής έπίπεδος γωνία είναι όρθή. 

ϋί) Αμβλεία δίεδρος δταν ή άντίστοιχος αύτής έπίπεδος είναι άμβλεΐα 
γωνία. 

470. Συμπληρωματικοί δίεδροι καλούνται δύο δίεδροι γωνίαι, τών 
όποιων τό άθροισμα είναι μία όρθή δίεδρος. 

471 . Παραπληρωματικαί δίεδροι καλούνται δύο δίεδροι γωνίαι, τών 
οποίων τό άθροισμα είναι μία πεπλατυσμένη δίεδρος. 

472. Θεώρημα. Έάν άπό τυχόν σημεΐον Α τής άκμής χγ διέδρου γω- 
νίας (Π)χγ(Ρ) άχθοΰν ήμιευθεΐαι ΑΒ καί ΑΓ κάθετοι έπί τάς έδρας τής διέ- 
δρου καί προς τό μέρος τών έδρών (Ρ) καί (Π) άντιστοίχως, αί ήμιευθεΐαι 
ΑΒ καί ΑΓ καθορίζουν δίεδρον μέ άκμήν τήν χγ παραπληρωματικήν τής 
διέδρου (Π)χγ(Ρ). 

Άπόδειξις. ΑΒ _|_ (Π) => ΑΒ χγ, ΑΓ _[_ (Ρ) => ΑΓ ± χγ (σχ. 468). 


Κάθετα έπίττεδα 
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Άρα τό επίπεδον των ήμιευθειών ΑΒ καί ΑΓ είναι κάθετον επί τήν άκμήν 
χγ καί έπομένως αί τομαί του ΑΔ καί ΑΕ μέ τάς έδρας της διέδρου δίδουν 

την αντίστοιχον επίπεδον γωνίαν ΔΑΕ τής διέδρου. Αρκεί νά δειχθή δτι είναι 




ΒΑΤ + ΔΑΕ = 2Κ Β^Δ = 1<-, ΓΑΕ = Τ => ΒΑΔ + ΓΑΕ - 2 1 - => (ΒΑΤ 
+ ΓΑΔ) + (ΙΆΒ + ΒΑΕ) = 2«- => ΒΑΓ + (ΓΑΔ + ΓΑΒ + ΒΑΕ) = 2«- 
=> ΒΑΓ + ΔΑΕ - 2Κ 

ΚΑΘΕΤΑ ΕΠΙΠΕΔΑ 

473. 'Ορισμός. Δύο τεμνόμενα έπίπεδα (Π) και (Ρ) καλούνται κάθετα 
μεταξύ των, δταν μία έκ τών τεσσάρων διέδρων, τάς όποιας σχηματίζουν, 
είναι όρθή (σχ. 469). 

Εύνόητον είναι βτι καί αί τέσσαρες σχηματιζόμεναι δίεδροι είναι όρθαί. 

474. Θεώρημα. "Εστω ευθεία (ε) κάθετος έπί έπίπεδον (Π). Παν έπί- 
πεδον (Ρ), περιέχον τήν εύθεϊαν (ε), είναι κάθετον έπί τό έπίπεδον (Π). 

Άπόδειξις. Έστω Α τό ίχνος τής εύθείας (ε) έπί τό έπίπεδον (II) 
(σχ. 470). Τά έπίπεδα (Π) καί (Ρ), οός έ'χοντα κοινόν τό σημείον Α, έχουν 
κοινήν εύθεϊαν, τήν χγ. Έπί του έπιπέδου (Π) φέρομεν εύθεϊαν ΑΒ ±_ χγ. 

Επειδή (ε) _!_ (Π) => (ε) χγ καί (ε) _1_ ΑΒ. ’Άρα ή όρθή γωνία (ε)ΑΒ 
είναι ή άντίστοιχος επίπεδος γωνία τής διέδρου (Π)χγ(Ρ) καί έπομένως τά 
δύο έπίπεδα (Π) καί (Ρ) είναι κάθετα. 

475. Θεώρημα. Έάν δύο έπίπεδα (Π) καί (Ρ) είναι κάθετα μεταξύ των, 
πάσα ευθεία (ε) τού έπιπέδου (Π), κάθετος έπί τήν τομήν των χγ, είναι κάθε- 
τος καί έπί τό έπίπεδον (Ρ). 

Άπόδειξις. Έστω Α τό ίχνος τής εύθείας (ε) έπί τήν χγ (σχ. 471). 
'Η εύθεϊα (ε) είναι κάθετος έπί τήν εύθεϊαν χγ του έπιπέδου (Π). Άρκεϊ 
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Κάθετα επίπεδα 


επομένως νά δειχθή βτι ή ευθεία (ε) είναι κάθετος καί έπί μίαν άλλην εύθεΐαν 
του έπιπέδου (Π). 

Φέρομεν έπί του επιπέδου (ΓΤ) εύθεΐαν ΑΒ _|_ χγ. Τότε ή γωνία (ε)ΑΒ 
είναι ή αντίστοιχος επίπεδος της διέδρου (Π)χγ(Ρ) καί επειδή είναι ""(Π) 




Σχ. 470 Σχ. 471 

(Ρ)=> (β) _[_ ΑΒ. Άρα (ε) (Π), ώς κάθετος έπί τάς δύο ευθείας του χγ 

καί ΑΒ. 

476. Θεώρημα. Έστωσαν (Π) και (Ρ) δύο κάθετα μεταξύ των έπίπεδα 
καί Α τυχόν σημεΐον τού έπιπέδου (Ρ). Φέρομεν ΑΒ _ 1 _ (Π). Τότε ή ευθεία 
ΑΒ άνήκει είς τό έπίπεδον (Ρ). 

Άπόδειξις. Έάν ή ευθεία ΑΒ δέν 
άνήκεν είς τό έπίπεδον (Ρ), δέν θά έτε- 
μνε την τομήν χγ των δύο επιπέδων (σχ. 

472). Θά ύπήρχεν επομένως εύθεία ΑΒ' _]_ 
χγ. Τότε βμως, κατά τό προηγούμενον 
θεώρημα, θά ήτο ΑΒ' (Π), ήτοι θά ύ- 
πήρχον δύο κάθετοι ΑΒ καί ΑΒ' έκ του 
σημείου Α πρός τό έπίπεδον (Π), 6περ 
άτοπον. ’Άρα ή ΑΒ (Π) άνήκει είς τό 
έπίπεδον (Ρ). 

477. Θεώρημα. Έάν δύο έπίπεδα 
(Ρ) καί (Σ) είναι κάθετα έπι έπιπέδον (Π), τότε και ή τομή των είναι εύθεία 
κάθετος έπι τό έπίπεδον (Π). 

Άπόδειξις. Έστω Α τυχόν σημείον τής τομής των επιπέδων (Ρ) καί 
(Σ) (σχ. 473). Έξαύτοΰ φέρομεν ΑΒ ± (Π) =► ΑΒε(Ρ) καί ΑΒε(Σ) (§476). 
Άρα ή ευθεία ΑΒ είναι ή τομή των επιπέδων (Ρ) καί (Σ) καί επομένως είναι 
κάθετος έπί τό έπίπεδον (Π). 



Σχ. 472 


"Ασκήσεις 
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478. Θβώρημα. Έάν δύο εύθεϊαι είναι όρθογώνιοι, ύπάρχει £ν και μόνον 
εν έπίπεδον διά τής μιας κάθετον έπι τήν άλλην. 

Άπόδειξις. Άς θεωρήσωμεν δύο ορθογωνίους εύθείας (ε^ καί (ε 2 ) 
(σχ. 474). Φέρομεν τήν κοινήν κάθετον ΑΒ αύτών καί έκ του Β τήν Βχ / /(ε χ ) 
=> Βχ _]_ (ε 2 ). Αί δύο παράλληλοι Βχ καί (ε 1 ) ορίζουν έπίπεδον (Π), τό 




όποιον είναι κάθετον επί τήν (ε 2 ), διότι άφ’ ένός μεν είναι Βχ _[_ (ε 2 ), άφ’ 
έτέρου δέ ΑΒ (ε 2 ). ’Άρα υπάρχει έπίπεδον (Π) διά τής (ε Χ ), κάθετον επί 
τήν (ε. 2 ). 

Έκτος τοΰ (Π) δέν ύπάρχει άλλο. Διότι, έάν υπήρχε διά τής (ε Χ ) καί 
δεύτερον έπίπεδον (Ρ)_1_ (ε 2 ), αύτό θά έτεμνε τήν (ε 2 ) εις σημεΐον Γ καί θά 
ήτο (ε 2 )_[_ (Ρ) => (ε 2 ) ΑΓ. Αύτό όμως είναι άτοπον, διότι έκ τοΰ Α θά 
ύπήρχον δύο κάθετοι επί τήν (ε 2 ), ή ΑΒ καί ή ΑΓ. ’Άρα δέν υπάρχει δεύτερον 
έπίπεδον διά τής (ε 1 ), κάθετον έπί τήν (ε 2 ). 


ΑΣΚΗΣΕΙΣ 


Α'. 

798. Νά άποδειχθη δτι τά διχοτομοΰντα έπίπεδα δύο κατ’ άκμήν διέδοων γωνιών 
αποτελούν έν έπίπεδον. 

799. Έάν δύο παράλληλα έπίπεδα (Π) καί (Ρ) τμηθοΰν ΰπό τρίτου έπιπέδου 
(Σ), δείξατε δτι αί έντός καί έναλλάξ σχηματιζόμεναι δίεδροι, είναι Ισαι, αί δέ έντός καί έπί 
τά αυτά μέρη δίεδροι είναι παραπληρωματικά ί. 

800. Νά άποδειχθη δτι κάθε ευθεία, άνήκουσα εις τό διχοτομούν έπίπεδον μιας 
διέδρου γωνίας, είναι ΐσον κεκλιμένη πρός τάς έδρας της διέδρου. 

801. Έάν δύο δίεδροι γωνίαι έχουν τάς έδρας των παραλλήλους, δείξατε δτι αί άκμαί 
των είναι παράλληλοι. 

802. Νά εΰρεθή ό γ. τόπος των σημείων τού χώρου, τά όποια ίσαπέχουν άπό δυο 
δοθέντα έπίπεδα (II) καί (Ρ). 

803. Νά άποδειχθη δτι τά διχοτομοΰντα έπίπεδα δύο έφεξής καί παραπληρωματικών 
δίεδρων γωνιών είναι κάθετα. 
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804. Εύθεΐα (ε) είναι, πλαγία ώς πρός έπίπεδον (Π). Δείξατε δτι διά της (ε) διέρ- 
χεται έν μόνον έπίπεδον κάθετον έπΐ τό (Π ) . 

805. Έάν εύθεΐα (ε) εΐναι παράλληλος πρός έπίπεδον (Π), δείξατε δτι παν έπ{- 
πεδον κάθετον έπί την εύθεΐαν (ε) εΐναι κάθετον καί έπί τό έπίπεδον (Π). 

806. Έάν έν έπίπεδον (Π) είναι κάθετον έπί τήν τομήν δύο έπιπέδων (Ρ) καί (Σ), 
δείξατε δτι τό (Π) είναι κάθετον έπί τά (Ρ) καί (Σ). 

807. Έάν εύθεΐα (ε) εΐναι κάθετος έπί έπίπεδον (Π), δείξατε δτι ή προβολή της 
έπί έπίπεδον (Ρ), τό όποιον τέμνει τδ (Π), είναι κάθετος έπί τήν τομήν των δύο έπιπέδων. 

Β'. 

808. Ισοπλεύρου τριγώνου ΑΒΓ πλευράς α ή πλευρά ΒΓ εΐναι παράλληλος πρδς 
έπίπεδον (Π). Έάν τδ έπίπεδον τοΰ τριγώνου σχηματίζη μέ τδ έπίπεδον (Π) γωνίαν 60°, 
νά^ύπολογισθή τδ έμβαδδν της όρθής προβολής τοΰ τριγώνου ΑΒΓ έπί τδ έπίπεδον (Π). 

809. Νά έξετασθή τδ ανωτέρω πρόβλημα, έάν ή σχηματίζομένη δίεδρος γωνία εΐναι 

45° ή 30°. 

810. Νά εύρεθή ό γ. τόπος των σημείων, τά όποια ίσαπέχουν άπδ δύο παραλλήλους 
εύθείας. 

811. Δείξατε δτι, έάν έν στερεόν έχη δύο έπίπεδα συμμετρίας κάθετα μεταξύ των 
έχει καί άξονα συμμετρίας τήν τομήν των έπιπέδων. 

812. Δίδεται έπίπεδον (Π), δύο σημεία Β καί Γ αύτοϋ καί σημεΐον Α έκτδς αύτοϋ. 
Έάν Α' είναι ή ορθή προβολή τοΰ σημείου Α έπί τδ έπίπεδον (Π), δείξατε δτι είναι 
(Α'ΒΓ) = (ΑΒΓ)-συνφ, δπου φ εΐναι ή γωνία, τήν όποιαν σχηματίζει τδ έπίπεδον (Π) 
μετά τοΰ έπιπέδου (ΑΒΓ). 

813. Νά εύρεθή ό γ. τόπος των σημείων, των όποίων αί άποστάσεις άπδ δύο δοθέν- 
τα έπίπεδα (II) καί (Ρ ) έχουν λόγον μ : ν. 

814. Έάν εύθεΐα είναι έξ ΐσου κεκλιμένη πρδς τάς έδρας διέδρου γωνίας, δείξατε 
δτι τά ΐχνη της έπί των έδρών της διέδρου άπέχουν έξ ΐσου άπδ τήν άκμήν καί άντιστρόφως. 

815. Δίδονται δύο έπίπεδα (Π.) καί (Ρ) τεμνόμενα καθέτως. Δείξατε δτι, ΐνα μία 
εύθεΐα τοΰ έπιπέδου (11) είναι όρθογώνιος ώς πρδς μίαν εύθεΐαν τοΰ έπιπέδου (Ρ), πρέπει 
καί άρκεΐ μία τούλάχιστον των εύθειών τούτων νά είναι κάθετος έπί τήν τομήν χγ των δύο 
έπιπέδων. 

816. Εύθύγραμμον τμήμα ΑΒ έχει τά άκρα του Α καί Β έπί των έδρών δοθείσης 
διέδρου γωνίας. Τδ διχοτομούν έπίπεδον τής διέδρου τέμνει τδ τμήμα ΑΒ εις σημεΐον Γ. 
Δείξατε δτι ό λόγος των άποστάσεων τοΰ σημείου Γ άπό τά Α καί Β εΐναι ΐσος πρδς τον 
λόγον των άποστάσεων των Α καί Β άπό τήν άκμήν της διέδρου. 

817. Νά άποδειχθή δτι τό άθροισμα των τετραγώνων των προβολών δοθέντος εύθυ- 
γράμμου τμήματος έπί τρία έπίπεδα, άνά δύο κάθετα, ίσοΰται πρός τό διπλάσιου τετρά- 
γωνον τοΰ δοθέντος τμήματος. 


ΣΤΕ Ρ Ε ΑΙ ΓΩΝΙΑΙ 

479. “Ορισμός. Μέ άρχήν σημεΐον Κ θεωροδμεν μίαν διαδοχήν ήμιευ- 
θεμδν ΚΑ Χ , ΚΑ 2 , ΚΑ 3 ,...,ΚΑ ν , ΚΑ Χ , ν ^ 3, αί όποΐαι δέν κεΐνται άνά τρεις 
διαδοχικαί έπι τοΰ αύτοδ έπιπέδου (σχ. 475). Τό σύνολον τών (έπιπέδων) γω- 
νιέδν μέ πλευράς δύο διαδοχικός ήμιευθείας άπαρτίζει Εν στερεόν σχήμα, τό 
όποιον καλείται ν - εδρος στερεά γωνία. 
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Τό σημείον Κ καλείται κορυφή τής στερεας γωνίας, αί ήμιευθεΐαι ΚΑ 15 

/\ / — . 

ΚΑο, ΚΑ 3 ,..·, ΚΑ ν καλούνται άκμαί της καί αί γωνίαι Α 1 ΚΑ 2 ,Α 2 ΚΑ 3 ,..., 
Α ν ΚΑ* ξδραι αυτής. 

Τά κύρια στοιχεία μιας ν- έδρου στερεας γωνίας είναι αί ν έδραι της (έπίπε- 


Κ 




Σχ. 476 


5οι γωνίαι) καί αίν δίεδροι αύτής μέ άκμάς τάς άκμάς τής στερεας γωνίας. Διά- 
γω νιον έπίπεδον καλείται κάθε έπίπεδον, το οποίον ορίζεται άπό δύο μή δια- 
δοχικάς άκμάς. Τά διαγώνια έπίπεδα μιας ν - έδρου γωνίας είναι τόσα, δσαι 
καί αί διαγώνιοι ένός ν - γώνου, τό οποίον προκύπτει μέ έπίπεδον τομήν τής 

* ,*. ν ν (ν — 3) 

δίεδρου, ήτοι — — · 

2 

Μία ν - εδρος στερεά γωνία καλείται κανονική, εάν έχη δλας τάς έδρας 
της ίσας καί δλας τάς διέδρους της έπίσης ίσας. 

480. Κυρτή στερεά γωνία. Μία στερεά γωνία καλείται κυρτή, έάν 
είναι δυνατόν δλαι αί έδραι της νά τμηθοΰν υπό έπιπέδου καί ή τομή νά είναι 
κυρτόν πολύγωνον (σχ. 476). 

Μία κυρτή στερεά γωνία διαιρεί τόν χώρον εις δύο περιοχάς I καί II. 
Έξ αυτών ή περιοχή I έ'χει τήν εξής ιδιότητα : Διά κάθε ζεύγος σημείων της, 
τό εύθύγραμμον τμήμα μέ άκρα τά σημεία ταΰτα, άνήκει είς τήν περιοχήν. *Η 
περιοχή αΰτη καλείται κυρτή περιοχή του χώρου καί άποτελεί τό εσωτερικόν 
τής κυρτής στερεας γωνίας. 'Η άλλη περιοχή II, δπου υπάρχει έν τουλάχιστον 
ζεύγος σημείων {Β, Γ} τοιοΰτον, ώστε τό τμήμα ΒΓ δεν άνήκει έξ ολοκλήρου 
είς τήν περιοχήν II, καλείται μή κυρτή περιοχή καί άποτελεί τό έξωτερι- 
κόν τής κυρτής στερεας γωνίας. 

Αί δύο περιοχαί, είς τάς οποίας μία μή κυρτή στερεά γωνία διαιρεί τόν 
χώρον, είναι μή κυρταί περιοχαί. 

481. Τρίεδροι στερεαΐ γωνίαι . Είναι αί άπλούστεραι, άλλά καί αί βασι- 
κώτεραι έκ τών στερεών (πολυέδρων) γωνιών, διότι πάσα πολύεδρος γωνία 
δύναται νά διαιρεθή είς τριέδρους, μέ διαγώνια έπίπεδα έκ μιας άκμής της. 

21 
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Προσανατολισμός τριέδρου στερεάς γωνίας 


"Εστω Κ.χγζ μία τρίεδρος στερεά γωνία (σχ. 477). "Αν τοποθετήσωμεν 
επί των ακμών της τρία σημεία Α,Β καί Γ, τότε τά έξ κύρια στοιχεία της τά 

/Ν /V 

συμβολίζομεν, ως έξης. Τάς διέδρους γωνίας της μέ Α,Β, Γ καί τάς έδρας της 

μέ α, την εύρισκομένην άπέναντι τής διέδρου Α, μέ β καί γ άντιστοίχως τάς 
άλλας. 

Τά θεωρήματα, τά όποια άφοροΰν τάς τριέδρους γωνίας, είναι αντίστοιχα 
έκείνων, τά όποια άφοροΰν τά τρίγωνα, ώς θά φανή εις τά επόμενα καί αύτό 
διευκολύνει είς την άπομνημόνευσιν. 

482. Προσανατολισμός τριέδρου στερεός γωνίας. "Ας θεωρήσω- 
μεν τρίεδρον στερεάν γωνίαν μέ κορυφήν Κ (σχ. 478α). Έπί των άκμών της 
λαμβάνομεν τρία σημεία Α, Β, Γ καί θεωροΰμεν κινητόν σημείον Μ, διαγρά- 
φον την περίμετρον τοΰ τριγώνου ΑΒΓ κατά μίαν ώρισμένην φοράν διαγραφής, 


κ κ’ 



Σχ. 477 Σχ. 478 


έ'στω την ΑΒΓΑ. Τότε ή τρίεδρος στερεά γωνία Κ θεωρείται προσανατολι- 
σμένη, υπό την έννοιαν 6τι διαγράφεται ύπό τής ήμιευθείας ΚΜ κατά την φο- 
ράν ΑΒΓΑ. Είναι φανερόν 6τι δύο είναι αί δυναταί φοραί διαγραφής τής στέ- 
ρεας γωνίας Κ, ύπό την έννοιαν ΑΒΓΑ ή ύπό τήν έννοιαν ΑΓΒΑ. Μία έξ αυτών, 
αύθαιρέτως έκλεγεΐσα, καλείται θετική καί ή άλλη (άντίθετος τής πρώτης) 
άρνητική. Αύτό, πού κυρίως μάς ενδιαφέρει, είναι δύο τρίεδροι στερεαί γωνίαι 
εάν είναι όμοιοστρόφως ή έτεροστρόφως προσανατολισμέναι, δηλαδή τοΰ 
αύτοΰ ή άντιθέτου προσανατολισμού. Είς τό σχήμα 478 αί δύο στερεαί γωνιαι 
Κ.ΑΒΓ καί Κ'.Α'Β'Γ' είναι έτεροστρόφως προσανατολισμέναι. 

483. Κατά κορυφήν στερεαί γωνίαι καλούνται δύο στερεαί γωνίαι 
μέ κοινήν κορυφήν Κ καί συμμετρικαί μεταξύ των ώς πρός τήν κοινήν κο- 
ρυφήν των (σχ. 479). 

Δύο κατά κορυφήν σΥερεαί γωνίαι έχουν τάς έδρας των άντιστοίχως ισας 
καί τάς διέδρους των έπίσης ίσας, άλλά αί στερεαί γωνίαι δέν είναι ΐσαι (ύπο 
τήν έννοιαν μή έφαρμόσιμοι), διότι είναι άντιθέτου προσανατολισμού (§ 461) 

484. Παραπληρωματική τριέδρου στερεας γωνίας. "Εστω Κ.ΑΒΓ 
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μία τρίεδρος στερεά γωνία (σχ. 480). Φέρομεν ήμιευθεΐαν ΚΑ' κάθετον επί 
τήν έδραν ΒΚΓ καί πρδς τδ μέρος τής άκμής ΚΑ. Όμοίως φέρομεν ΚΒ' χ 
ΑΚΓ καί πρδς τδ μέρος τής ΚΒ, ώς έπίσης καί ΚΓ' _[_ ΑΚΒ καί πρδς τδ μέρος 
τής ΚΓ. Αί τρεις ήμιευθεΐαι ΚΑ', ΚΒ' καί ΚΓ' ορίζουν τρίεδρον στερεάν 
γωνίαν, ή οποία καλείται παραπληρωματική τής τριέδρου Κ.ΑΒΓ. 



Σχ. 479 Ιχ. 480 

Άπδ τδν άνωτέρω όρισμδν τής παραπληρωματικής τριέδρου μιας δοθεί- 
σης τριέδρου στερεάς γωνίας έ'πονται τά εξής : 

ϊ) 'Η παραπληρωματική Κ.Α'Β'Γ' τής Κ.ΑΒΓ ορίζεται κατά ένα μόνον 
τρόπον καί έπομένως είναι μοναδική. 

ϋ) Έκάστη έδρα τής Κ.Α'Β'Γ' είναι παραπληρωματική τής αντιστοί- 
χου διέδρου τής Κ.ΑΒΓ, ήτοι είναι α' + Α = 2 1 -, β' -ή- Β — 2 1 -, γ' + Γ — 2 1 - 
(διατί ;) (§ 472). 

ϋΐ) 'Η τρίεδρος Κ.ΑΒΓ είναι παραπληρωματική τής Κ.Α'Β'Γ'. Πρά- 
γματι, είναι ΚΒ' X ΑΚΓ => ΚΒ' X ΚΑ (1) καί πρδς τδ μέρος τής ΚΒ καί 
ΚΓ' X ΑΚΒ => ΚΓ' X ΚΑ (2) καί πρδς τδ μέρος τής ΚΓ. Έκ των σχέσεων 
(1) καί (2) έπεται ΚΑ X Β'ΚΓ'καί πρδς τδ μέρος τής ΚΑ'. 'Ομοίως είναι 
ΚΒ X Α'ΚΓ' καί ΚΓ χ Α'ΚΒ' καί πρδς τδ μέρος των ΚΒ' καί ΚΓ' άντι- 
στοίχως. ’Άρα ή Κ.ΑΒΓ είναι ή παραπληρωματική τής Κ.Α'Β'Γ' (άρα ή 
έννοια τής παραπληρωματικής γωνίας είναι συμμετρική καί διά τάς τριέ- 
δρους). 

ΐν) Ή τρίεδρος Κ.ΑΒΓ, ώς παραπληρωματική τής Κ.Α'Β'Γ', είναι 
τοιαύτη, ώστε : α X Α' = 2 1 -, β + Β' — 2 1 -, γ + Γ' = 2 1 -. 

ΘΕΩΡΗΜΑΤΑ ΤΗΣ ΙΣΟΤΗΤΟΣ ΕΙΣ ΤΑΣ ΤΡΙΕΑΡΟΥΣ ΣΤΕΡΕΑΣ 

485. Θεώρημα. Έάν δύο τρίεδροι στερεαί γωνίαι £χουν δύο 'έδρας άντι- 
στοίχως ϊσας μίαν πρός μίαν καί τάς ύπό τών ίσων έδρών περιεχομένας διέ- 
δρουςΐάας,αί στεραί γωνίαι είναι ΐσαι ή ή μία Ισοϋται πρός τήν κατά κορυ- 
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της, έάν έπί πλέον ύποθέσωμεν ότι είναι Κ Χ Α Χ — Κ χ Β χ = Κ 1 Γ 1 — Κ^Α^ — 
Κ 2 Β 2 = Κ 2 Γ 2 . Τότε είναι προφανώς Α 1 Κ 1 Β 1 = Α 2 Κ 2 Β 2 , Β 1 Κ 1 Γ 1 = Ι^Κ,Γ,, 

Δ Δ 

Γ 1 Κ 1 Α 1 = Γ 2 Κ 2 Α 2 ώς εχοντα δύο πλευράς ίσας καί τήν περιεχομένην ύπ’ 
αύτών γωνίαν ϊσην. "Αρα Α 1 Β 1 — Α 2 Β 2 , Β 1 Γ 1 = Β 2 Γ 2 , Γ.^ = Γ 2 Α 2 => 

Δ Δ 

Α 1 Β 1 Γ 1 = Α 2 Β 2 Γ 2 . Φέρομεν Κ 1 Δ 1 _]_ (Α 1 Β 1 Γ 1 ) => τά όρθογώνια τρίγωνα 
Κ 1 Α 1 Δ 1 , Κ 1 Β 1 Δ 1 , Κ 1 Γ 1 Δ 1 είναι ίσα, ώς εχοντα ίσας ύποτεινούσας καί τήν 
Κ 1 Δ 1 κοινήν => Δ Χ Α Χ = Δ 1 Β 1 == Δ 1 Γ 1 , ήτοι τό Δ χ είναι περίκεντρον του 
τριγώνου Α 1 Β 1 Γ 1 . ' Ομοίως φέρομεν τήν Κ 2 Δ 2 _|_ (Α 2 Β 2 Γ 2 ) καί τό Δ 2 θά είναι 
τό περίκεντρον του τριγώνου Α 2 Β 2 Γ 2 . Έξ αύτού έπεται ότι μετατοπίζοντες 
τήν Κ 1 .Α 1 Β 1 Γ 1 είς τρόπον, ώστε τό τρίγωνον Α 1 Β 1 Γ 1 νά ταυτίσθή μετά του 
ίσου του Α 2 Β 2 Γ 2 παρατηροΰμεν 


ότι τό σημεΐον Δ Χ θά συμπέση 
μετά του Δ 2 . Έπί πλέον άπό τήν 
παρατήρησιν ότι τά όρθογώνια 
τρίγωνα Κ 1 Α 1 Δ 1 καί Κ 2 Α 2 Δ 2 εί- 
ναι ίσα, ώς έχοντα Κ Χ Α Χ — Κ 2 Α 2 
καί Δ Χ Α Χ = Δ 2 Α 2 , έπεται 6τι 
Δ 1 Κ 1 = Δ 2 Κ 2 . "Αρα είς τήν με- 
τατόπισιν ή κορυφή Κ Χ θά συμπέ- 
ση μετά της Κ 2 . Επομένως, αί 
τρίεδροι είναι ίσαι, έφ’ όσον δύ- 


Κ, Κι 



Σχ. 483 


νανται νά ταυτισθουν. Έάν αί δύο τρίεδροι είναι άντιθέτου προσανατολισμού, 


τότε ή μία ίσοΰται πρός τήν κατά κορυφήν της άλλης. 


488. Θεώρημα. Έάν δύο τρίεδροι στερεαί γώνίαι έχουν τάς τρεϊς διέ- 
δρους των άντιστοίχως Ισας, είναι ϊσαι ή ή μία ίσοΰται πρός τήν κατά κορυφήν 
τής άλλης, άναλόγως τοΰ έάν είναι όμοιοστρόφως ή έτεροστρόφως προσανα- 
τολισμένοι. 

Άπόδειξις, ’Έστωσαν Κ 1 .Α 1 Β ι Γ 1 καί Κ 2 .Α 2 Β 2 Γ 2 αί δύο τρίεδροι στε- 

ραιαί γωνίαι μέ Α Χ = Α 2 , Β! = Β 2 , Γ Χ = Γ 2 (σχ. 483). Φανταζόμεθα τάς 
παραπληρωματικάς αύτών τριέδρους (§ 484), αί όποίαι κατ’ άνάγκην θά 
έχουν τάς έδρας των ισας, έφ’ όσον αί άρχικαί έχουν τάς διέδρους των ΐσας 
καί έπομένως, κατά τό προηγούμενον θεώρημα, θά είναι ίσαι. Τότε όμως καί 
αί τρίεδροι Κ 1 .Α 1 Β 1 Γ 1 , Κ 2 .Α 2 Β 2 Γ 2 θά είναι ίσαι ώς παραπληρωματικαί ίσων 
τριέδρων. Έάν αί δύο τρίεδροι είναι άντιθέτου προσανατολισμού, τότε ή μία 
ΐσούται πρός τήν κατά κορυφήν τής άλλης. 


ΑΝΙΣΟΤΧΚΑΪ ΣΧΕΣΕΙΣ ΕΙΣ ΣΤΕΡΕΑΣ ΓΩΝΙΑΣ 

489. Θεώρημα. Είς πάσαν τρίεδρον στερεάν γωνίαν έκάστη έδρα είναι : 
ί) Μικροτέρα τοΰ άθροίσματος τών δύο άλλων. 
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ϋ) Μεγαλυτέρα τής όπολύτου διαφοράς τών δύο όλλων. 

’Απόδειξις. ί) Τό θεώρημα έχει προφανώς άνάγκην άποδείξεως μόνον διά 
την μεγαλυτέραν έδραν (σχ. 484). Άς θεωρήσωμεν Οτι είναι: α ^ β καί α Άγ. 
Εντός τής έδρας α λαμβάνομ.εν ήμιευθείαν ΚΔ, τοιαύτην ώστε νά είναι: ΓΕΛ- 
ΕΚΑ = β => ΒΚΔ =α — β (1). Δέν βλάπτεται ή γενικότης, έάν θεωρή- 
σωμεν ότι είναι ΚΑ = ΚΔ καί ότι τά σημεία Α,Β,Γ,Δ είναι συνεπίπεδα. 
Τότε είναι τριγ. ΓΚΑ = τριγ.ΓΚΔ, ώς έχοντα την ΓΚ κοινήν, ΚΑ = ΚΔ 

καί ΓΚΑ = ΓΚΔ. ’Άρα ΓΑ - ΓΔ => ΔΒ = ΓΒ - ΓΑ (2). Έκ του τρι- 
γώνου ΑΒΓ λαμβάνομεν : ΑΒ > ΓΒ — ΓΑ (3). 'Η σχέσις (3), λόγω τής (2) 

γράφεται ΑΒ > ΒΔ => ΒΚΑ > ΒΚΔ, διότι τά τρίγωνα ΒΚΑ καί ΒΚΔ έχουν 

δύο πλευράς ίσας καί τάς τρίτας πλευράς των άνίσους. ’Άρα γ > ΒΚΔ καί λόγω 

τής σχέσεως (1) => γ>α — β => α<β +Τ· Επίσης είναι β < α -)- γ καί 

γ < α + β. 

η) Άπεδείχθη ότι είναι β<α 4-γ=>α>β — γ (4) καί γ < α -(- β => 
α > γ — β (5 ). Έκ των σχέσεων (4 ) καί (5 ) έπεται ότι α > [ β — γ |. 'Ομοίως 
είναι β > | α — γ | καί γ > | α — β ( . 

Αί ανωτέρω έξ άνισοτικαί σχέσεις δύνανται νά συγχωνευθοΰν εις την 

διπλήν άνισοτικήν σχέσιν : |β — γ | < α < β + γ. 

490. Θεώρημα. Πόσης πολυέδρου κυρτής στερεός γωνίας, τό όθροισμα 
τ<5ν έδρβίν της είναι μικρότερον τδ>ν 4 ι . 

Κ 


Σχ. 484 






Σχ. 485 


Έστω ή κυρτή στερεά γωνία Κ.ΑΒΓΔ. Θά άποδείξωμεν ότι είναι : 
ΑΚΒ + ΒΚΓ + ΓΚΔ + ΔΚΑ < 4*- 

’Απόδειξις. Εντός τής στερεάς γωνίας λαμβάνομεν έν εύθύγραμμον 
τμήμα ΚΕ καί έκ του Ε φέρομεν έπίπεδον κάθετον επί την ΚΕ, τό όποιον 
τέμνει τάς άκμάς εις τά σημεία Α,Β,Γ,Δ (σχ. 485) καί ουτω σχηματίζεται 
τό κυρτόν πολύγωνον ΑΒΓΔ. (Την θέσιν τής ΚΕ τήν έκλέγομεν, ώστε τό 


1 
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έκ του Ε άγόμενον κάθετον έπίπεδον επί την ΚΕ νά τέμνη 6λας τάς άκμάς 
τής στερεάς γωνίας). Φέρομεν ΕΖ _]_ ΑΒ καί άρα ΚΖ _]_ ΑΒ. Έκ του ορθο- 
γωνίου τριγώνου ΕΚΖ έχομεν ΖΕ < ΖΚ. *Αν περιστρέψωμεν τό τρίγωνον ΚΑΒ 
περί την ΑΒ ούτως, ώστε τό έπίπεδόν του νά πέση επί του ΑΒΓΑ, τότε ή ΖΚ, 
μένουσα κάθετος επί την ΑΒ, θά πέση έπί τής ΖΕ καί, έπειδή είναι ΖΕ < ΖΚ, 
άρα τό Κ θά πέση εις την προέκτασιν τής ΖΕ, Ιστω εις τό σημεΐον Κ Χ . Φέρο- 
μεν καί τάς ΕΑ καί ΕΒ. ’Έχομεν (§ 116). 

ΛΚ Χ Ζ < ΛΕΖ, ΖΚ,Β < ΖΕΒ. 

Καί διά προσθέσεως κατά μέλη λαμβάνομεν : 

(1) ΑΚ 1 Β<ΑΕΒ, ήτοι ΑΚΒ < Α^ΕΒ. 

'Ομοίως άποδεικνύομεν βτι είναι : 

(2) ΒΚΓ < ΒΕΓ, ΓΚΔ < ΓΈΔ, ΔΚΑ < ΔΕΑ. 

ΙΙροσθέτοντες κατά μέλη τάς ομοιομόρφους άνισότητας (1) καί (2) 

εύρίσκομεν : 

(3) ΑΚΒ + ΒΚΓ + ΓΚΔ + ΔΚΑ < ΑΕΒ + ΒΕΓ 3- ΓΕΔ + ΔΕΑ 
καί, επειδή αί περί τό Ε γωνίαι έ'χουν άθροισμα ίσον πρός 4 όρθάς γωνίας, 
ή (3) γίνεται : 

ΛΚΒ + ΒΚΓ 4- ΓΚΔ + ΔΚΑ < 4«- 

★ 491 . Εις τήν γενικήν περίπτωσιν τό θεώρημα δύναται νά άποδειχθη, ώς άκολούθιυς : 
Άπόδειξις. Έστω ή κυρτή στερεά γωνία ΚΑ Χ Α ί ...Α ν (σχ. 486), βπου τά σημεία 
Α 1( Α 2 ,...Α ν εΰρίσκονται έπί έπιπέδου τομής. Θά συμβολίσωμεν μέ α χ , α 2 ,..., α ν τάς έδρας 

της στερεάς γωνίας καί μέ Α χ , Α 2 ,... Α ν τάς γωνίας τοΰ πολυγώνου Α χ Α 3 Α 3 ...Α ν άντιστοί- 
χως. Τότε, άπδ τά τρίγωνα ΚΑ Χ Α 2) ΚΑ,Α 3 , ..., ΚΑ ν Α χ , £χομεν : 

ί = 21- - (ΚΑ χ Α 2 + ΚΑ 2 Α>), ^ -- 21- - (ΚΑ 2 Α 3 + ΚΑ 3 Α 2 ), ..., ΐ - 21 - (ΚΑ ν Α Χ 
3- ΚΑ χ Α ν ). Προσθέτομεν κατά μέλη τάς άνωτέρω ν ισότητας καί λαμβάνομεν : 
α χ 4- α 2 ... -}- α ν — 2ν9 — (ΚΑ Χ Α 2 ·(■■ ΚΑ 2 Α Χ -{- ΚΑ 2 Α 3 3 ΚΑ 3 Α 2 Ή ... γ ΚΑ ν Α χ ■[- 
ΚΑ χ Α ν ) (1). 

Τά σημεία Α χ ,Α 2 ,....,Α ν είναι κορυφαί τριέδρων στερεών γωνιών καί επομένως 
(§ 489) θά είναι : 

Α χ < ΚΑ χ Α ν + ΚΑ χ Α 2ι Α 2 < ΚΑ 2 Α χ + ΚΑ 2 Α 3) ..., Α ν < ΚΑ ν Α ν χ 3- ΚΑ ν Α χ . 

Προσθέτομεν κατά μέλη τάς άνωτέρω ν άνισότητας καί λαμβάνομεν : 

Α χ 4" Α 2 + ... -)- Α ν < ΚΑ χ Α 2 + ΚΑ 2 Α χ + ΚΑ 2 Α 3 -)- ΚΑ 3 Α 2 3- ... 3- ΚΑΆ Χ 3· ΚΑ χ Α ν . 
Γνωρίζομεν δτι Α χ 3- Α 2 4~ ... 3- Α ν = (2ν — -4)1- καί έπομένως ή τελευταία άνισότης 
γράφεται : 

(2, - 4)1. < ΚΑ χ Α 2 3- ΚΑ 2 Α χ + ΚΑ 2 Α 3 + ΚΑ 3 Α 2 + ... + ΚΑ ν Α χ [- ΚΑ Χ Α„ (2) 

Προσθέτομεν κατά μέλη τάς σχέσεις (1) καί (2) καί λαμβάνομεν : 

/Ν /Ν /\ /Ν /Ν /Ν 

α ι + α 2 + ··· 3- α ν + (2ν — -4)9 < '2ν9 => α χ 3- α 3 ·-(- α 3 + ... 3 α ν < 49. 
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492. Θεώρημα. Είς πάσαν τρίεδρον στερεών γωνίαν τό άθροισμα των 
διέδρων γωνιών της εύρίσκεται μεταξύ 2 καί 6 όρθών γωνιών, έκάστη δέ 
αύξανομένη κατά 2 ι ύπερβαίνει τό άθροισμα τών δύο άλλων διέδρων. 
’Απόδειξις. "Εστω Κ.ΑΒΓ μία τρίεδρος στερεά γωνία (σχ. 487). "Ας 




Σχ. 486 


Σχ. 487 


φαντασθώμεν τήν παραπληρωματικήν της Κ.Α/Β'Γ' (§ 484), τής οποίας αί 
έδραι είναι α', β', γ'. Γνωρίζομεν δτι Α + <*' — 2 1 -, Β -)- β' — 2 1 -, Γ = 
2 1 - => Α + α' + Β + β’ + Γ + γ' = 6 1 - (1 ) => Α+Β + Γ < 6 1 - (2 ). Άπδ τδ 

προηγούμενον θεώρημα γνωρίζομεν δτι είναι α' + β' + γ' < 4 1 - => 4*-> α' ’+β' + 
γ' (3). Προσθέτομεν κατά μέλη τάς σχέσεις (1) καί (3 ) καί λαμβάνομεν : 

Α +β"+Γ^ + ο ? -\-γ +γ > +4>->6ΐ- + <? + (? +/ =► Α + Β + Γ>2ΐ·. 

Αί άνισότητες (2) καί (4) συγχωνεύονται είς τήν διπλήν ανισότητα 2 ι <Α-{~ 
Β + Γ < 6Α 

Επίσης είναι (§ 489) β' + γ’ > α' => 2 1 - — Β + 2 1 - — Γ > 2 1 Α => Α +2 1 - 

> Β 3- Γ. * Ομοίως εύρίσκομεν Β +2 ι > Α + Β καί Γ + 2 1 - > Α Β. 


ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

Α'. 

818. Είς κάθε τρίεδρον στερεάν γωνίαν δείξατε δτι μία τούλάχιστον έδρα είναι μι- 
κροτέρα τών 120°. 

819. Είς κάθε τρίεδρον στερεάν γωνίαν δείξατε δτι μία τουλάχιστον δίεδρος είναι 
μεγαλυτέρα τών 60°. 

.820. Έπί τών άκμών τρισορθογωνίου στερεάς γωνίας (μέ τάς έδρας της όρθάς) 
λαμβάνομεν τμήματα ΚΑ — ΚΒ = ΚΓ == α. Δείξατε δτι τδ τρίγωνον ΑΒΓ είναι ίσό- 
•πλευρον, τοϋ όποιου τδ έμβαδδν είναι διπλάσιον τοϋ έμβαδοϋ ισοπλεύρου τριγώνου πλευράς α. 

821. Τρισορθογωνίου στερεάς γωνίας αί άκμαί τέμνονται δι’ έπιπέδου είς τά σημεία 
Α,Β,Γ. Έάν είναι ΚΑ = 3α, ΚΒ = 4α, ΚΓ = 5α, δπου Κ είναι ή κορυφή της στερεάς 
γωνίας, νά ύπολογισθοϋν αί πλευραί τοϋ τριγώνου ΑΒΓ. 

822. Τέμνομεν τάς άκμάς τρισορθογωνίου στερεάς γωνίας Κ δι’ επιπέδου είς τά 
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σημεία Α,Β,Γ. Δείξατε δτι ή προβολή της κορυφής Κ έπί τδ έπίπεδον ΑΒΓ συμπίπτει μέ 
τδ δρθόκεντρον του τριγώνου ΑΒΓ. 

823. Είς τήν προηγουμένην άσκησιν, έάν Η είναι τδ δρθόκεντρον τοϋ τριγώνου ΑΒΓ, 
δείξατε δτι : 

α) (ΚΑΒ) 2 = (ΓΑΒ)(ΗΑΒ), β) (ΚΑΒ) 2 + (ΚΒΓ) 2 + (ΚΓΑ) 2 = (ΑΒΓ) 2 . 

824. Τρισορθογώνιος στερεά γωνία τέμνεται δι’ έπιπέδου εις τά σημεία Α,Β,Γ. 
Έάν α,β,γ είναι αΐ πλευραί τοϋ τριγώνου ΑΒΓ, νά ύπολογισθαΰν έξ αύτών τά τμήματα 
ΚΑ,ΚΒ,ΚΓ, δπου Κ είναι ή κορυφή τής τρισορθογωνίου. 

825. Έάν αΐ έδραι μιας στερείς γωνίας είναι 60° έκαστη, πόσας τδ πολύ έδρας δύναται 
νά έχη ή στερεά γωνία ; 

826. Τδ αύτδ νά έξετασθή, έάν αί έδραι της είναι 90° έκάστη. 

827. Μιας τριέδρου στερεάς γωνίας αί δυο έδραι είναι 70° καί 90°. Ποΐαι είναι αί 
δυναταί τιμαί διά τήν τρίτην έδραν αυτής ; 

Β . 

828. Είς πάσαν τρίεδρον στερεάν γωνίαν δείξατε δτι τά τρία διχοτομ'οΰντα έπίπεδα 
των διέδρων της διέρχονται διά τής αυτής ευθείας. 

829. Δείξατε δτι τά τρία έπίπεδα, τά όποια διέρχόνταί άνά έν άπδ τάς άκμάς μιας 
τριέδρου στερεάς γωνίας καί άπδ τάς διχοτόμους των άπέναντι έδρών, τέμνονται κατά τήν 
αύτήν εύθεϊαν. 

830. Δείξατε δτι, έάν δύο τρίεδροι στερεαί γωνίαι έχουν τάς διέδρους γωνίας των 
ίσας μίαν πρδς μίαν, τότε αί παραπληρωματικαί αύτών θά έχουν τάς έδρας των ΐσας μίαν 
πρδς μίαν καί άντιστρόφως. 

831. Άπδ τήν κορυφήν Κ δοθείσης τρισορθογωνίου στερεάς γωνίας φέρομεν τυχοΰ- 
σαν ήμιευθεΐαν Κχ είς τδ έσωτερικδν τής στερεάς γωνίας. Δείξατε δτι αί γωνίαι, τάς δποίας 
σχηματίζει ή Κχ μέ τάς τρεις άκμάς καί μ'ε τάς τρεις έδρας τής στερεάς γωνίας, έχουν άθροι- 
σμα σταθερόν. 

832. Δείξατε δτι τδ άθροισμα των γωνιών ένδς στρεβλού τετραπλεύρου είναι μικρό- 
τερον τών 4 δρθών γωνιών. 

833. Έάν δύο έδραι μιάς τριέδρου στερεάς γωνίας είναι ισαι, δείξατε δτι καί αί άπέ- 
ναντι αύτών δίεδροι είναι ΐσαι καί άντιστρόφως. 

834. Έάν μία τρίεδρος στερεά γωνία έχη τάς τρεις έδρας της ΐσας, δείξατε δτι θά 
έχη καί τάς τρεις διέδρους της ΐσας καί άντιστρόφως. 

835. Έάν μία τρίεδρος στερεά γωνία έχη δύο ΐσας διέδρους, δείξατε δτι τδ διχο- 
τομούν έπίπεδον τής τρίτης διέδρου είναι κάθετον έπί τήν άπέναντι έδραν. 

836. Δίδεται κυρτή τετράεδρος στερεά γωνία καί σημεϊον Σ. Νά άχθη διά τοϋ ση- 
μείου Σ έπίπεδον (Π), τδ όποιον νά τέμνη τήν δοθεΐσαν στερεάν γωνίαν κατά παραλλη- 
λόγραμμον. 

837. Δείξατε δτι είς πάσαν τρίεδρον στερεάν γωνίαν άπέναντι μεγαλυτέρας διέδρου 
κεΐται μεγαλυτέρα έδρα καί άντιστρόφως. 

838. Δίδεται τρίεδρος στερεά γωνία Κ.ΑΒΓ. Φέρομεν ήμιευθεΐαν ΚΧ έντδς τής 

στερεάς γωνίας. Νά άποδειχθή δτι εΐναι ΧΚΑ + ΧΚΒ < ΓΚΑ + ΓΚΒ. 

839. Δείξατε δτι τδ άθροισμα τών διέδρων γωνιών μιάς κυρτής στερεάς γωνίας μέ ν 
άκμάς περιέχεται μεταξύ 2ν - 4 καί 6ν - 12 δρθών γωνιών. 

840. Δίδεται τετράεδρος στερεά γωνία κορυφής Κ καί δύο σταθερά σημεία Α καί Β 
έπί δύο διαδοχικών άκμών της. Μεταβλητδν έπίπεδον διέρχεται πάντοτε διά τών Α καί Β 
καί τέμνει τάς άλλας δύο άκμάς της είς τά Μ καί Ν. ϊ) Νά άποδειχθή δτι ή ευθεία ΜΝ διέρ- 
χεται διά σταθερού σημείου, ΐϊ) Νά εύρεθή ό γ. τόπος τής τομής τών ΑΜ καί ΒΝ. πΐ) Νά 
εύρεθή δ γ. τόπος τής τομής τών ΑΝ καί ΒΜ. 


ΒΙΒΛΙΟΝ ΕΚΤΟΝ 


ΠΟΛΥΕΔΡΑ 

493. ' Ορισμός. Πολύεδρον καλείται τό στερεόν, τό όποιον περατούται 
πανταχόθεν είς έπίπεδα τμήματα. 

Τά έπίπεδα ταΰτα τμήματα είναι κατ’ άνάγκην πολύγωνα καί καλούνται 
'έδραι τού πολυέδρου (σχ. 488). Αί πλευραί των πολυγώνων έδρών καλούνται 
άκμαί τού πολυέδρου καί είναι αί τομαί δύο προσκειμένων έδρών. Αί κορυφαί 
των πολυγώνων έδρών καλούνται κορυφαι τού πολυέδρου. Αύται ανήκουν είς 
τρεις τουλάχιστον έδρας καί είναι σημεία, είς τά όποια συμβάλλουν τρεις 
τουλάχιστον άκμαί. "Εν εύθύγραμμον τμήμα μέ άκρα δύο κορυφάς, αί όποΐαι 
δέν άνήκουν είς τήν αύτήν έδραν, καλείται διαγώνιος τού πολυέδρου. Διαγώ- 
νιοι δέν υπάρχουν είς 6λα τά πολύεδρα. 

'Έν πολύεδρον καλείται κυρτόν, έάν τό έπίπεδον τής οίασδήποτε έδρας 
του άφήνει πρός τήν αύτήν περιοχήν τού χώρου ολόκληρον τό πολύεδρον. 

Παντός κυρτού πολυέδρου αί έδραι είναι κυρτά πολύγωνα καί άντιστρό- 

φως. 

'Η τομή κυρτού πολυέδρου μέ επίπεδον είναι κυρτόν πολύγωνον, ενώ μία 
εύθεΐα, μή άνήκουσα είς έδραν, έχει τό πολύ δύο κοινά σημεία μέ τήν πολυεδρι- 
κήν επιφάνειαν, 

ΤΟ ΤΕΤΡΑΕΔΡΟΝ 

494. Τά στοιχεία τοΰ τετραέδρου. Τό τετράεδρον είναι τό άπλού- 
στερον έκ τών πολυέδρων. ’Έχει τέσσαρας τριγωνικάς έδρας, τέσσαρας κορυ- 
φάς καί έξ άκμάς. Τετράεδρον δυνάμεθα νά λάβωμεν, έάν τμήσωμεν τάς 
άκμάς τριέδρου στερεάς γωνίας δι’ έπιπέδου (σχ. 489). 


Α 
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Κάθε τετράεδρον είναι κυρτόν πολύεδρον, έχει έξ διέδρους γωνίας, αί 
όποΐαι άντιστοιχοϋν είς τάς εξ άκμάς του καί τέσσαρας τριέδρους στερεάς, γω- 
νίας αί όποΐαι άντιστοιχοϋν είς τάς τέσσαρας κορυφάς του. 

"Υψος τετραέδρου καλείται τό κάθετον τμήμα, τό όποιον άγεται έξ έκά- 
στης κορυφής πρός την απέναντι έδραν (σχ. 489). Τό τετράεδρον έπομένως 
έχει τέσσαρα ύψη. Τά ύψη ένός τετραέδρου έν γένει δέν διέρχονται διά τοϋ 
αύτοϋ σημείου. 

Διάμεσος τετραέδρου καλείται τό τμήμα μέ άκρα μίαν κορυφήν, καί τό 
κέντρον βάρους τής άπέναντι έδρας. Τό τετράεδρον έπομένως έχει τέσσαρας 
διαμέσους. 

495, Εϊδη τετραέδρων, Ε ίς τό σύνολον των τυχόντων τετραέδρων 
αξιοσημείωτα είναι τά κανονικά καί τά όρθοκεντρικά τετράεδρα. 

Κανονικόν τετράεδρον καλείται έν τετράεδρον, τό όποιον έχει καί τάς έξ 
άκμάς του ίσας. Αί έδραι ένός κανονικού τετραέδρου είναι ίσα ισόπλευρα τρί- 
γωνα. 

Όρθοκεντρικόν τετράεδρον καλείται έν τετράεδρον, τοϋ όποιου τά τέσ- 
σαρα ύψη διέρχονται διά τοϋ αύτοϋ σημείου. Τό κοινόν σημεΐον των υψών 
του καλείται όρθόκεντρον τοϋ τετραέδρου. Είς τά όρθοκεντρικά μόνον τετρά- 
εδρα καί τά τρία ζεύγη των άπέναντι ακμών του είναι ορθογώνια (βλ. άσκ. 

846). 


496. Θεώρημα. Είς κάθε τετράεδρον αί τέσσαρες διάμεσοι διέρχονται 
διά τοΰ αύτοϋ σημείου, τό όποιον καλείται κέντρον βάρους τοϋ τετραέδρου 

3 

και άπέχει έξ έκάστης κορυφής άπόστασιν ΐσην πρός τά ~ τής άντιστοί- 


χου διαμέσου τοΰ τετραέδρου. 

Άπόδειξις. ’Έστω τό τετράεδρον ΑΒΓΔ 
καί Κ,Α τά κέντρα βάρους τών έδρών του 
ΒΓΔ, ΑΒΓ άντιστοίχως (σχ. 490). Τό σημεΐον 
Κ εύρίσκεταί επί τής διαμέσου ΔΕ τής έδρας 
ΒΓΔ καί τό σημεΐον Λ έπί τής διαμέσου ΑΕ 
τής έδρας ΑΒΓ. Έπομένως αί διάμεσοι ΑΚ 
καί ΔΑ τοΰ τρεταέδρου τέμνονται είς σημεΐον 
Ο, διότι είναι έσωτερικά τμήματα τοϋ τριγιυ- 
νου ΑΔΕ. 


Α 



Σχ. 490 


Επειδή τά σημεία Κ καί Α είναι κέντρα βάρους εδρών, έπεται 6τι 

ΕΔ ΕΑ 3 α α / / Τ λ α ,λα δα 3 

ΕΚ ΕΛ 1 ^ 1 ^ - ΚΑ 1 


Δ 

Επίσης, άπό τήν παραλληλίαν τών τμημάτων ΔΑ καί ΚΑ, έπεται ύτι ΟΑΔ ^ 
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ΟΚΑ => 
ΑΟ 

=> : 

ΑΚ 


ΟΑ 

ΟΚ 

3 

4 



=> ΑΟ = ~ ΑΚ. 
4 


ΟΑ 

ΟΚ 


3 

1 


Α Ο _ 3 

ΑΟ + ΟΚ ~ 3 + 1 


' Ομοίως άποδεικνύεται ή αύτή σχέσις καί διά τάς άλλας διαμέσους του 
τετραέδρου, αί όποΐαι διέρχονται διά του αύτοΰ σημείου Ο. 

* Η ονομασία κέντρον βάρους τοΟ τετραέδρου διά τό σημεΐον Ο Ιχει λη- 
φθή έκ τής φυσικής, διότι συμπίπτει μέ τό κέντρον βάρους τετραέδρου έξ 
ομογενούς ύλικοϋ. 


ΑΣΚΗΣΕ ΙΣ 
Β'. 


841. Είς κάθε τετράεδρον : α) Δείξατε δτι τά τμήματα μέ άκρα τα μέσα τών άπέ- 
ναντι άκμών διέρχονται διά του αύτοΰ σημείου, β) Έάν αί άπέναντι άκμαί είναι άνά δύο 
ϊσαι, τά τμήματα ταΰτα είναι κάθετα έπί τάς άπέναντι άκμάς καί έπΐ πλέον είναι άκμαί 
τρισορθογωνίου στερεάς γωνίας, 

842. Είς κανονικόν τετράεδρον δείξατε δτι τά μεσοκάθετα έπίπεδα των έξ άκμών 
του είναι έπίπεδα συμμετρίας καί αί κοιναΐ κάθετοι των άπέναντι άκμών του είναι άξονες 
συμμετρίας. 


843. Περίκεντρον τετραέδρου. Είς παν τετράεδρον δείξατε δτι αί κάθετοι, αί 
όποΐαι άγονται έπί τάς έδρας του εις τά περίκεντρα αύτών, διέρχονται θιά τοϋ αύτοΰ σημείου. 
Τό σημεΐον τοΰτο καλείται περίκεντρον τοΰ τετραέδρου καί ίσαπέχει άπό τάς κορυφάς του. 

844. Έγκεντρον τετραέδρου. Είς παν τετράεδρον δείξατε δτι τά διχοτομοΰντα 
έπίπεδα των 6ξ διέδρων γωνιών του διέρχονται διά τοΰ αύτοΰ σημείου. Τό σημεΐον τοΰτο 
καλείται έγκεντρον τοΰ τετραέδρου καί ίσαπέχει άπό τάς έδρας του. 

845. Παράκεντρον τετραέδρου. Είς παν τετράεδρον δείξατε δτι έντός έκάστης στε- 
ρεάς γωνίας του καί έκτός τοΰ τετραέδρου υπάρχει σημεΐον, άπό τό όποιον διέρχονται τά 
διχοτομοΰντα έπίπεδα τών τριών διέδρων, των όποιων αί άκμαί συγκλίνουν είς τήν κορυφήν 
της έν λόγφ στερεάς γωνίας, καί τά διχοτομοΰντα έπίπεδα τών ύπολοίπων τριών έξωτερικών 
διέδρων. Τό σημεΐον τοΰτο καλείται παράκεντρον τοΰ τετραέδρου καί ίσαπέχει άπό τά έπί- 
πεδα τών έδρών τοΰ στερεοΰ. Κάθε τετράεδρον έχει τέσσαρα παράκεντρα. 

846. Δείξατε δτι, έάν έν τετράεδρον είναι ύρθοκεντρικόν, αί άπέναντι άκμαί του είναι 
ύρθογώνιοί καί άντιστρόφως. 

847. Δείξατε δτι είς παν ύρθοκεντρικόν τετράεδρον τά ίχνη τών τεσσάρων ύψών του 
είναι όρθόκεντρα τών έδρών του. 

848. Δείξατε δτι αί κοιναί κάθετοι τών άπέναντι άκμών όρθοκεντρικοΰ τετραέδρου 
διέρχονται διά τοΰ όρθοκέντρου τοΰ τετραέδρου. 

849. Δίδεται τετράεδρον ΑΒΓΔ. Νά εύρεθή σημεΐον Μ, διάτό όποιον τό άθροισμα 
ΜΑ 3 + ΜΒ 2 + ΜΓ 3 + ΜΔ 2 είναι έλάχιστον. 

850. Δείξατε δτι τά έξ μεσοκάθετα έπίπεδα τών άκμών τετραέδρου διέρχονται διά 
τοϋ αύτοΰ σημείου. 

851. Έάν τετραέδρου ΚΑΒΓ ή στερεά γωνία Κ είναι τρισορθογώνιος, δείξατε δτι τό 


ΰψος ΚΗ πληροί τήν σχέσιν : 


1 


1 

ΚΑ 2 


+ 



1 

ΚΓ 2 


ΚΗ 2 
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852. ΕΙς κάθε τετράεδρον δείξατε ότι τά έπίπεδα, τά δριζόμενα. ΰπδ έκάστης άκμής 
καί τοϋ μέσου της άπέναντι άκμής, διέρχονται διά τοϋ αύτοϋ σημείου. 

853. Δίδεται τετράεδρον ΑΒΓΔ. Επίπεδον παραμένει παράλληλον πρδς τήν έδραν 
ΒΓΔ καί τέμνει τδ τετράεδρον κατά τδ τρίγωνον Β'Γ'Δ'. Δείξατε 8τι αί εύθεΐαι, αί συνδέου- 
σαι τά μέσα των πλευρών τοϋ τριγώνου Β'Γ'Δ' μέ τάς άπέναντι αυτών κορυφάς τοϋ τετρα- 
έδρου, διέρχονται διά τοϋ αύτοϋ σημείου. 

Η ΠΥΡΑΜΙΣ 

497. 'Ορισμοί. Πυραμίς καλείται τό πολύεδρον, τοϋ όποίου ή μία έδρα 
είναι τυχόν πολύγωνον, τό όποιον καλείται βάσις τής πυραμίδος, αί δέ λοιπαί 
εδραι είναι τρίγωνα μέ κοινήν κορυφήν εν σημεΐον, τό όποιον καλείται κορυ- 
φή τής πυραμίδος. 

Πυραμίδα δυνάμεθα να λάβωμεν, εάν τμήσωμεν τάς άκμάς στερεάς γω- 
νίας κορυφής Κ δι’ έπιπέδου εις τά σημεία Α,Β,Γ,... (σχ. 491 ). 

Μία πυραμις είναι κυρτή ή μή κυρτή, άναλόγως του έάν ή βάσις της 
ΑΒΓΔ είναι κυρτόν ή μή κυρτόν πολύγωνον άντιστοίχως. Αί τριγωνικά! 
Ιδραι ΚΑΒ, ΚΒΓ,... καλούνται παράπλευροι έδραΐτής πυραμίδος, αί δέ άκμαί 
ΚΑ, ΚΒ, ΚΓ,..., αί όποιαν συγκλίνουν εις τήν κορυφήν Κ τής πυραμίδος, 
καλούνται παράπλευροι άκμαί. 



Σχ. 491 Σχ. 492 

Μία πυραμίς χαρακτηρίζεται ώς τριγωνική, τετραπλευρική, πενταγω- 
νική κλπ., άναλόγως τού πλήθους των πλευρών τού πολυγώνου τής βάσεώς 
της. 

Ύψος τής πυραμίδος καλείται τό κάθετον τμήμα ΚΗ έκ τής κορυφής 
της Κ πρός τό επίπεδον τής βάσεως. 

Κανονική καλείται κάθε πυραμίς, ή όποια έ'χει ώς βάσιν κανονικόν πολύ- 
γωνον, ή δέ κορυφή της προβάλλεται όρθώς είς τό κέντρον τού κανονικού πολυ- 
γώνου τής βάσεως (σχ. 492). 



Ο 
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498. Θεώρημα. Κάθε κανονικής πυραμίδος αί παράπλευροι έδραι είναι 
ίσα Ισοσκελή τρίγωνα. 

Άπόδειξις. "Ας θεωρήσωμεν κανονικήν πυραμίδα Κ.Α 1 Α 2 ...Α ν (σχ. 
493). Φέρομεν τδ ύψος ΚΟ, δπου τδ Ο είναι κέντρον τοΰ κανονικού πΌλυγώνου 
τής βάσεως, επομένως είναι ΟΑ 1 = ΟΑ 2 . Τότε τά ορθογώνια τρίγωνα Κ0Α 1 
καί ΚΟΑ 2 είναι ΐσα, διότι έχουν τήν ΚΟ κοινήν καί ΟΑ 1 = ΟΑ 2 . Άρα ΚΑ Χ 
= ΚΑ 2 . Όμοίως άποδεικνύεται 6τι ΚΑ Χ = ΚΑ 2 = ... = ΚΑ ν . Επειδή επί 
πλέον είναι Α 1 Α 2 = Α 2 Α 3 — ... = Α ν _ 1 Λ ν , έπεται ότι τά παράπλευρα τρί- 
γωνα είναι ίσα ισοσκελή. 

Άντιστρόφως. Έστω 6τι είς τήν πυραμίδα Κ.Α 1 Α 2 ...Α ν είναι ΚΑ Χ = 
ΚΑ 2 = ... = ΚΑ ν καί Α!Α 2 — Α 2 Α 3 = ... = Α ν _ Χ Α ν . Φέρομεν πάλιν τδ 

ύψος ΚΟ => ΚΟΑ! = ΚΟΑ 2 = ... = ΚΟΑ ν ώς ορθογώνια μέ ίσας τάς 
ύποτεινούσας καί τήν ΚΟ κοινήν. Άρα ΟΑ 1 = ΟΑ 2 — ... — ΟΑ ν . Τότε 
τά τρίγωνα ΟΑ Χ Α 2 , ΟΑ 2 Α 3 ,·.., ΟΑ ν Α Χ είναι ίσα ισοσκελή καί επομένως τδ 
πολύγωνον Α 1 Α 2 ...Α ν είναι κανονικδν μέ κέντρον τήν προβολήν Ο τοΰ Α επί 
αύτό. ’Άρα ή πυραμίς είναι κανονική. 


499. Θεώρημα. Έάν πυραμίς τμηθή ύπό έπιπέδου παραλλήλου πρός τήν 
βάσιν της, ή τομή είναι πολύγωνον δμοιον πρός τό πολύγωνον τής βάσεως. 

Άπόδειξις. Τδ θεώρημα θά άποδειχθή κατ’ άρχάς διά τριγωνικήν πυ- 
ραμίδα Κ.ΑΒΓ (σχ. 494). Έάν Α'Β'Γ' είναι ή παράλληλος τομή πρδς τήν 


κ 



κ 



βάσιν ΑΒΓ, παρατηροΰμεν 6τι Α'Β' / /ΑΒ, Β'Γ'//ΒΓ καί ΓΆ'//ΓΑ, ώς 
τομαί παραλλήλων έπιπέδων ύπδ τρίτου. ’Άρα είναι τριγ. Α'Β'Γ' τριγ. 
ΑΒΓ, ώς έχοντα τάς πλευράς των παραλλήλους (τδ σχετικόν θεώρημα τής 
έπιπεδομετρίας ισχύει αύτούσιον καί είς τδν χώρον, ώς Ιπεται εκ τής § 433). 

"Ας θεωρήσωμεν τώρα τυχοΰσαν πυραμίδα Κ.ΑΒΓΔΕ καί τήν τομήν 
Α'Β'Γ'Δ'Ε' παράλληλον πρδς τήν βάσιν (σχ. 495). Μέ τά επίπεδα ΑΚΓ, 
ΑΚΔ, τά όποια τέμνουν τήν βάσιν καί τήν παράλληλον τομήν κατά διαγώνιους 
διαιρείται ή πυραμίς είς τριγωνίκάς πυραμίδας. ’Άρα είναι Α'Β'Γ' «ζ ΑΒΓ, 
Α'Γ'Δ' =« ΑΓΔ, Α'Δ'Ε' » ΑΔΕ καί έπομένως ΆΒ'Γ'ΔΈ' ^ ΑΒΓΔΕ. 



Κόλουρος πυραμις 
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Παρατηρήσεις: 

Α'Β' 

ί) Ό λόγος όμοιότητος - - των δύο όμοιων πολυγώνων είναι ίσος 

ΑΒ 

ΚΑ' 

πρός τόν λόγον , διότι είναι ΚΑ'Β' =» ΚΑΒ, 'Ο ίδιος λόγος μεταφέρε- 

ΚΑ 

ται καί έπί του τυχόντος τμήματος ΚΜ'Μ, μέ τά Μ' καί Μ επί των δύο παραλ- 
λήλων έπιπέδων καί άσφαλώς καί έπί των υπολοίπων παραπλεύρων άκμών 
ΚΒ'Β, ΚΓ'Γ, κλπ. Τοϋτο έπεται έκ του θεωρήματος του Θαλοϋ. 




Σχ. 495 


Σχ. 496 


Η) Τά έμβαδά των δύο όμοιων πολυγώνων έχουν λόγον ίσον πρός τό τετρά- 

.... , , „ (Α'Β'Γ'Δ'Ε' ) / Α'Β' \ 2 / ΚΜ' \ 2 


γωνον τού λόγου όμοιότητος, ήτοι 


(ΑΒΓΔΕ) 


/Α'Β' \ 2 _ /ΚΜ'γ 
V ΑΒ ; V ΚΜ ; 


ΚΟΑΟΥΡΟΣ ΠΥΡΑΜΙΣ 

500. "Ορισμοί. Κόλουρος πυραμις καλείται τό μέρος μιας πυραμίδος, 
τό όποιον περιέχεται μεταξύ τής βάσεως καί μιδς παραλλήλου πρός τήν βά- 
σιν τομής τής πυραμίδος. 

Μία κόλουρος πυραμις ΑΒΓΔ.ΕΖΗΘ (σχ. 496) έ'χει τάς Ιδρας της ΑΒΓΔ 
καί ΕΖΗΘ παραλλήλους. Αύταί καλούνται βάσεις τής πυραμίδος καί είναι 
όμοια πολύγωνα (§ 499). Αί παράπλευροι Ιδραι της είναι τραπέζια. 

* Η άπόστασις ΚΛ των δύο παραλλήλων βάσεων καλείται δψος τής κολού- 
ρου πυραμίδος. 

Μία κόλουρος πυραμις, καλείται κανονική, έάν έχη προκόψει από κανο- 
νικήν, πυραμίδα. ’Άρα μία κανονική κόλουρος πυραμις έ'χει ώς βάσεις κανο- 
νικά όμοια πολύγωνα, τό δέ τμήμα, μέ άκρα τά κέντρα βάρους των δύο βάσεων, 
είναι κάθετον επ’ αύτάς. 
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Κόλουρος ιτυραμίς 


Μεσαία τομή ή μέση τομή της κολούρου πυραμίδος καλείται ή τομή 
αυτής ύπό έπιπέδου παραλλήλου πρός τάς βάσεις της καί ίσαπέχοντος άπ’ αύ- 
τάς. 'Η μεσαία τομή είναι πολύγωνον δμοΐον πρός τάς βάσεις και διχοτομεί 
τάς παραπλεύρους άκμάς της κολούρου πυραμίδος, ώς καί τό ύψος της, καί 
γενικώς κάθε τμήμα μέ τά άκρα του επί των βάσεων, 

501. Θεώρημα. Κάθε κολούρου κανονικής πυραμίδος αί παράπλευροι 
£δραι είναι Ισα Ισοσκελή τραπέζια και άντιστρόφως. 

Άπόδειξις. Άς θεωρήσωμεν μίαν κόλουρον κανονικήν πυραμίδα ΑΒΓΔ. 
ΕΖΗΘ (σχ. 497). Αυτή έχει προκύψει από κανονικήν πυραμίδα Κ.ΑΒΓΔ δι’ 
έπιπέδου τομής ΕΖΗΘ παραλλήλου 
προς τήν βάσιν. Τότε συμβαίνουν τά 
έξής : 

ί) Τό πολύγωνον ΑΒΓΔ είναι 
κανονικόν => ΑΒ — ΒΓ = ΓΔ = ΔΑ. 

ϋ) Τό πολύγωνον ΕΖΗΘ, ώς δ- 
μοιον προς τό ΑΒΓΔ, είναι κανονικόν 

=> ΕΖ = ΖΗ = ΗΘ = ΘΕ. 

ϋί ) Αί γωνίαι των τραπεζίων είς 
τάς κορυφάς Α, Β, Γ, Δ είναι ’ίσαι, ώς 
παρά τάς βάσεις γωνίαι ίσων Ισοσκε- 
λών τριγώνων. "Αρα τά παράπλευρα 
τραπέζια είναι ίσα ισοσκελή. 

Άντιστρόφως. Έάν ή κόλουρος πυραμίς ΑΒΓΔ. ΕΖΗΘ έχη τά παρά- 
πλευρα τραπέζια ίσα ισοσκελή, είναι κανονική. Πράγματι κατ’ άρχήν παρα- 
τηροΰμεν δτι αί παράπλευροι έδραι συγκλίνουν είς σημεΐον Κ, διότι κάθε 
κόλουρος πυραμίς έχει προκύψει άπό πυραμίδα. ’Αρκει έπομένως νά δειχθή 
δτι ή πυραμίς Κ.ΑΒΓΔ είναι κανονική. Τούτο 6μως συμβαίνει, διότι τά τρί- 
γωνα ΚΑΒ, ΚΒΓ, ΚΓΔ, ΚΔΑ, ώς έχοντα έξ ύποθέσεως ίσας βάσεις ΑΒ = 
ΒΓ — ΓΔ — ΔΑ καί τάς παρά τάς βάσεις των γωνίας ίσας (έκ των ίσων 
ισοσκελών τραπεζίων), έπεται δτι είναι ίσα ισοσκελή τρίγωνα => ή Κ.ΑΒΓΔ 
είναι κανονική => ή κόλουρος πυραμίς ΑΒΓΔ. ΕΖΗΘ είναι κανονική. 


Κ 



ΑΣΚΗΣΕ 


I Σ 


Λ'. 

ί854. )Νά ύπολογισθοΰν τά ύψη ένός κανονικού τετραέδρου έκ της άκμής α αΰτοϋ. 
Συμπεράνατε δτι ταΰτα είναι ίσα. 

855. Νά άποδειχθή δτι τό κανονικόν τετράεδρον είναι κανονική τριγωνική πυραμίς. 
Κατά τί διαφέρει τό κανονικόν τετράεδρον άπό μίαν κανονικήν τριγωνικήν πυραμίδα ; 

(85<ΟΠυραμΙς έχει έμβαδόν βάσεως Ε. Τέμνομεν αύτήν δι’ έπιπέδου παραλλήλου 
πρός την δάσιν καί διερχομένου άπό τό μέσον μιας παραπλεύρου άκμής. Νά έκφρασθή 
τό έμβαδόν της τομής έκ τοϋ έμβαδοΰ Ε τής βάσεως. 


Πρίσμα 
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\857. )Πυραμίς έχει έμβαδδν βάσεως Ε καί ύψος υ. Τέμνομεν αυτήν δι’ έπιπέδου 
παραλλήλου πρδς τήν βάσίν εις άπόστασιν α άπδ τής κορυφής (α < υ). Νά έκφρασθή τδ 
έμβαδδν τής τομής έκ των Ε, α καί υ. 

(^858^) Νά ύπολογισθή το μήκος μιας των παραπλεύρων άκμών κανονικής τετρά- 

» / η (χ V ~Ί 

γωνικής πυραμίδος έκ τής άκμής α τής βάσεως καί του ύψους υ = . 

859. Τδ αύτδ πρόβλημα, έάν ή κανονική πυραμίς είναι α) τριγωνική, β) έξαγωνική. 

860. Κολούρου πυραμίδας δύο ομόλογοι πλευραί τών βάσεων έχουν λόγον 1/3 καί 
τά έμβαδά τών βάσεων είναι Ε Χ καί Ε 2 . Νά ύπολογισθή τδ έμβαδδν τής μεσαίας τομής. Νά 
γίνη έφαρμογή, έάν αί βάσεις είναι ισόπλευρα τρίγωνα μέ πλευράς α καί 3α άντιστοίχως. 


861. Δείξατε ότι τδ κανονικόν τετράεδρον είναι δρθακεντρικόν. 

■ 4α 

862. Κανονική τετραγωνική πυραμίς έχει άκμήν βάσεως '2α καί ύψος . Τέμνο- 

3 

μεν αυτήν δι’ έπιπέδου διερχομένου διά μιας άκμής τής βάσεως καί σχηματίζοντος γωνίαν 
■15° μέ τήν βάσιν. α) Δείξατε ότι ή τομή είναι Ισοσκελές τραπέζιον. β) Νά εύρεθή τδ έμβα- 
δδν τής τομής. 

863. Δείξατε ότι τά τμήματα, μέ άκρα τά μέσα τών πλευρών τής μιας βάσεως κο- 
λούρου τριγωνικής πυραμίδας καί τάς άπέναντι κορυφάς τής άλλης βάσεως, διέρχονται διά 
τοϋ αύτοΰ σημείου. 

864. Κόλουρος πυραμίς έχει έμβαδά βάσεων Ε Χ καί Ε 2 . Τέμνομεν αύτήν δι’ έπιπέ- 
δου παραλλήλου πρδς τάς βάσεις, τδ όποιον διαιρεί τδ ύψος εις δύο τμήματα μέ λόγον μ/ν. 
Νά ύπολογισθή τδ έμβαδδν τής τομής. 

865. Εις κανονικόν τετράεδρον ΑΒΓΔ δείξατε ότι αί εύθεΐαι, αί όποϊαι συνδέουν τδ 
μέσον Ε τοϋ ύψους ΑΤΙ μέ τάς κορυφάς Β, Γ καί Δ, εΐναι άκμαί τρισορθογωνίου στερεάς 
γωνίας. 


ΤΟ ΠΡΙΣΜΑ 

502. Πρισματική Επιφάνεια. Θεωροΰμεν μίαν διαδοχήν ευθειών (ε 1 ), 
( ε 2 )> ( £ 3 ),··», (ε ν ) παραλλήλων πρδς μίαν διεύθυνσιν (δ) (σχ. 498). Άνά δύο, 
διαδοχικαί σχηματίζουν επιπέδους ζώνας, 

τδ συνολον τών οποίων απαρτίζει μίαν · 

επιφάνειαν, ή οποία καλείται πρισματι- (§)/ ( ε, γ 

κή. Αί επίπεδοι ζώναι καλούνται £δραι / / / / 

τής πρισματικής έπιφανείας καί αί παράλ- / /(εζ)/ / / 

ληλοι εύθεΐαι καλούνται άκμαί αύτής. * Η / 1 "/ / / / ~Ί 

πρισματική έπιφάνεια καλείται κυρτή, / (■— — / — 7 / / 

έάν ή τομή της ύπδ τυχόντος έπιπέδου / \ / / 

εΐναι κυρτόν πολύγωνον, άλλως ή πρίσμα- / ^ / 

τική επιφάνεια καλείται μή κυρτή. / / 

Κάθετος τομή πρισματικής έπιφα- 498 

νείας καλείται ή τομή αύτής ύπδ έπι- 
πέδου καθέτου έπί τάς άκμάς της. Ή κάθετος τομή εΐναι πολύγωνον. 
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Πρίαμο: 


503. Πρίσμα. Έάν πρισματική έπκράνεια τμηθή ύπό δύο παραλλήλων 
έπιπέδων (Π) και (Ρ) (σχ. 499), άποκόπτεται στερεόν, τό όποιον καλείται 
πρίσμα. 

Αί παράλληλοί τομαι είναι πολύγωνα (ΑΒΓΔ καί ΕΖΗΘ), τά όποια 
καλούνται βάσεις του πρίσματος, ένωΑκί λοιπαί Ιδραι του στερεού καλούνται 

παράπλευροι Έδραι. 

Κάθετος τομή π ρίσματος καλείται ή κάθετος τομή τής πρισματικής 
έπιφανείας, έκ τής οποίας προήλθεν τό πρίσμα. 

Αί άκμαί τού πρίσματος (ΑΕ, ΒΖ, ΓΗ καί ΔΘ), αί όποίαι δεν ανή- 
κουν είς τάς βάσεις του, καλούνται παράπλευροι άκμαί. 

"Υψος τού πρίσματος καλείται ή άπόστασις Ιι των δύο βάσεων αύτοΰ. 
"Εν πρίσμα χαρακτηρίζεται ως τριγθ-»νικόν, τετραπλευτικόν, πενταγω- 
νικόν κλπ. άναλόγως τού πλήθους των πλευρών των βάσεων αύτού. 

Διαγώνιον έπίπεδον καλείται έν επίπεδον, τό οποίον καθορίζεται άπό 
δύο παραπλεύρους άκμάς (ΑΕ καί ΓΗ), μη κειμένας επί τής αύτής έδρας. 
"Εν διαγώνιον επίπεδον τέμνει τάς βάσεις τού πρίσματος κατά διαγώνιους. 
Τά τριγωνικά πρίσματα δέν έχουν ούδένα διαγώνιον έπίπεδον. 




Ορθόν καλείται έν πρίσμα, έάν αί παράπλευροι άκμαί του είναι κάθετοι 
επι τας βάσεις του. Εις τα ορθά μόνον πρίσματα τό ύψοε είναι ίσον μέ έκά- 
στην παράπλευρον άκμήν καί ή κάθετος τομή ίση πρός έκάστην βάσιν του. 

Κανονικόν καλείται έν όρθόν πρίσμα, τού οποίου αί βάσεις είναι κανο- 
νικά πολύγονα. 

504. Θεώρημα. Αί παράπλευροι ίίδραι κάθε πρίσματος είναι παραλλη- 
λόγραμμα. 

Άπόδειξις. Έστω τυχόν πρίσμα ΑΒΓΔ. ΕΖΗΘ (σχ. 500). Έξ ορισμού 
είναι ΑΕ//ΒΖ//ΓΗ//ΔΘ. Έπί πλέον είναι ΑΒ//ΕΖ, ώς τομαι παραλλή- 


Παραλληλεπίπεδον 

λων έπιπέδων (των βάσεων) ύπό τρίτου. ’Άρα το τετράπλευρου ΑΒΖΕ εΐνα» 
παραλληλόγραμμον. 

* Ομοίως καί αί λοίπαί παράπλευροι έδραι του είναι παραλληλόγραμμα. 

Πόρισμα I. Αί παράπλευροι άκμαί κάθε πρίσματος είναι ϊσαι. 

Πόρισμα II. Αί παράπλευροι £δραι όρθού πρίσματος είναι όρθογώνια. 
Πόρισμα III. Αί παράπλευροι £δραι κανονικού πρίσματος είναι ίσα 
όρθογώνια. 



505. Θεώρημα. Αί βάσεις κάθε πρίσματος είναι ίσα πολύγωνα. 
Άπόσειξίς. Έστω τυχόν πρίσμα ΑΒΓΔ.ΕΖΗΘ (σχ. 500). Επειδή 
αί παράπλευροι άκμαί του είναι ισαι καί παράλληλοι, έπεται ότι, εάν ή βάσις 

ΑΒΓΔ μετατοπισθή κατά τον δείκτην ΑΕ, θά συμπέση μετά τής άλλης βά- 
σεως ΕΖΪΓΘ. ’Άρα αί βάσεις είναι ισαι. 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ 



Α'. 

866. Έάν πρίσμα τμηθή ύπό έπιπέδου παραλλήλου πρός τάς παραπλεύρους άκμάς 
του, δείξατε δτι ή τομή είναι παραλληλόγραμμον. 

867. Δείξατε δτι ή τομή δύο διαγωνίων έπιπέδων πρίσματος είναι παράλληλος καί 
ίση πρός τάς παραπλεύρους άκμάς του. 

868. Κανονικόν τριγωνικόν πρίσμα τέμνεται δι’ έπιπέδου, διερχομένου διά μιας 
άκμής της βάσεως καί διά της άπέναντι κορυφής τής άνω βάσεως. Νά ύπολογισθή τό ύψος 
του πρίσματος έκ τής άκμής α τής βάσεως αύτοΰ, έάν τό έπίπεδον τομής σχηματίζη μέ τήν 
βάσιν γωνίαν 60°. 

869. Τό αύτό πρόβλημα, έάν τό έπίπεδον τομής σχηματίζη γωνία 45° μέ τήν βάσιν. 

870. Κανονικόν τριγωνικόν πρίσμα έχει άκμήν βάσεως α καί ύψος α. Τέμνομεν 
αύτό δι’ έπιπέδου διερχομένου διά μιας άκμής τής βάσεως καί σχηματίζοντος γωνίαν 60° 
μέ τήν βάσιν. Νά άποδειχθή δτι ή τομή είναι ισοσκελές τραπέζιου καί νά ύπολογισθή τό 
έμβαδόν του έκ τής άκμής α. 

871. Δίδεται τριγωνικόν πρίσμα ΑΒΓ.ΔΕΖ. Τέμνομεν αύτό δι’ έπιπέδου παραλ- 
λήλου πρός τήν έδραν ΒΓΖΕ. Δείξατε δτι α) ή τομή είναι παραλληλόγραμμον β) ό λόγος 
τοϋ έμβαδοϋ τής τομής πρός τό έμβαδόν τής παραλλήλου έδρας ίσοΰται πρός τόν λόγον των 
άποστάσεων τής άκμής ΑΔ άπό τό έπίπεδον τομής καί τής παραλλήλου έδρας. 

506. Παραλληλεπίπεδον καλείται εν πρίσμα, τού όποιου αί βάσεις 
είναι παραλληλόγραμμα (σχ. 501). 

Έκ του ορισμού έπεται 6τι ύλαι αί έδραι τού παραλληλεπιπέδου είναι 
παραλληλόγραμμα. ’Άρα τό παραλληλεπίπεδον δύναται νά θεωρηθή ύπό τρι- 
πλήν έννοιαν πρίσμα μέ βάσεις δύο οίασδήποτε άπέναντι έδρας του. Επομένως 
αί άπέναντι έδραι του είναι ισα παραλληλόγραμμα καί αί άκμαί του άποτελοϋν 
τρεις ομάδας έκ τεσσάρων παραλλήλων καί ίσων άκμών. Τό παραλληλεπί- 
πεδον έχει τρία ύψη. 



ιμΜβΜμ 
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Ορθογώνιον παραλληλεπίπεδον 


507. Θεώρημα. Αί διαγώνιοι κάθε παραλληλεπιπέδου διέρχονται διά 
τοΟ αύτοδ σημείου, τό όποϊον καλείται κέντρον βάρους τοδ παραλληλεπιπέδου. 
Άπόδειξις. ’Έστω ΑΒΓΔ.ΕΖΗΘ τυχόν παραλληλεπίπεδον (σχ. 502). 




Αί άκμαί του ΑΕ καί ΓΗ είναι, ΐσαι καί παράλληλοι καί επομένως το τετρά- 
πλευρον ΑΕΗΓ είναι παραλληλόγραμμον => αί διαγώνιοι ΑΗ καί ΓΕ τέ- 
μνονται είς σημεΐον Ο, τό όποιον μάλιστα είναι καί μέσον έκάστης. 

' Ομοίως έκ των παραλληλογράμμων ΑΒΗΘ καί ΑΖΗΔ Ιπεται οτι καί 
αί διαγώνιοι ΒΘ καί ΔΖ άντιστοίχως διέρχονται από τό μέσον Ο τής διαγώ- 
νιου ΑΗ. ’Άρα αί τέσσαρες διαγώνιοι του παραλληλεπιπέδου διέρχονται διά 
του αύτοΰ σημείου Ο, τό όποιον καλείται κέντρον βάρους τοΰ παραλληλεπι- 
πέδου. 

Παρατήρησις. Τό σημεΐον Ο, ώς μέσον τής κάθε διαγώνιου του πα- 
ραλληλεπιπέδου, είναι καί κέντρον συμμετρίας τοΰ στερεού, έξ ού καί κα- 
λείται άπλώς κέντρον αύτοΰ. 

508. Όρθογώνιον παραλληλεπίπεδον καλείται τό παραλληλεπίπεδον, 
τοϋ όποίου αί έδραι είναι ορθογώνια (σχ. 503). 

Αί στερεαί γωνίαι ένός ορθογωνίου παραλληλεπιπέδου είναι τρισορθο- 
γώνιοι καί τα τρία υψη του είναι ΐσα πρός τρεις άκμάς του, αί όποΐαι συντρέ- 
χουν εις την αύτήν στερεάν γωνίαν, καλούνται δέ καί διαστάσεις τοΰ ορθογω- 
νίου παραλληλεπιπέδου. 

509. Θεώρημα. Α! διαγώνιοι όρθογωνίου παραλληλεπιπέδου είναι ίσαι. 

Άπόδειξις. ’Έστωσαν α, β, γ άί διαστάσεις ένός όρθογωνίου παραλ- 
ληλεπιπέδου (σχ. 504) καί ΑΗ = δ ή τυχοΰσα διαγώνιος αύτοΰ. ’ Από τό 
ορθογώνιον τρίγωνον ΑΕΗ λαμβάνομεν : δ 2 — ΕΗ 2 Τ γ 2 (1). Άπό τό όρ- 
θογώνιον τρίγωνον ΕΘΗ λαμβάνομεν : ΕΗ 2 = α 2 + β 2 (2). ’Εκ των σχέ- 
σεων (1) καί (2) έ'πεται : 

δ 2 — α 2 4 - β 2 υ 2 π- δ = V α 2 -Τ β 2 + γ 2 

Τό αύτό άποδεικνύεται καί διά τάς·λοιπάς διαγώνιους. ’Άρα αί τέσσαρες 
διαγώνιοι τοΰ ορθογωνίου παραλληπιπέδου είναι ’ΐσαι. 


Κύβος 
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510. Κύβος καλείται τό όρθογώνιον παραλληλεπίπεδον, του όποιου 
αί 'έδραι είναι τετράγωνα. 

Έκ του ορισμού έπεται 6τι αί τρεις διαστάσεις του κύβου είναι ’ισαΐ. 

η Α & 




Δ 

^ 

\ 
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ι ^ 

-< 

Δ 

Η Υ 

θ ' 
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Σχ. 503 


Σχ. 504 


Έάν α είναι ή άκμή του κύβου (σχ. 505) καί δ ή διαγώνιος αυτού, έκ του 
προηγουμένου θεωρήματος έπεται 6τι δ =αΐ/3. 

511 . Κολοβόν πρίσμα. Έάν πρισματική έπιφάνεια τμηθή ύπό δύο μή 
παραλλήλων έπιπέδων (Π) καί (Ρ) (σχ. 506), άποκόπτεται στερεόν, τό όποιον 
καλείται κολοβόν πρίσμα. 




Σχ. 505 Σχ. 506 | 

Αί τομαί υπό των δύο έπιπέδων (Π) καί (Ρ) είναι πολύγωνα (ΑΒΓΔ 
καί ΕΖΗΘ 6χι ί'σα), τά όποια καλούνται βάσεις τού κολοβού πρίσματος. 
Αί λοιπαί εδραι καλούνται παράπλευροι έδραι καί είναι εν γένει τραπέζια. 
"Γψος εις τό κολοβόν πρίσμα δέν ορίζεται. 

512. Πρισματοειδές καλείται τό πολύε- 
δρον, τό όποιον εχει δύο παραλλήλους έδρας, /\Γ ,/Λ. 

αί όποΐαι καλούνται βάσεις καί δέν έχει άλλας /- - V: \ 

κορυφάς έκτός άπό τάς κορυφάς τ®ν βάσεων / \ /\ 

(σχ. 507). ^ 

Αί λοιπαί έδραι, αί όποΐαι καλούνται πα- Ν. / \ 

ράπλευροι, είναι τρίγωνα ή τραπέζια. *Η από- 
στάσις των δύο βάσεων καλείται ύψος τού 
πρισματοειδούς. Σχ. 507 
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Μεσαία τομή καλείται ή τομή του στερεού υπό του μεσοπαραλλήλου 
επιπέδου των βάσεων αύτοΰ. 

Α ΣΚΗΣΕΙΣ 


872. Δείξατε δτι τό άθροισμα των αποστάσεων των κορυφών παραλληλεπιπέδου 
άπό έπίπεδον, μή τέμνον αύτό, ίσοϋται πρός τό οκταπλάσιον της άποστάσεως τοϋ κέντρου 
βάρους τοϋ παραλληλεπιπέδου άπό τό έπίπεδον. 

Έάν αί διαγώνιοι παραλληλεπιπέδου είναι ίσαι, δείξατε δτι τούτο είναι ορθο- 

874. Δείξατε ότι τό άθροισμα τών τετραγώνων των τεσσάρων διαγωνίων ένός Ορθογω- 
νίου παραλληλεπιπέδου ίσοϋται πρδς τό άθροισμα τών τετραγώνων τών δώδεκα άκμών του. 

875. Νά άποδειχθη δτι κάθε ορθογώνιον παραλληλεπίπεδον έχει τρία έπίπεδα συμ- 
μετρ ίας. 

876. Νά δειχθή 8τι ό κύβος έχει κέντρον συμμετρίας τήν τομήν τών διαγωνίων του. 

877. Δίδεται τρισορθογώνιος στερεά γωνία Οχνζ καί έντός τής γωνίας τυχόν τμήμα 
ΟΑ μήκους δ. Δείξατε δτι τό άθροισμα τών τετραγώνων τών προβολών τοϋ τμήματος έπί 
τάς τρεις έδρας τής τρισορθογωνίου στερεάς γωνίας παραμένει σταθερόν. 

878. Δείξατε δτι τό άθροισμα τών τετραγώνων τών άποστάσεων τυχόντος σημείου 
άπό τάς όκτώ κορυφάς ένός παραλληλεπιπέδου Ισοϋται πρός τό οκταπλάσιον τετράγωνον 
τής άποστάσεως αύτοΰ άπό τό κέντρον τοϋ παραλληλεπιπέδου, ηύξημένον κατά τό ήμισυ 
τοϋ άθροίσματος τών τετραγώνων τών διαγωνίων του. 

879. Δ ιά μιας άκμής παραλληλεπιπέδου θεωροϋμεν τυχόν έπίπεδον μη τέμνον τό 
στερεόν καί έπ’ αύτοΰ φέρομεν καθέτους άπό τάς υπολοίπους §ξ κορυφάς τοϋ παραλληλε- 
πιπέδου. Δείξατε δτι έκ τών 6ξ καθέτων τμημάτων τά δύο μεγαλύτερα έχουν άθροισμα ίσον 
πρός τά τέσσαρα υπόλοιπα κάθετα τμήματα. 

( 880.\Δείξατε δτι είς κάθε κύβον ή προβολή μιας άκμής^·*ί ράαν διαγώνιου ίσοϋται 
πρός τίΓ"ί/3 τής διαγώνιου. 

881. Έάν είς έν παραλληλεπίπεδον δύο προσκείμεναι έδραι είναι Ισοδύναμοι, δείξατε 
δτι ή τομή τοϋ παραλληλεπιπέδου υπό έπιπέδου καθέτου έπί τήν κοινήν άκμήν τών Ισοδυ- 
νάμων έδρών είναι ρόμβος. 

882. Κολοβού τριγωνικού πρίσματος δίδονται τά μήκη α, β, γ τών τριών παραπλεύ- 
ρων άκμών του. Νά ύπολογισθή ή άπόστασις τών βαρυκέντρων τών βάσεων αύτοϋ. 

Β'. 

883. Δίδονται τρεις ορθογώνιοι εύθεΐαι (ε Χ ) , (ε 2 ), (ε 3 ) καί μεταβλητόν κατά θέσιν 
εύθύγραμμον τμήμα σταθερού μήκους δ. Δείξατε δτι τό άθροισμα τών τετραγώνων τών 
προβολών του έπί τάς τρεις άσυμβάτους εύθείας παραμένει σταθερόν. 

884. Δίδεται κύβος άκμής α. Τέμνομεν αύτόν διά τοϋ μεσοκαθέτου έπιπέδου μιας 
τών διαγωνίων του. Νά άποδειχθη δτι ή τομή είναι κανονικόν έξάγωνον καί νά ύπολογισθή 
τό έμβαδόν του έκ τής άκμής α τοϋ κύβου. 

885. Δίδεται παραλληλεπίπεδον ΑΒΓΔ.ΕΖΤΓΘ. Δείξατε δτι ή διαγώνιος ΑΗ τρι- 
χοτομείται ύπό τών έπιπέδων ΒΔΕ καί ΓΖΘ. 

886. Νά κατασκευασθή παραλληλεπίπεδον, τοϋ όποιου τρεις άκμαί νά εύοίσκανται 
έπί τριών δοθεισών άσυμβάτων εύθειών. 



γώνιον. 


Μέτρησις των πολυέδρων 


ΜΕΤΡΗΣΙΣ ΤΩΝ ΠΟΛΥΕΔΡΩΝ 

513 . Μέτρησις τής έπιφανείας πολυέδρου . Διά τήν μέτρησιν τής 
επιφάνειας ένός τυχόντος πολυέδρου, μετρώμεν τάς επιφάνειας των εδρών 
του (έμβαδά έπιπέδων πολυγώνων) καί άθροίζομεν. 'Η εργασία αυτή δμους. 
εις είδικάς τινας περιπτώσεις τυποποιείται καί συνεπώς άπλουστεύεται, ώς 
θά φανή εις τά επόμενα. 

514. Επιφάνεια κανονικού τετραέδρου ακμής α. Άποτελεΐται άπό 
τέσσαρα Ισόπλευρα τρίγωνα πλευράς α (σχ. 508). Τό έμβαδόν, έκάστου 

α 2ΐ/3 , , , , , 

έξ αύτών ίσοϋται πρός — ·~ - κα! · επομένως η επιφάνεια του κανονικού τε- 


τραέδρου είναι 4. 


= α 2 ν3 , ήτοι 


Ε =α 2 ν3 


515. Επιφάνεια κανονικής πυραμίδος. Είς κανονικήν πυραμίδα, 
6που δλαι αί παράπλευροι έδραι είναι ίσα ισοσκελή τρίγωνα, ύπολογίζομεν 
τό έμβαδόν ενός μόνον τριγώνου καί έν συνεχεία τό πολλαπλασιάζομεν μέ τό 



Σχ. 508 


Σχ. 509 


πλήθος ν τών παραπλεύρων εδρών. Έάν α ν είναι ή πλευρά του κανονικού 
πολυγώνου τής βάσεως καί υ είναι τό παράπλευρον ύψος (σχ. 509), μία παρά- 

1 

πλευρος έδρα έ'χει έμβαδόν — - α ν υ καί επομένους ή παράπλευρος έπιφάνεια 

2 

1 νοί Ρ 

είναι ν — ■ α ν υ — — υ = — - - υ, οπού Ρ ν είναι ή περίμετρος τοϋ κανονικού 

2 2 2 '’*=·*- ■/* 

πολυγώνου τής βάσεως. ’Άρα ή παράπλευρος έπιφάνεια κανονικής πυραμίδος 
δίδεται έκ τού τύπου : 

2 

Έάν είς τήν έπιφάνειαν αύτήν προσθέσωμεν καί τό έμβαδόν Ε ν τού κανο- 
νικού πολυγώνου τής βάσεως, λαμβάνομεν τον τύπον : 

Ε 0 λ. — * — ~ υ + Ε ν 

2 

τής ολικής έπιφανείας τής κανονικής πυραμίδος. 


Μέτρησις των πολυέδρων 




516. Επιφάνεια κολούρου κανονικής πυραμίδος. Αί παράπλευροι 
έδραι μιας κολούρου κανονικής πυραμίδος είναι ίσα ισοσκελή τραπέζια. Έάν 
α ν , β ν καί υ είναι αί βάσεις καί τδ ύψος άντιστοίχως ενός έξ αύτών (σχ. 510), 

τδ έμβαδόν του θά είναι — — — — . υ καί επομένως ή παράπλευρος επιφάνεια 


α ν + β„ 


Ρν + Ρν 
υ = — — υ, 

2 


. , / λ τ «V + βν ν «ν+νβ ν Ρν+Ρν 

της κολουρου πυραμιόος είναι : ν. . . υ = . υ = — ■— υ, 

2 2 2 

οπού Ρ ν καί ρ ν είναι αί περίμετροι των κανονικών πολυγώνων των βάσεων. 
’Άρα ή παράπλευρος έπιφάνεια κανονικής κολούρου πυραμίδος δίδεται εκ 


του τυπου : 


Ρν + Ρν 


Έάν εις τήν επιφάνειαν αυτήν προσθέσωμεν καί τά έμβαδά Ε ν καί ε ν 
των δύο βάσεων, λαμβάνομεν τον τύπον : 

Ε 0> = Ρ; υ Εν 4- ε ν 

2 

τής ολικής έπιφανείας τού στερεού. 

517. Πρισματική έπιφάνεια. Αί παράπλευροι Ιδραι κάθε πρίσματος 
είναι παραλληλόγραμμα, των οποίων ή μία πλευρά έχει μήκος α ίσον πρδς τήν 
παράπλευρον ακμήν τού πρίσματος (σχ. 511). Φέρομεν μίαν κάθετον τομήν 
ΚΛΜΝ καί είναι φανερόν 6τι αί πλευραί τού πολυγώνου ΚΛΜΝ είναι ύψη 



Σχ. 510 Σχ. 51 ( 

διά τάς παραπλεύρους έδρας τού πρίσματος. Τότε ή παράπλευρος επιφάνεια, 
ώς άθροισμα των παραπλεύρων εδρών, ΐσούται πρδς α·ΚΛ Τ α·ΛΜ Τ α«ΜΝ 
-ή α·ΝΚ — α(ΚΛ + ΑΜ Τ ΜΝ Τ ΝΚ) = α.Ρ. ’Άρα ή παράπλευρος έπι- 
φάνεια παντός πρίσματος δίδεται έκ τού τύπου : 

Ε π ~ α·Ρ 

ύπου α είναι ή παράπλευρος άκμή τού πρίσματος καί Ρ ή περίμετρος τής καθέ- 
του τομής του. 
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Έάν εις τήν προηγουμένην επιφάνειαν προσθέσωμεν καί τάς δύο ίσας 
βάσεις Β του πρίσματος, λαμβάνομεν τον τύπον : 

Ε 0 λ = α·Ρ + 2Β 

τής ολικής έπιφανείας τοΰ πρίσματος. 

518. Επιφάνεια όρθού πρίσματος. Οί τύποι τής προηγουμένης 
παραγράφου ισχύουν βεβαίως καί διά τα ορθά πρίσματα, δπου δμως ή περί- 
μετρος Ρ τής καθέτου τομής είναι ή αύτή μέ τήν περίμετρον τής βάσεως, ένω 
το μήκος α τής παραπλεύρου ακμής δύναται νά άντικατασταθή μέ τδ ύψος 
Η τοΰ πρίσματος. Ουτω λαμβάνομεν : 

Ε π - Ρ Β καί Ε & > — Ρ·Ιι -ψ- 2Β 

519. Επιφάνεια όρθογωνίου πα- 
ραλληλεπιπέδου. Έάν αί διαστάσεις ορ- 
θογωνίου παραλληλεπιπέδου είναι α, β, γ 
(σχ. 512), ό τύπος τής προηγουμένης πα- 
ραγράφου διά τήν ολικήν επιφάνειαν αύ- 
τοΰ γίνεται Ε ολ = (2α -ψ 2β)γ 2αβ ~ 

2 (αβ + αγ + βγ ), ήτοι : 

Ε ολ = 2(αβ + αγ } βγ) 

Πόρισμα. 'Η έπιφάνεια κύβου άκμής α ισοΰται προς 6α 2 . 



ΑΣΚΗΣΕΙΣ 


ήτΜΓλ) Κανονική έξαγωνική πυραμις έχει ακμήν βάσεως 5α καί ύψος 6α. Νά εύρεθή 
ή επιφάνεια αυτής. 

1^888^ Κανονικής τετραγωνικής πυραμίδος τό παράπλευρον ύψος ισοΰται πρός τά 5/6 
τής άκμης τής βάσεως. Έάν ή ολική επιφάνεια αυτής είναι 3840ΓΠ 2 , νά εύρεθή ή άκμή τής 
βάσεως καί τό ύψος της. 

/889./ Κανονική τετραγωνική πυραμις έχει βάσιν πλευράς α καί αί παράπλευροι έδραι 
της σχηματίζουν μετά τής βάσεως γωνίας 30°. Νά ευρεθή ή επιφάνεια αυτής. 

(4ί9(λ) Κανονική τετραγωνική πυραμις έχει άκμήν βάσεως α καί παράπλευρον άκμήν 
α. Νά υπολογισθή ή ολική επιφάνεια αύτής. 

891. Τετραέδρου ΑΒΓΔ αί έδραι ΑΒΓ καί ΔΒΓ είναι ισόπλευρα τρίγωνα πλευράς α 
καί ή δίεδρος ΒΓ είναι 60°. Νά υπολογισθή ή έπιφάνεια αύτοΰ. 

(892 ^) Όρθοϋ τριγωνικού πρίσματος ή βάσις είναι ορθογώνιον τρίγωνον μέ καθέτους 
πλευράς 9α καί 12α. Νά εύρεθή ή έπιφάνεια τοΰ πρίσματος, έάν τό ύψος του ισοΰται πρός τήν 
υποτείνουσαν τής τριγωνικής βάσεως. 

893. Νά εύρεθή ή όλική έπιφάνεια όρθοΰ πρίσματος μέ ύψος ’2α, όταν ή βάσις του 
είναι κανονικόν α) τρίγωνον, β) τετράγωνον, γ) έξάγωνον, εγγεγραμμένα εις κύκλον άκτΐ- 


894. Όρθογώνιον παραλληλεπίπεδον, τοΰ όποιου ή βάσις είναι τετράγωνον πλευράς 


I 


;>4(> 


Όγκοι των πολυέδρων 



α καί τό ύψος είναι 2α τέμνεται δι’ επιπέδου διερχομένου διά των άκρων των άκμών της 
αύτης στερείς γωνίας. Να εύρεθή ή ολική έπιφάνεια τής άποκοπτομένης πυραμίδος. 

( 895. \ Αί διαστάσεις ορθογωνίου παραλληλεπιπέδου είναι ανάλογοι των άριθμών 1,3,4 
καί ηεπΐφάνεια αΰτοϋ είναι 3420Ι11 2 . Νά ύπολογισθοϋν αί διαστάσεις του. 

^ (^89(Γ)* ΙΓ διαγώνιος κύβου είναι — οιη. ^ ύπολογισθή ή έπιφάνειά του. 

Β . 

897. Τρίεδρος στερεά γωνία μέ κορυφήν Κ έχει τάς έδρας της 60° έκάστην. ΈπΙ μιας 
ακμής της λαμβάνομεν τμήμα ΚΛ = α καί φέρομεν έπίπεδον (ΑΒΓ) ΚΑ, τό όποιον 
τέμνει τάς άλλας άκμάς τής τριέδρου είς τά Β καί Γ. Νά ύπολογισθή ή έπιφάνεια τοϋ τετραέ- 
δρου ΚΑΒΓ. 

898. Νά ύπολογισθή ό λόγος των έπιφανειών δύο κανονικών πρισμάτων, των όποιων 
αί βάσεις είναι τετράγωνον τοϋ ένός, έςαγώνου τοϋ άλλου, έγγεγραμμένα είς ίσους κύκλους 
άκτΐνος Β καί τά ύψη των είναι ίσα πρός τά αποστήματα των βάσεων άντιστοίχως. 

899. Τέμνομεν κύβον δι’ επιπέδου διερχομένου διά των άκρων τριών άκμών, συν- 
τρεχουσών είς την αύτήν στερεάν γωνίαν. Νά ύπολογισθή ό λόγος των έπιφανειών των στε- 
ρεών, εις τά όποια διαιρείται ό κύβος. 

900. Όρθόν κολοβόν πρίσμα έχει βάσιν ισόπλευρον τρίγωνον πλευράς α. Αί δύο παρά- 
πλευροι άκμαί του είναι α(1 + V 3 ) καί ή τρίτη α. Νά ύπολογισθή ή έπιφάνεια τοϋ στερεού. 

901. Δείξατε ότι τό διχοτομούν έπίπεδον μιας διέδρου ένός τετραέδρου διαιρεί τήν 
άπέναντι άκμήν είς δύο μέρη ανάλογα των έμβαδών των προσκειμένων είς αύτά έδρών. 


ΟΓΚΟΙ ΤΩΝ ΠΟΛΥΕΔΡΩΝ 

520. Θεώρημα. Είς κάθε τετράεδρον τό γινόμενον τοϋ έμβαδοϋ μιας 
ξδρας του έπί τό άντίστοιχον αύτής ΰψος είναι τό αύτό δΓ δλας τάς ί>δρας. 

Άπόδειξις. ’Έστω ΛΒΓΔ τυχόν τετράεδρον. Φέρομεν τά υψη ΑΕ, ΒΖ 
(σχ. 513) καί άρκεΐ νά δειχθή ότι (ΒΓΔ) · ΑΕ = (ΑΓΔ) · ΒΖ. 

Φέρομεν ΑΗ ΓΔ καί ΒΘ _|_ ΓΔ ΕΗ _]_ ΓΔ καί ΖΘ _|_ ΓΔ (θεώρ. 

τριών καθέτων). ’Άρα αί γωνίαι ΑΗΕ καί ΒΘΖ είναι άντίστοιχοΐ επίπεδοι 


τής διέδρου ΓΔ, = 
ΒΘΖ είναι όμοια 


(1 


( 2 ) 


ΛΗΕ = ΒΘΖ. Τότε τά ορθογώνια τρίγωνα ΑΗΕ καί 
ΑΕ ΑΗ 


ΒΖ ΒΘ 

Τά τρίγωνα ΛΓΔ καί ΒΓΔ έχουν τήν ΓΔ κοινήν. ’Άρα 
(ΑΓΔ) _ ΑΗ_ 

(ΒΓΔ) ~ ΒΘ ' 

ΑΕ 


Έκ των σχέσεων (1 ) καί (2) έπεται : 
= (ΑΓΔ) - ΒΖ. 


ΒΖ 


(ΑΓΔ) 

(ΒΓΔ) 


(ΒΓΔ)-ΑΕ 
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521. Όρισμός. Όγκος τετραέδρου καλείται τό γινόμενον τοϋ έμβαδοΰ 
μιας έκ τών έδρών του έπί τό άντίστοιχον αυτής ϋψος, έπΐ σταθερόν τινα συν- 
τελεστήν^ί ^ έξαρτώμενον άπό την αυθαίρετον έκλογήν τής μονάδος μετρήσεως 
των όγκων *. 

Ό όγκος τετραέδρου ΑΒΓΔ συμβολίζεται μέ (ΑΒΓΔ) ή Υ(λβγδ) ή 
άπλώς μέ V, δταν προηγουμένως έ'χη μνημονευθή τό τετράεδρον εις τό όποιον 
άναφέρεται ό όγκος. Οί αύτοί συμβολισμοί έπεκτείνονται καί διά τον όγκον 
τυχόντος πολυέδρου. 

Δύο τετράεδρα ή έν γένει δύο στερεά μέ ίσους όγκους καλούνται ισοδύ- 
ναμα. 

Πόρισμα I. Δύο τετράεδρα, μέ ίσεμβαδικάς βάσεις και ίσα ϋψη, είναι 
ίσοδύναμα. 

Πόρισμα II. Ό λόγος τ<δν δγκων δύο τετραέδρων μέ Ισεμβαδικάς βά- 
σεις είναι άνεξάρτητος τής μονάδος μετρήσεως (τοϋ συντελεστοϋ Κ) και Ισοϋ- 
ται πρός τόν λόγον τών άντιστοίχων πρός τάς βάσεις ύψών. 

Πόρισμα III. Ό λόγος τίδν δγκων δύο τετραέδρων, μέ ίσα ϋψη, Ισοΰ- 
ται πρός τόν λόγον τών άντιστοίχων πρός αυτά βάσεων. 

522. Θεώρημα. Ό δγκος πυραμίδος Ισοϋται πρός τό γινόμενον Κ·Β·Η, 
δπου Β ή βάσις και Η τό ϋψος τής πυραμίδος. 

Α 0 

Δ 


Σχ. 513 

Άπόδειξις. Έστω Ο.ΑΒΓΔΕ τυχοΰσα πυραμίς μέ ύψος Η (σχ. 514). 
Την διαιρουμεν εις τετράεδρα μέ τά έπίπεδα ΟΑΓ, ΟΑΔ. Τότε έχομεν : 

(1) (Ο.ΑΒΓΔΕ) = (Ο.ΑΒΓ) + (Ο.ΑΓΔ) + (Ο.ΑΔΕ). 

Κατά τόν ορισμόν όμως (§ 521 ) είναι : (Ο. ΑΒΓ ) — 1τ(ΑΒ Γ )1ι, (Ο.ΑΓΔ) — 
1τ(ΑΓΔ)1ι, (Ο.ΑΔΕ) = 1ί(ΑΔΕ)1ι καί επομένως ή σχέσις (1) γράφεται : 
(Ο.ΑΒΓΔΕ) — 1ί {(ΑΒΓ) + (ΑΓΔ) + (ΑΔΕ)}Η =1ί(ΑΒΓΔΕ)1ι 
(Ο.ΑΒΓΔΕ) = ΙίΒΈ 

(*) Ή τιμή τοϋ συντελεστοϋ Ιί ορίζεται κατωτέρω (§ 5*25) άφοΰ προηγουμένως 
όρισθή ή μονάς μετρήσεως των δγκων. 
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523. Θεώρημα. Κάθε τριγωνικόν πρίσμα δύναται νά διαιρεθώ εις τρία 
ισοδύναμα τετράεδρα. 

Άπόδειξις. Έστω ΑΒΓ.ΔΕΖ τυχόν τριγωνικόν πρίσμα (σχ. 515). 
Διαιρούμεν αύτό εις τρία τετράεδρα : 

(1) (ΑΒΓ.ΔΕΖ) = (Δ.ΑΒΓ) + (Γ.ΔΕΖ) + (Δ.ΒΓΕ) 

Παρατηροΰμεν ότι (Δ.ΑΒΓ) = (Γ.ΔΕΖ), διότι έχουν ’ίσας βάσεις καί ίσα 
υψη. Επίσης είναι (Γ.ΔΕΖ) = (Δ.ΒΓΕ), διότι έχουν ίσας βάσεις τάς 
ΓΕΖ καί ΓΕΒ καί ίσα ΰψη έκ τής κοινής κορυφής των Δ. ’Άρα τό τριγωνικόν 
πρίσμα διαιρείται εις τρία ισοδύναμα τετράεδρα καί επομένως ή σχέσις (1 ) 
γράφεται : 

(ΑΒΓ.ΔΕΖ) = 3 (Δ.ΑΒΓ) 

Πόρισμα. 'Ο όγκος τριγωνικού πρίσματος ίσοΰται προς 31ί·Β·Η, όπου 
Β ή βάσις του και Κ τό ύψος του. 

224. Θεώρημα. Ό όγκος τυχόντος πρίσματος ίσοδται πρός τό γινόμενον 
τής βάσεως έπι τό ύψος αύτοδ, έπΙ τόν σταθερόν συντελεστήν 3Κ. 

Άπόδειξις. Έστω ΑΒΓΔΕ.ΖΗΘΙΚ τυχόν πρίσμα μέ ΰψος ίι (σχ. 
516). Διά μιας παραπλεύρου ακμής του τής ΑΖ φέρομεν όλα τα διαγώνια 
έπίπεδα καί τό πρίσμα διαιρείται εις τριγωνικά πρίσματα. 


Κ 



Σχ. 515 Σχ. 516 


Τότε έχομεν : (ΑΒΓ...Κ) =31ί(ΑΒΓ)1ι +31ί(ΑΓΔ)5 +31ί(ΑΔΕ)Η 
— 31ί(ΑΒΓΔΕ )Γ. ’Άρα ό όγκος του πρίσματος ίσουται πρός τό γινόμενον 
3&Β1ι, όπου Β ή βάσις του πρίσματος. 

Πόρισμα. Ό όγκος όρθογωνίου παραλληλεπιπέδου μέ διαστάσεις α, β, 
γ ΙσοΟται πρός τό γινόμενον 3.Καβγ. 

525 . Μονάς μετρήσεως των όγκων . Προσδιορισμός συντελεστού Κ. 

Πρακτικοί λόγοι έχουν έπιβάλει ώς μονάδα μετρήσεως των όγκων την κυβι- 
κήν, ήτοι ένα κύβον μέ άκμήν την μονάδα μετρήσεως των μηκών. Ό όγκος 
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τής μονάδος μετρήσεως,κατά τό προηγούμενον πόρισμα. ίσουται προς 31ε: -1-1-1 
καί βεβαίως πρέπει νά είναι 31ί·1·1·1 =1. ’Άρα : 


Πόρισμα. Άπό τά προηγούμενα έπεται ότι : 

1 

ί) Ό όγκος πυραμίδος δίδεται άπό τον τύπον V = — ΒΚ. 

Η) Ό όγκος πρίσματος δίδεται άπό τον τύπον V - ΒΗ, όπου Β είναι ή 
βάσις τού στερεού και ό τό ύψος του. 

ίίί) 'Ο όγκος όρθογιονίου παραλληλεπιπέδου μέ διαστάσεις α, β, γ δίδε- 
ται άπό τόν τύπον V = αβγ. 

ίν) Ό όγκος τού κύβου ακμής α δίδεται άπό τόν τύπον V — α 3 

526. Θεώρημα. Κάθε πρίσμα είναι ισοδύναμον πρός όρθόν πρίσμα μέ 
βάσιν την κάθετον τομήν καί ύψος τήν παράπλευρον άκμήν του. 

Άπόδείξις. ’Έστω ΑΒΓΔ. Α'Β'Γ'Δ' |ν (πλάγιον) πρίσμα μέ παρά- 
πλευρον άκμήν ΑΑ' = α καί ΚΛΜΝ μία κάθετος τομή αυτού (σχ. 517). 
Προεκτείνοντες τάς παραπλεύρους άκμάς του κατά τήν αύτήν φοράν λαμβά- 
νομεν τμήματα Α'Κ' = ΑΚ, ΒΆ' =ΒΛ, Γ'Μ' = ΓΜ καί Δ'Ν' = ΔΝ. 
Τότε παρατηροΰμεν Οτι είναι ΚΚ' 

= ΑΑ' — α, διότι άποτελοΰνται ^ ^ ^ 

άπό τό κοινόν τμήμα ΚΑ' καί άπό 
τά ϊσα τμήματα ΑΚ καί Α'Κ' 
άντιστοίχως. Όμοίως είναι ΑΑ' — Λ 

ΜΜ' = ΝΝ' = α. ’Άρα δυνάμεθα νά ^ 

θεωρήσωμεν ότι τό στερεόν τμήμα , Ά 
ΑΒΓΔ.ΚΛΜΝ έχει μετατοπισθή ^ ^ 

κατά τόν δεθκτην ΑΑ' είς τήν θέ- \ ° V 

σιν Α'ΒΤ'Δ'.Κ'Α'Μ'Ν' καί έπομέ- Λ / \ ^ 
νως είναι : (ΑΒΓΔ.Α'Β'Γ'Δ') ' 

(ΚΛΜΝ.Κ'Λ'Μ'Ν' ) (1). Αλλά τό Μ 

ΚΛΜΝ.Κ'Λ'Μ'Ν' είναι ορθόν πρΐ- Σ *’ 517 

σμα, μέ βάσιν τήν κάθετον τομήν (ΚΛΜΝ) = Β καί ύψος τήν άκμήν 

ΚΚ' = α. Επομένως είναι (ΚΛΜΝ.Κ'Λ'Μ'Ν') = Β·α καί τότε ή σχέσις 

(1) γράφεται: (ΑΒΓΔ.Α'Β'Γ'Δ') = Β·α. 

227. Θεώρημα. Έάν δύο τετράεδρα έχουν μίαν στερεόν γωνίαν ΐσην, 
ό λόγος τών όγκων των είναι ίσος πρός τόν λόγον τών γινομένων τών άκμών 
τών περιεχουσών τάς ίσας στερεός γωνίας. 



Σχ- 517 
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Όγκος κολούρου πυραμίδος 


Άπόδειξις. ’Έστωσαν ΑΒΓΔ καί Α'Β'Γ'Δ' τά δύο τετράεδρα (χ. 518) 
τοποθετημένα είς τρόπον, ώστε νά συμπίπτουν αί ϊσαι στερεαί γωνία είς τό 
Α. Φέρομεν ΒΕ _]_ (ΑΓΔ) καί ΒΈ' (ΑΓ'Δ'). Τότε θά είναι : 

(ΑΒΓΔ) ι/ 3 (ΑΓΔ)ΒΕ _ (ΑΓΔ) ΒΕ 
~( ΑΒ'Γ'Δ' ) " 1 / 3 (ΑΓ'Δ' )~ΒΈ' ~~ (ΑΓ'Δ') ΒΈ' 

/ — . 

Επειδή τά τρίγωνα ΑΓΔ καί ΑΓ'Δ' έ'χουν κοινήν τήν γωνίαν Α, £χομεν 

(ΑΓΔ) ΑΓ-ΑΔ , Α , , 

— — = — — , ενω απο τα ομοια ορθογώνια τρίγωνα ΑΒΕ 

(ΑΓ'Δ') ΑΓ'-ΑΔ' 

καί ΑΒΈ' λαμβάνομεν - — - ·~~~~ . Τότε ή σχέσις (1) γράφεται: 

ΒΈ ΑΒ 


(ΑΒΓΔ) 

(ΑΒ'Γ'Δ' 


ΑΓ - ΑΔ 
Α Γ' - Α Δ 7 


ΑΒ 

ΑΒ' 


(ΑΒΓΔ) 


ΑΒ-ΑΓ-ΑΔ 


(ΑΒ'Γ'Δ') ΑΒ'- ΑΓ'-ΑΔ' 


528. Θεώρημα. Ό όγκος κολούρου πυραμίδος δίδεται άπό τόν τύπον : 

V =-Α_(Β + ΥΒβ + β)!!. 

3 



Κ 



Σχ. 519· 

Άπόδειξις. "Εστω ΑΒΓΔ-ΕΖΗΘ μία κόλουρος πυραμίς μέ βάσεις τά 
όμοια πολύγωνα (ΑΒΓΔ) = Β, (ΕΖΗΘ) = β καί ύψος 1ι (σχ. 519). 

Θεωροΰμεν τό σημεΐον Κ, είς τό όποιον τέμνονται αί παράπλευροι άκμαί 
της, καί τό κάθετον τμήμα ΚΛΜ επί τάς βάσεις τής κολούρου πυραμίδος. Ό 
όγκος V αύτής ίσουται πρός τήν διαφοράν των όγκων των δύο πυραμίδων 
Κ.ΑΒΓΔ καί Κ.ΕΖΗΘ, ήτοι εΤναι 


V = — - Β·ΚΜ 
3 

Γνωρίζομεν ότι (§ 499) 


1 


β·ΚΛ 


Β 


ΚΜ 2 


β ΚΛ 2 


( 1 ) 
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( 2 ) 


ΚΜ 

ΊκαΤ 


1/Β 

νβ 


Άπδ τήν σχέσιν (2 ) λαμβάνομεν άφ’ ενός μέν 


ΚΜ 


ν'Β 


ΚΜ = 


ΚΜ __ |/Β 

ν'Β — νρ νδ-νρ 

νε-νρ η ν'Β — νβ 


ΚΜ — ΚΛ _ Υβ 

ϊι ]/Β , , , . - ΚΜ-ΚΛ 

- , αφ ετέρου οε 


ΚΛ 


κ νρ 


ΚΛ 

5 Αντικαθι- 


νβ ΚΛ νρ νΒ-νβ 

στώμεν έξ αύτών τάς τιμάς των ΚΜ καί ΚΛ εις τήν σχέσιν (1) καί λαμβά- 
νομεν : 


V 


Β . ι.νγ. 

νδ-νρ ΥΒ — νβ 


Υβ* — Υ β* 


Κ = 


ΥΒ — νρ 

— ( νΒ 2 + ν§β+ νβ 5 ) 1> = — ( Β +- νδβ + β ) Η, ήτοι ·. 

3 3 

V = — (Β + νδρ + β)Η 

3 

529. Θεώρημα. Ό ογκος κολοβού τριγωνικού πρίσματος δίδεται έκ 
τού τύπου : 


Β(α + β + Υ)» 


Β' 


δπου Β είναι ή κάθετος τομή αύτοΰ καί 
α, β, γ αί παράπλευροι άκμαί του. 

Άπόδειξις. ί ) ’Έστω ότι το κολοβόν 
τριγωνικόν πρίσμα ΑΒΓ.Α'Β'Γ' (σχ. 

520) είναι ορθόν. Τότε ή βάσις του 
(ΑΒΓ) = Β είναι καί κάθετος τομή αύ- 
τοΰ καί ό όγκος του V αναλύεται εις ά- 
θροισμα των όγκων τριών πυραμίδων, ώς 
εξής : 

(1) V = (Α'.ΑΒΓ) + (Α'.ΒΒΤ') + (Α'.ΒΓΤ' ). 



Σχ. 520 


Έκτελοΰμεν τούς εξής προφανείς μετασχηματισμούς (§ 521 πόρ.Ι ): (Α'.ΒΒ' Γ' ) 

= (Α.ΒΒ'Γ') = (Γ'.ΑΒΒ') - (Γ.ΑΒΒ') - (Β'.ΑΒΓ) = ~ Ββ καί 

3 


(ΑΉΓΓ')=(Α.ΒΓΓ') = (Γ'.ΑΒΓ) = — Βγ. Επειδή έπΐ πλέον είναι 

3 
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Ασκήσεις 


(Α'.ΑΒΓ) — Βα, ή σχέσις (1) γράφεται: Υ= _Α_ Βα -ή~Ββ + — Βγ 


V = .1_Β(α+β +γ). 

ϋ ) ’Έστω ότι τό τριγωνικόν κολο- 
βόν πρίσμα δέν είναι ορθόν (σχ. 521 ). 
Φέρομεν μίαν κάθετον τομήν (ΚΛΜ) =Β 
αύτοΰ καί τότε τό στερεόν αναλύεται εις 
άθροισμα δύο ορθών κολοβών τριγωνι- 
κών πρισμάτων μέ κοινήν βάσιν τήν 
(ΚΛΜ ) — Β, ήτοι : 

(2) V = (ΚΛΜ.ΑΒΓ) -γ(ΚΛΜ.Α'ΒΤ' ). 

Κατά τό προηγούμενον θά εχωμεν : 

(ΚΛΜ.ΑΒΓ) = -ί-Β(ΚΑ+ΛΒ+ΜΓ) 

3 


Β 



Γ' 

Μ 

Γ 


Σχ. 521 


καί (ΚΛΜ.Α'Β'Γ') = — — Β(ΚΑ' ή- ΛΒ' ή-ΜΓ'), έπομένως ή σχέσις (2) 

3 

γράφεται : 

V = — Β(ΚΑ +ΛΒ +ΜΓ) +Λ.Β(ΚΑ / + ΛΒ' + ΜΓ')= ~-Β(ΑΑ' 
3 3 3 

-Γ ΒΒ' 4* ΓΓ' ) = -^-Β(α 4- β 4~ γ), ήτοι 

ν = — Β(α + ρ + γ) 

3 


ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

Α'. 

(^902 ^ Νά εύρεθή ό όγκος κανονικού τετραέδρου άκμής α. 

(49034 Κανονικής τετραγωνικής πυραμίδος ή άχμή τής βάσεως είναι α καί αί παρά- 
πλευροΓΜραι της σχηματίζουν γωνίας 45° μέ τήν βάσιν. Νά ύπολογισθή ή επιφάνεια καί ό 
όγκος της. 

904. Δίδονται τρεις παράλληλοι εύθεΐαι (ε Χ ), (ε 3 ) , (ε 3 ), ύχι τού αύτοΰ έπιπέδου. 
Έπί τής (ε Χ ) όλισθαίνει τμήμα ΑΒ σταθερού μήκους καί έπί των (ε 2 ) καί (ε 3 ) δύο σημεία 
Γ καί Δ άντιστοίχως. Δείξατε δτι ό όγκος τοϋ μεταβλητού τετραέδρου ΑΒΓΔ είναι στα- 
θερός. 

905. Ό όγκος κανονικού τετραέδρου νά έκφρασθή α) έκ τοΰ ύψους του 1ι, β) έκ της 
έπιφανείας του Ε. 

906. Νά εύρεθή ό όγκος καί ή έπιφάνεια κανονικής τριγωνικής πυραμίδος τής όποίας 

^ (X γ!, 

ή άκμή τής βάσεως είναι α καί ή παράπλευρος άκμή είναι · 
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907. Κανονικής τετραγωνικής πυραμίδος ή άκμή της βάσεως είναι α καί ή παρά- 
πλευρος έπιφάνεια είναι διπλασία της βάσεως. Νά ύπολογισθή δ δγκος της πυραμίδος. 

Β'. 

908. Δείξατε δτι 6 δγκος τετραέδρου Ισοΰται πρδς τδ 1/3 του γινομένου μιας άκμής 
του έπί τήν προβολήν τοΰ στερεού εις έπίπεδον κάθετον έπί τήν άκμήν ταύτην. 

909. Έάν τετραέδρου αί δύο άπέναντι άκμαί είναι δρθογώνιοι, δείξατε δτι δ δγκος του 
Ισοΰται πρδς 1/6 τοΰ γινομένου των άκμών τούτων, έπί τήν έλαχίστην άπδστασιν αύτών. 

910. Έάν τετραέδρου ή μία κορυφή προβάλλεται έπί τήν άπέναντι έδραν εις τδ δρ- 
θόκεντρον αυτής, δείξατε δτι τδ γινόμενον δύο οΐωνδήποτε άκμών τοΰ τετραέδρου έπί τήν 
κοινήν κάθετον αύτών είναι άνεξάρτητον της έκλογής των άκμών τούτων. 

911. Τετραέδρου ΑΒΓΔ αί έδραι ΑΒΓ καί ΔΒΓ εϊναι Ισόπλευρα τρίγωνα, ή άκμή 
ΑΔ = α καί ή δίεδρος ΒΓ είναι 60°. Να ύπολογισθη δ δγκος του. 

912. Έντδς τετραέδρου νά εύρεθή σημεΐον Κ τοιοΰτον, ώστε τα τετράεδρα μέ κορυ- 
φήν τδ Κ καί βάσεις τάς έδρας τοΰ τετραέδρου, νά εϊναι Ισοδύναμα. 

913. Πυραμίδος Κ.ΑΒΓΔ ή βάσις ΑΒΓΔ είναι παραλληλόγραμμον. Δείξατε δτι 
δ δγκος της Ισοΰται πρδς τά 2/3 της έδρας ΚΑΒ έπί τήν έλαχίστην άπδστασιν τών άκμών 
ΚΑ καί ΓΔ. 

914. Κανονικής τετραγωνικής πυραμίδος ή άκμή τής βάσεως είναι 2α καί αί παρά- 
πλευροι Ιδραι σχηματίζουν μέ τήν βάσιν γωνίας 15°. Νά ύπολογισθη δ δγκος της. 

915. Δίδεται τετράγωνον ΑΒΓΔ πλευράς α. *Απδ τάς κορυφάς Α καί Γ φέρομεν 
καθέτους έπί τδ έπίπεδον τοΰ τετραγώνου πρδς τδ αύτδ μέρος του καί έπ* αύτών λαμβάνομεν 
τμήματα ΑΕ = ΑΓ καί ΓΖ = ΑΒ. Νά ύπολογισθη δ δγκος τοΰ στερεοΰ ΑΒΓΔΕΖ. 

916. Δίδεται τετράγωνον ΑΒΓΔ πλευράς α. Άπδ τάς κορυφάς του Β καί Δ φέρομεν 
κάθετα τμήματα έπί τδ έπίπεδον τοΰ τετραγώνου ΒΕ = 3α, ΔΖ = 2α καί πρδς τδ αύτδ 
μέρος. Νά ύπολογισθη δ δγκος τοΰ τετραέδρου ΑΓΕΖ. 

917. Νά εύρεθή δ δγκος κανονικής έξαγωνικής πυραμίδος, τής δποίας ή παράπλευρος 
έπιφάνεια είναι 12α 2 καί αί παράπλευροι έδραι σχηματίζουν διέδρους γωνίας 30° μέ τήν 
βάσιν. 

918. Τρισορθογώνιος στερεά γωνία Κ τέμνεται δΓ έπιπέδου εις τά Α, Β καί Γ. Έάν 
ΚΑ — 2α, ΚΒ = 3α καί ΚΓ — 4α, νά ύπολογισθη ΐ) τδ έμβαδδν τής τομής καί Π) τδ ύψος 
ΚΙΙ τοΰ τετραέδρου ΚΑΒΓ. 


Α'. 


9195 )^ εύρεθή δ δγκος πρίσματος, τοΰ δποίου ή βάσις είναι κανονικόν α) τρίγω- 


( νιν.' ΓΝα εύρεση ο ογκος πρίσματος, του οποίου η ρασις είναι κανονικόν α / τρίγω- 
νον, ρ|“τετρ άγω νον, γ) έξάγωνον έγγεγραμμένον είς κύκλον άκτΐνος Η καί έχει ύψος δι- 
πλάσιαν τής άκμης τής βάσεως. 

(^920^/Ορθοΰ τριγωνικού πρίσματος ή βάσις είναι όρθογώνιον τρίγωνον μέ καθέτους 
πλευράς 20α καί 15α, τδ δέ ύψος του Ισοΰται μέ τήν ύποτείνουσαν τής τριγωνικής βάσεως. 
Νά εύρεθή δ δγκος αύτοΰ. 

921. Τριγωνικόν πρίσμα έχει βάσιν Ισόπλευρον τρίγωνον πλευράς α καί αί παρά- 
πλευροι άκμαί του είναι κεκλιμέναι κατά 60° πρδς τδ έπίπεδον τής βάσεως. Νά ύπολογισθή 
τδ έμβαδδν τής καθέτου τομής του. 

23 
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922. Δείξατε 8τι δ Ογκος τριγωνικού πρίσματος ίσοΰται πρδς τδ ήμισυ του γινομέ- 
νου μιας παραπλεύρου έδρας του, έπί τήν άπόστασιν της άπέναντι άκμής άπ* αύτήν. 

923. Νά εύρεθή δ λόγος των όγκων δύο πρισμάτων, τών δποίων αί βάσεις είναι 
κανονικόν έξάγωνον τοΰ ένύς, τρίγωνον του άλλου, έγγεγραμμένα είς ίσους κύκλους άκτϊνος 
Κ, τά δέ ύψη των ίσα πρδς τά άποστήματα των βάσεων άντιστοίχως. 

924. Δείξατε ότι τδ άθροισμα των όγκων τών δύο πυραμίδων, μέ κοινήν κορυφήν 
τυχδν σημεΐον έσωτερικδν δοθέντος πρίσματος καί βάσεις τάς βάσεις τού πρίσματος, είναι 
σταθερόν. 


\^925/)Νά εύρεθή δ όγκος δρθογωνίου παραλληλεπιπέδου^ τού δποίου αί διαστάσεις 
αποτελούν άριθμητικήν πρόοδον μέ άθροισμα 27 ογπ καί τού δποίου ή έπιφάνεια είναι 454οπι 2 . 
(^926/^ίά εύρεθή δ όγκος τού κύβου, τού δποίου ή έπιφάνεια είναι 4860Π1 2 . 

Γ^92ΤΝΝά ύπολογισθή δ όγκος κύβου α ) έκ της διαγωνίου του δ καί β } έκ της 'έπι- 
φανεΐας^ίου Ε. 

) ψΑ-' ( ^928 /) Αί διαστάσεις δρθογωνίου παραλληλεπιπέδου είναι άνάλογοι τών άριθμών 
2,3,4 καί δ όγκος του είναι 648θΐϊ1 8 . Νά εύρεθοϋν αί διαστάσεις του. 

929. Έπί τών άκμών τών συντρεχουσών είς τήν αύτήν κορυφήν Α κύβου άκμής α 
λαμβάνομεν τμήματα ΑΒ' = ΑΓ' = ΑΔ'= 2α/3. Νά ύπολογισθή δ λόγος τών όγκων τού 
κύβου καί τοΰ τετραέδρου ΑΒ'Γ'Δ'. 


Β'. 


930. Όρθογωνίου παραλληλεπιπέδου αί διαστάσεις είναι 3α, 4α, 5α. Νά ύπολο- 
γισθή δ όγκος του, έάν ώς μονάς μετρήσεως τών όγκων ληφθή δ όγκος κανονικού τετραέδρου 
μέ άκμήν 2α. 

931. Νά ύπολογισθούν αί διαστάσεις δρθογωνίου παραλληλδπιπέδου, έάν ή διαγώ- 
νιος αύτού είναι 26 ογΠ, ή διαγώνιος μιας έδρας του 10 οιη καί ή έπιφάνειά του 768οιη 2 . 

932. Νά εύρεθή δ λόγος τών όγκων παραλληλεπιπέδου καί τού τετραέδρου του 
δποίου τρεις άκμαί συντρέχουν είς μίαν κορυφήν τοΰ παραλληλεπιπέδου. 

933. Δοθέν παραλληλεπίπεδον νά διαιρεθή είς τρία Ισοδύναμα μέρη δι’ έπιπέδων 
άγομένων έκ μιας άκμής του. 

934. Νά εύρεθή δ λόγος τών όγκων δρθογωνίου παραλληλεπιπέδου καί τού δκταέδρου 
μέ κορυφάς τά κέντρα τών έδρών τού παραλληλεπιπέδου. 

935. Δείξατε ότι οί όγκοι δύο παραλληλεπιπέδων, μέ μίαν στερεάν γωνίαν κοινήν, 
είναι όπως τά γινόμενα τών άκμών τών περιεχουσών τήν κοινήν στερεάν γωνίαν. 


Α'. 

936. Δείξατε ότι δ όγκος κολούρου πυραμίδος δίδεται έκ τού τύπου V == 
4- Β(1 + λ -(- λ 2 )Η, ένθα λ είναι δ λόγος δμοιότητος τών δύο βάσεων. 

3 ,- 

(937^) Κανονική τετραγωνική πυραμίς, μέ άκμήν βάσεως 2α καί ύψος αΥ3, τέμνεται 

δι’ έπιπέδου παραλλήλου πρδς τήν βάσιν καί διερχομένου άπδ τδ μέσον τού ύψους. Νά ύπο- 
λογισθή ή δλική έπιφάνεια καί ό όγκος τής σχηματιζομένης κολούρου πυραμίδος. 
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939. Δείξατε ότι ό όγκος κολοβοί» τριγωνικοί» πρίσματος ίσοΰται πρός τό έμβαδόν 
της καθέτου τομής του έπί τήν άπόστασίν των κ. βάρους τών βάσεων. 

Β'. 

940. Κανονικής τετραγωνικής πυραμίδος ή βάσις όχει πλευράν 2α καί αί παρά- 
πλευροι άκμαί βηματίζουν γωνίας 60° μίτά του έπιπέδου τής βάσεως. Νά εύρεθή είς 
ποίαν άπόστασίν Από τήν βάσιν πρέπει νά άχθη έπίπεδον παράλληλον πρός τήν βάσιν οΰτως, 

104α 8 

ώστε ή άποκοπτομένη κόλουρος πυραμίς νά 2χη όγκον _Ι 

81 

941. Τριγωνικοί» πρίσματος αί παράπλευροι άκμαί 2χουν μήκος 20οπι. Έπί δύο 
παραπλεύρων άκμών λαμβάνομεν σημεία Η καί Θ, άπέχοντα Από τάς Αντιστοίχους κορυ- 
φάς τής αύτής βάσεως Αποστάσεις 120Π1 καί 150ΠΙ. Έπί τής τρίτης παραπλεύρου Ακμής 
νά όρισθή σημεΐον I οΰτως, ώστε τό έπίπεδον (ΗΘΙ) νά διαιρή τό πρίσμα είς δύο ισοδύναμα 
μέρη. 

942. Δείξατε ότι ό όγκος κολοβού παραλληλεπιπέδου Ισόΰται πρός τό 1 /4 τοϋ γινο- 
μένου της καθέτου τομής έπί τό άθροισμα των παραπλεύρων άκμών του. 

943. Δείξατε ότι ό όγκος κολοβοί» παραλληλεπιπέδου ίσοΰται πρός τό Ιμβαδόν τής 
καθέτου τομής του έπί τήν άπόστασίν των κέντρων των βάσεων αύτοΰ. 

ΟΜΟΙΑ ΠΟΛΥΕΔΡΑ 

530. "Ομοια τετράεδρα. Όρισμός. Δύο τετράεδρα καλούνται δμοια, 
δταν έχουν τάς έδρας των δμοίας μίαν πρός μίαν καί όμοίως τοποθετημένος 
(<*χ.522). 

Ό λόγος όμοιότητος των τριγωνικών έδρων εϊνάι ό αυτός δι’ όλα τά 
ζεύγη των όμοίων έδρών καί καλείται λόγος όμοιότητος των τετραέδρων. Αί 
αντίστοιχοι στερεαί, ώς καί αί δίεδροι γωνίαι των δύο.τετραέδρων, είναι ίσαι. 



Σχ. 522 Σχ. 523 | 

531. "Ομοια πολύεδρα. Όρισμός. Δύο πολύεδρα καλούνται δμοια, 
έάν δύνανται νά διαιρεθούν δι 5 έπιπέδιόν άγομένων έκ μιδς κορυφής των 1 

άντιστοίχως έίς δμοια τετράεδρα κώί όμοίως τοποθετημένα (οχ. 523). 

Άπό τά προηγούμενα έπονται τά έξης : | 

ί) 'Τπάρχει άμφιμονοσήμαντος άντιστοιχία όλων των στοιχείων του 
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ένός πολυέδρου (έδραι, κορυφαί, άκμαί, γωνίαι κλπ. ) πρός τα στοιχεία τοΰ 
άλλου. Δύο αντίστοιχα στοιχεία καλούνται όμόλογα. 

ίί) Αί αντίστοιχοι έδραι είναι όμοια πολύγωνα μέ τον αύτόν λόγον 
όμοιότητος των πολυέδρων. 

ϋί) Αί άντίστοιχοι γωνίαι των δύο πολυέδρων (έπίπεδοι, δίεδροι, στε- 
ρεαΐ) είναι ΐσαι. 

• ίν) 'ύ σχέσις της όμοιότητος δύο πολυέδρων, ή όποία συμβολίζεται μέ 
τδ , είναι σχέσις άνακλαστική, συμμετρική καί μεταβατική, ήτοι : 
α) (Σ) ~ (Σ), 

β) (Σ Χ )~ (Σ 2 ) => (Σ 8 ) «« (Σ 1 ), 

γ) (Σ Χ ) (Σ 2 ) Λ (Σ 2 ) ~ (Σ 3 ) => (Σ α ) ~ (Σ 8 ) 

’Άρα ή σχέσις της όμοιότητος είναι σχέσις ισοδυναμίας. 


532. θεώρημα. Ό λόγος τών έπιφανειών δύο όμοίων πολυέδρων ίσοδ- 
ται πρός τό τετράγωνον τοϋ λόγου όμοιότητος αύτών. 

Άπόδετξις. ’Άς θεωρήσωμεν δύο όμοια πολύεδρα μέ λόγον όμοιότητος 
λ (σχ. 524) καί των όποίων αί έδραι έχουν έμβαδά Ε 1 , Ε 2 ,..., Εν καί Ε\, Ε' 2 ,..., 
Ε' ν άντιστοίχως. Επειδή αί αντίστοιχοι έδραι είναι όμοια πολύγωνα μέ λόγον 
όμοιότητος λ, έχομεν : 


Α. = λ 2 ,-^-=λ*,...,^- = λ 2 =>λ 2 = = =... = 3 ^= 

Ε ' ΤΓ' Ρ' ΤΓ' ΤΓ' υ' 

1 Ε 2 Ε ν « 1 Ε ν 

Ε 1 -(-Ε 2 + ... + Εν Ε α , _ 

= — = , οπού Ε και Ε αι επιφανειαι των δυο πο- 

Ε^ + Ε', + .-.+Ε'ν Ε' 

Ε 

λυέδρων. "Αρα είναι — - — λ 2 . 


λ*, ..., -ίί = λ 2 =* λ 2 = ^ 

Ρ' ΐΓ' τ?' 

Ε ν Ε ^ Ε 2 



Σχ. 524 Σχ. 525 

533. θεώρημα. Ό λόγος τών δγκων δύο όμοίων τετραέδρων ίσοδται 
πρός τόν κύβον τοϋ λόγου όμοιότητος αύτών. 

Άπόδέιξις. *Ας θεωρήσωμεν δύο όμοια τετράεδρα ΑΒΓΔ καί Α'Β'Γ'Δ' 

ΑΒ 

(σχ. 525) καί έστω λ ό λόγος όμοιότητος αυτών. Τότε θά είναι : — — — · = 
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Λ Γ ΑΛ 

- -4^- = — - = λ => ΑΒ = λΑ'Β', ΑΓ = λΑΤ', ΑΔ = λΑ'Δ'. Έπει- 
Α'Γ' Α'Δ 

δή αί τρίεδροι γωνίαι Α καί Α' είναι ίσαι, έπεται Οτι (§ 527) : 

(ΑΒΓΔ) ΑΒ-ΑΓ-ΑΔ λΑ'Β' -λΑ'Γ'-λΑ'Δ' ■ 

(Α'ΒΤ'Δ' ) Α'Β'-ΑΤ'-ΑΔ' ~ Α'Β'-Α'Γ'.Α'Δ' _ ' ?α 

(ΑΒΓΔ) _ λ , 

(Α'ΒΤ'Δ') 

534. Θεώρημα. Ό λόγος τ&ν “ ^ - 

δγκων δύο όμοίων πολυέδρων ϊσοδται \ ν\ % * ν. 

πρός τόν κύβον τού λόγου όμοιότη- \ \ γ/ \ '\ Τ 

τος αύτών, \ )ί * * 

Άπόδειξις. "Ας θεωρήσωμεν δύο \ 

όμοια πολύεδρα (σχ. 526), των οποίων / 

οί όγκοι είναι V καί ν'. Έκ δύο δμο- \ 

λόγων κορυφών Α καί Α' φέρομεν έ- 

πίπεδα καί διαιροΰμεν τά δύο στερεά Σχ. 526 

είς ζεύγη δμαίων τετραέδρων μέτόν αυ- 
τόν λόγον όμοιότητος λ, έστωσαν δέ V]., ν 2 ,.,.,ν ν καί Υ\, ν 2 ',..., ν' ν οί 
όγκοι αυτών. Τότε θά είναι (§ 533) : 

V V V V V V 

—Τ= λ 3 ,-^- = λ 8 ,...,— =λ 3 =>λ 3 =-λ = -Τ=... = -12- = 

ν\ Υ' 8 Υ' ν ν\ Υ' 8 Υ' ν 


Σχ. 526 


Ά,ρα είναι 


Υι + Υ 2 +... +Υν V 

ν'ι +ν' 2 + ... +Υ' ν Υ' 


ΑΣΚΗΣΕΙΣ 


944. Δίδεται τετράεδρον ΑΒΓΔ καί έστωσαν Κ,Λ,Μ,Ν τά κέντρα βάρους των έδρών 
του 

α) Δείξατε δτι ΑΒΓΔ =%* ΚΛΜΝ. 

β ) Νά εύρεθή δ λόγος των έπιφανειών καί 6 λόγος των όγκων των δύο τετραέδρων. 

945. Δίδεται πυραμίς Κ.ΑΒΓΔ. Τέμνομεν αυτήν δι’ έπι πέδου παραλλήλου πρός τήν 
βάσιν της καί διερχομένου άπό τό μέσον Α' της άκμής ΚΑ. 

α) Δείξατε δτι σχηματίζεται νέα πυραμίς δμοία της δοθείσης. 

β) Νά ύπολογισθή ό λόγος των έπιφανειών καί ό λόγος των δγκων των δύο 
πυραμίδων. 

946. Ή βάσις πυραμίδος έχει έμβαδδν 144 ογπ 2 . Τέμνομεν μέ έπίπεδον παράλληλον 
της βάσεως είς άπόστασιν 4οπι άπό της κορυφής καί ή τομή έχει έμβαδόν 6401X1*. Νά ύπο- 
λογισθή τό ύψος τής πυραμίδος. 


Α 
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947. Δύο Ισοϋψείς πυραμίδες έχουν βάσεις 120επΐ 3 καί ΙδΟοιπ 8 άντισγοίχως. Τέ- 
μνομεν αΰτάς δι’ έπιπέδων παραλλήλων πρδς τάς βάσεις των είςτήν αύτήν άπόστασιν άπ’ 
αυτών καί ή τομή τής πρώτης πυραμίδος είναι 70 οπι 8 . Νά εύρεθή ή τομή τής δευτέρας 
πυραμίδος. 

948.. Δείξατε δτι ο\ κύβοι τών έπιφανειών δυο δμοίων πολυέδρων είναι δπως τά 
τετράγωνα τών δγκων των. 

Β'. 

949. Δείξατε δτι τά μέσα τών άκμών τετραέδρου είναι κορυφαί δκταέδρου τοϋ οποίου 
ό δγκος Ισοΰται πρδς τδ ήμισυ του δγκου του τετραέδρου. 

950. Δίδεται πολύεδρον ΑΒΓ...Ν. ΈπΙ τών ήμιευθειών ΑΒ, ΑΓ,.,.,ΑΝ λαμβάνομεν 

σημεία Β', Γ\-..,Ν' άντιστοίχως ούτως, ώστε νά είναι -- Η _. — 3^5.. — λ. 

ΑΒ ΑΓ ΑΝ 

Δείξατε δτι τδ πολύεδρον ΑΒΤ',..Ν' είναι δμοιον πρδς τδ ΑΒΓ...Ν. 

951. Δοθεΐσα κόλουρος πυραμίς νά διαιρεθή δι’ έπιπέδου παραλλήλου πρδς ,τάς βά- 
σεις της είς δύο όμοιας κολούρους πυραμίδας. 

952. Νά τμηθή πυραμίς ύπδ έπιπέδου παραλλήλου πρδς τήν βάσιν ούτως, ώστε νά 
χωρισθή είς δύο Ισοδύναμα μέρη. 

953. Νά τμηθή πυραμίς ύπδ έπιπέδου παραλλήλου πρδς τήν βάσιν ούτως, ώστε νά 
χωρισθή είς δύο στερεά μέ δεδομένου λόγον μ/ν. 



ΒΙΒΛΙΟΝ ΕΒΔΟΜΟΝ 

ΕΠΙΦΑΝΕΙΑ! ΚΑΙ ΣΤΕΡΕΑ ΕΚ ΠΕΡΙΣΤΡΟΦΗΣ 

535. Όρισμοί. 

ί) Κάθε γραμμή (Γ), περιστρεφομένη περί άξονα χχ' κατά μίαν πλήρη 
γωνίαν (360°), διαγράφει, επιφάνειαν Ε, ή οποία καλείται έπιφένεια έκ περι- 
στροφής (σχ. 527). 

ϋ) Κάθε σχήμα (Α), στρεφόμενον περί άξονα χχ' κατά μίαν πλήρη γω- 
νίαν, δημιουργεί στερεόν (Σ), τό όποιον καλείται στερεόν έκ περιστροφής 
(σχ, 528). 

Σημείωσις. Εις τά επόμενα θά λέγωμεν χάριν συντομίας «σχήμα στρέ- 
φεται περί άξονα» καί θά έννοοΰμεν «σχήμα στρέφεται πλήρη στροφήν περί 
άξονα». 


Σχ. 527 Σχ. 528 

Πόρισμα I. Έκ τυχόντος σημείου Μ τής γραμμής (Γ) (σχ. 527) 
φέρομεν ΜΟ _ί_ χχ ; . Εις τήν περιστροφήν τό τμήμα ΜΟ παραμένει σταθερόν 
κατά μέγεθος, τό σημεΐον Ο σταθερόν κατά θέσιν καί επομένως τό σημεΐον 
Μ διαγράφει κύκλον (Ο,ΟΜ), του οποίου τό έπίπεδον είναι κάθετον επί τον 
άξονα περιστροφής, ’Άρα ή τομή έπιφανείας έκ περιστροφής ύπό έπιπέδου 
καθέτου έπί τον άξονα είναι κύκλος. 

Πόρισμα Π, Ή τομή στερεού έκ περιστροφής, ύπό έπιπέδου καθέτου 
έπι τόν άξονα περιστροφής (σχ. 528), είναι έν γένει κυκλικός δακτύλιος. 

Πόρισμα III. Κάθε έπιφάνεια ή κάθε στερεόν έκ περιστροφής έχει 
άξονα συμμετρίας τόν άξονα περιστροφής, δ όποιος καλείται καί άξων τού 
σχήματος. 
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ΚΥΛΙΝΔΡΟΣ 


536. Γενική ϋννοια κυλινδρικής έπιφανείας . Κυλινδρική επιφάνεια 
έν γένει καλείται κάθε εύθειογενής έπιφάνεια, τής οποίας ή ευθεία (ε), πού 
τήν διαγράφει, παραμένει πάντοτε παράλληλος πρός δεδομένην διεύθυνσιν 
(δ) καί τέμνει σταθεράν γραμμήν (Γ) (σχ. 529). *Η γραμμή (Γ) καλείται 
όδηγός τής κινήσεως τής εύθείας (ε). *Η κυλινδρική επιφάνεια έν γένει δέν 
είναι έκ περιστροφής έπιφάνεια. 


Σχ. 529 Σχ. 530 

537. *Ορβή κυλινδρική έπιφάνεια καλείται ή έκ περιστροφής έπιφά- 
νεια, ή όποια διαγράφεται άπό ευθείαν (ε), παράλληλον πρός τόν άξονα 
περιστροφής χχ' (σχ. 530). 

Αί διαδοχικαί θέσεις τής εύθείας (ε) είς τήν περιστροφήν καλούνται γενέ- 
τειραι άκμαί τής κυλινδρικής έπιφανείας καί είναι μεταξύ των παράλληλοι, 
έφ* δσον έκάστη είναι παράλληλος πρός τόν άξονα περιστροφής. Είς τά επό- 
μενα θά άσχοληθώμεν μόνον μέ όρθάς κυλινδρικάς έπιφανείας (έκ περιστροφής) 
καί έπομένως δταν θά λέγωμεν κυλινδρική έπιφάνεια, θά έννοοΰμεν όρθή 
κυλινδρική έπιφάνεια έκ περιστροφής. 

538. * Εφαπτόμενον έπίπεδον κυλινδρικής έπιφανείας καλείται κάθε 
επίπεδον (Π), τό όποιον έχει μετά τής κυλινδρικής έπιφανείας κοινήν μίαν 
μόνον γενέτειραν άκμήν (σχ. 531 ). Κάθε εύθεΐα (η ) τού έφαπτομένου επιπέδου 
(έξαιρέσει τής γενετείρας ακμής ) καλείται έφαπτομένη εύθεία τής κυλινδρικής 
έπιφανείας καί έχει έν μόνον κοινόν σημεΐον μέ τήν έπιφάνειαν. 

539. θεώρημα. Αί τομαι κυλινδρικής έπιφανείας υπό έπιπέδων καθέ- 
των πρός τόν άξονα τής έπιφανείας είναι Ισοι κύκλοι. 

Άπόδειξις. Θεωροΰμεν δύο τομάς μιας κυλινδρικής έπιφανείας υπό 
έπιπέδων (Π) και (Ρ) καθέτων πρός τόν άξονα χχ' τής έπιφανείας (σχ. 532). 
Αί τομαί είναι οπωσδήποτε κύκλοι, έφ’ δσον ή έπιφάνεια είναι έκ περιστροφής 
(§ 535 πόρ. I) καί έστωσαν Κ καί Α τά κέντρα των έπί τού άξονος χχ'. Μία 
γενέτειρα άκμή τέμνει τά' έπίπεδα τομής είς τά Α και Β. Τό τετράπλευρον 






1 



ΑΚΛΒ είναι ορθογώνιον, διότι Αβ // = ΚΑ καί ΚΑ _]_ (Ρ). "Αρα είναι ΚΑ = 
ΑΒ καί επομένως οί δύο κύκλοι είναι ίσοι. 



540. Κύλινδρος. Έάν κυκλινδρική επιφάνεια τμηθήύπό έπιπέδων (Π) 
καί (Ρ), καθέτων έπί τον άξονα χχ' (σχ. 532), τό άποκοπτόμενον στερεόν μετα- 
ξύ τ<δν έπιπέδων καλείται όρθός κυκλικός κύλινδρος. 

Οί ίσοι κύκλοι, κατά τούς οποίους τά δύο έπίπεδα τέμνουν την κυλιν- 
δρικήν επιφάνειαν, καλούνται βάσεις του κυλίνδρου καί ή άπόστασις των δύο 
βάσεων καλείται ύψος του στερεού. Τύ τμήμα ΑΒ τής γενετείρας ακμής τής 
κυλινδρικής έπιφανείας καλείται γενέτειρα άκμή του κυλίνδρου. *Η γενέτειρα 
άκμή του κυλίνδρου, είς την περιστροφήν της περί τον άξονα χχ', διαγράφει 
τήν παράπλευρον επιφάνειαν του κυλίνδρου, ή οποία καλείται καί κυρτή έπΐ- 
φάνεια του στερεού. 

Παρατήρησις. 'Ως ορισμόν τού ορθού κυκλικού κυλίνδρου δυνάμεθα νά 
χρησιμοποιούμεν καί τήν ακόλουθον ισοδύναμον πρότασιν. 

541. Όρθός κυκλικός κύλινδρος καλείται τό στερεόν τό παραγόμενον 
άπό τήν περιστροφήν όρθογωνίου ΑΚΑΒ περί μίαν πλευράν του (σχ. 533). 

Είς τά έπόμενα ό όρθός κυκλικός κύλινδρος θά άναφέρεται άπλώς ώς κύ- 
λινδρος. 

542. Έγγεγραμμένον καί περιγγεγραμμένον πρίσμα εις κύλινδρον . 

ί) "Εν πρίσμα καλείται εγγεγραμμένου είς κύλινδρον (σχ. 534), δταν 



Σχ. 533 . Σχ. 534 
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αί βάσεις του είναι πολύγωνα εγγεγραμμένα είς τούς κύκλους - βάσεις του 
κυλίνδρου. Αί παράπλευροι άκμαί του πρίσματος είναι γενέτειραι άκμαί διά 
τόν κύλινδρον. 

ϋ) 'Έν πρίσμα καλείται περιγεγραμμένον περί κύλινδρον (σχ. 535), 
όταν αί βάσεις του είναι πολύγωνα περιγεγραμμένα περί τούς κύκλους - βά- 
σεις του κυλίνδρου. Αί παράπλευροι Ιδραι του πρίσματος είναι έφαπτόμεναι 
της κυλινδρικής έπιφανείας, 



Σχ. 535 Σχ. 536 


543. Μέτρησις κυλίνδρου. "Ας θεωρήσωμεν όρθόν κύλινδρον μέ βά- 
σιν κύκλον (Ο, Η), ύψος 1ι καί έγγεγραμμένον είς αύτόν κανονικόν πρίσμα 
(σχ. 536). Φανταζόμεθα τό πρίσμα μεταβλητόν ούτως, ώστε τό πλήθος των 
πλευρών της βάσεως αυτού, αύξανόμενον. συνεχώς, νά τείνη πρός τό άπειρον. 
Τότε τό πρίσμα θά ταυτισθή μετά τού κυλίνδρου καί οί τύποι, πού άφοροΰν 
είς τά πρίσματα, ίσχύουν ούσιαστικώς καί διά τούς κυλίνδρους, μετασχηματι- 
ζόμενοι καταλλήλως. 

Τότε : 

ί) Παράπλευρος έπιφάνεια ή κυρτή έπιφάνεια κυλίνδρου καλείται τό 
δριον, πρός τό όποιον τείνει ή παράπλευρος έπιφάνεια μεταβλητού κανονικού 
πρίσματος μέ άκτϊνα βάσεως Κ καί ύψος Η, δταν τό πλήθος τών πλευρών τής 
βάσεώς του τείνη είς τό άπειρον. 

Διά τήν παράπλευρον επιφάνειαν όρθου πρίσματος γνωρίζομε τόν τύπον 
Ε„ = Ρ ν · ίι (§ 518). Τότε ή κυρτή (παράπλευρος) επιφάνεια τού κυλίν- 
δρου ίσοΰται πρός Ε κ — 1ίΐϊΐΡ ν « Κ — 2πΚΙι (περίμετρος βάσεως X ύψος) 

V 00 

ήτοι είναι : · . _ — _ 

'Η ολική έπιφάνεια εύρίσκεται, Ιάν είς*τήν κυρτήν επιφάνειαν προσθέσωμεν 
τάς δύο βάσεις τού κυλίνδρου, ήτοι είναι ι- 

Ε,* == 2πΚΙι + 2πΚ 2 = 2πΚ (Η + Κ) 

ίί) "Ογκος κυλίνδρου καλείται τό δριον πρός τό όποϊον τείνει 6 όγκος 
μεταβλητού κανονικού πρίσματος μέ άκτϊνα βάσεως Κ καί ύψος δ, δταν τό 
πλήθος τών πλευρών τής βάσεώς του τείνη πρός ιό άπειρον. 
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Ό τύπος, ό όποιος δίδει τόν ογκον V κυλίνδρου, προέρχεται άπό τόν 
τύπον V =Ββ του όγκου πρίσματος και είναι : V = 1ίΐϊΐΕ ν 1ι =πΚ 2 1ι, όπου 

V 00 

Ε ν τό έμβαδόν τής κανονικής βάσεως του Ιγγεγραμμένου πρίσματος. "Αρα 
είναι : 

V = πΚ 2 Ιι. 

Παρατήρησις. *0 προηγούμενος τύ- 
πος του όγκου ισχύει καί δια τούς πλα- / / 

γιους κυκλικούς κυλίνδρους (σχ. 537 ), / / \\ 

ήτοι κυλίνδρους μέ τάς γενέτειρας άκμάς / / 

των πλαγίας, ώς πρός τάς κυκλικάς βά- """ν/ V, 

σεις των. Γενικώς Ισχύει ό τύπος «“Ο- 
γκος = Βάσις X "Υψος» §ιά κάθε κύ- 
λινδρον (όρθόν ή πλάγιον), του όποιου Σχ ' 5 7 

ή βάσις δέν είναι κατ’ ανάγκην κύκλος καί τούτο, διότι δυνάμεθα, ώς καί 
προηγουμένως, νά θεωρήσοψεν ότι ό κάθε κύλινδρος προέρχεται άπό κάποιο 
μεταβλητό έγγεγραμμένο πρίσμα, όπου τό πλήθος των πλευρών του τείνει 
πρός τό άπειρον, ταυτοχρόνως δέ ή κάθε πλευρά του τείνει εις τό μηδέν. 


ΑΣΚΗΣΕΙΣ 


954. Έάν δύο όρθοί κύλινδροι έχουν ϊσας βάσεις, δείξατε ότι ό λόγος των κυρτών 
έπιφανειών των ίσαΰται πρός τόν λόγον των ύψών των. 

955. Έάν δύο όρθοί κύλινδροι έχουν ίσα ύψη, δείξατε ότι ό λόγος των κυρτών έπι- 
φχνειών των είναι ίσος πρός τόν λόγον τών άκτίνων τών βάσεων. 

λΧ' Η)56χ 'Η περίμετρος τής βάσεως όρθοϋ κυλίνδρου είναι 31,4 ογπ καί τό ύψος του 6 οιη. 
Νά εύρεθή ή έπιφάνεια καί δ όγκος του. 4 

957. Όρθοϋ κυλίνδρου ή κυρτή έπιφάνεια είναι τριπλάσια της βάσεως. Νά εύρεθή 
ό όγκος του, έάν ή άκτίς τής βάσεως είναι 4 ογπ. V ζ- ! 7Τ ^ 

Φ 958. Ή διάμετρος τής βάσεως όρθοϋ κυλίνδρου είναι 10 οιη καί ή κυρτή επιφάνεια 
αύτοΰ είναι 125,6 οιη 2 . Νά ύπολογισθή ό όγκος του. V""- 3 (ψ Τή<3 

09 59. Δείξατε ότι ό όγκος όρθοϋ κυλίνδρου Ισοϋται πρός τό 1/2 τοΰ γινομένου τής 
άκτίνος του έπΐ τήν κυρτήν έπιφψνειάν του. 

960. Όρθογώνιον ΑΒΓΔ διαστάσεων ΑΒ = 4α καί ΑΔ = 3α στρέφεται περί τήν 
ΑΒ. Έπί τών πλευρών του ΔΑ καί ΓΒ λαμβάνομεν τμήματα ΔΕ = ΓΖ = α. Νά ύπολο- 
γισθή ή έπιφάνεια καί δ όγκος του στερεού, τοϋ διαγραφομένου άπό τό όρθογώνιον ΓΔΕΖ. 


<3)61/0 όγκος κανονικοΰ έξαγωνικοΰ πρίσματος είναι 6Υ3 οηα 3 , Νά ύπολογισθή 6 
όγκος τοΰ περιγεγραμμένου περί ο;ύτό κυλίνδρου. 

/96^)Δίδέτάι κανονικόν τετραγωνικόν πρίσμα μέ άκμήν βάσεως α καί ΰψος 2α- Νά 
εύρεθηή έπιφάνεια καί ό όγκος τοϋ είς αύτό α) έγγεγραμμένου κυλίνδρου, β) περιγεγραμμέ- 
νου κυλίνδρου. 
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963. Όρθογωνίου αί διαστάσεις είναι α καί β μέ α<β. Περί ποιαν των πλευρών του 
πρέπει νά στραφή τδ ορθογώνιον ώστε δ προκύπτων κύλινδρος νά £χη α) τήν μεγαλυτέραν 
έπιφάνειαν, β) τδν μεγαλύτερον όγκον. 

964. Έάν κύλινδρος τμηθή ύπδ έπιπέδου, παραλλήλου πρδς τδν άξονα αύτοΰ, δείξατε 
δτι ή τομή είναι όρθογώνιον. 

965. Νά εύρεθουν τά έπίπεδα συμμετρίας ένδς όρθοϋ κυλίνδρου καί τδ κέντρον συμ- 
μετρίας αύτοΰ. 

966. Διά του άξονος δρθοϋ κυλίνδρου φέρομεν δύο ήμιεπίπεδα σχηματίζοντα γωνίαν 
60°. Νά εύρεθή δ λόγος των όγκων των δύο στερεών, είς τά όποια διαιρείται δ κύλινδρος. 

967. Δίδεται όρθδς κύλινδρος μέ βάσιν κύκλον άκτΐνος Κ καί ύψος ,ΐι. Φέρομεν χορ- 
δήν ΑΒ της βάσεως ϊσην πρδς τήν πλευράν έγγεγραμμένου είς αύτήν ισοπλεύρου τριγώνου 
καί διά της ΑΒ έπίπεδον παράλληλον πρδς τδν άξονα τοϋ κυλίνδρου. Νά εύρεθή δ λόγος τών 
κυρτών έπιφανειών καί δ λόγος τφν όγκων τών δύο στερεών, είς τά όποια διαιρείται δ κύ- 
λινδρος. 

968. Χορδή κυλινδρικής έπιφανείας καλείται Ιν εύθύγραμμον τμήμα μέ τά άκρα του 
έπί της κυλινδρικής έπιφανείας. Δείξατε δτι ή κοινή κάθετος του άξονος μιας δρθης κυλιν- 
δρικής έπιφανείας καί μιας χορδής της διέρχεται άπδ τδ μέσον τής χορδής. 

969. Όρθογώνιον στρέφεται περί άξονα τοΰ έπιπέδου του, παράλληλον μιας πλευράς 
του καί μή τέμνοντα τδ όρθογώνιον. Δείξατε δτι α) Ή έπιφάνεια τοϋ παραγομένου στερεού 
ίσοΰται πρδς τήν περίμετρον του όρθογωνίου έπί τδ μήκος τοΰ κύκλου, τδν όποιον διαγράφει 
τδ κέντρον τοΰ όρθογωνίου. β) Ό δγκος τοΰ παραγομένου στερεού ίσοΰται πρδς τδ έμβαδδν 
τοΰ όρθογωνίου έπί τδ μήκος του κύκλου, τδν όποιον διαγράφει τδ κέντρον τοΰ όρθογωνίου. 

970. Δίδονται τρία έπίπεδα (Π), (Ρ), (Σ), τεμνόμενα άνά δύο καί παράλληλα πρδς 
τήν αύτήν ευθείαν (δ). Δείξατε ^τι υπάρχουν τέσσαρες όρθαί κυλινδρικά! έπιφάνειαι, έκά- 
στη τών δποίων έφάπτεται καί είς τά τρία έπίπεδα. 

971. Νά εύρεθή ό γ. τόπος τών σημείων τών δποίων ή άπδστασις άπδ δοθείσαν 
ευθείαν (ε) είναι α. 

972. Νά εύρεθή ό γ. τόπος τών εύθειών σταθεράς διευθύνσεως καί έφαπτομένων, 
δοθείσης δρθής κυλινδρικής έπιφανείας. 

973. Δίδονται δύο παράλληλοι εύθεΐαι (ε Χ ) καί (ε^). Νά εύρεθή δ γ. τόπος τών ση- 
μείων Μ, τών δποίων δ λόγος τών άποστάσεων άπδ τάς δύο ευθείας είναι κ/λ. 

974. Δίδονται δύο παράλληλοι εύθεΐαι (ε Χ ) καί (ε 8 ). Νά εύρεθή δ γ. τόπος τών ση- 
μείων Μ, τών δποίων τδ άθροισμα. τών τετραγώνων τών άποστάσεων άπδ τάς παραλλήλους 
είναι σταθερόν. 


ΚΩΝΟΣ 

544. Γενική έννοια κμονικής έπιφανείας . Κωνική επιφάνεια έν γένει 
καλείται κάθε εύθειογενής επιφάνεια, 6π ου ή ευθεία (ε), πού τήν διαγράφει, 
διέρχεται πάντοτε διά σταθερού σημείου Κ καί τέμνει σταθεράν γραμμήν (Γ) 
(σχ. 538). Τό σημεΐον Κ καλείται κορυφή της κωνικής έπιφανείας καί ή 
γραμμή (Γ) όδηγός της κινήσεως της ευθείας (ε). 'Η κωνική επιφάνεια, έν 
γένει, δεν είναι έκ περιστροφής έπιφάνεια. 

545. Όρθή κωνική έπιφάνεια καλείται ή έκ περιστροφής έπιφάνεια 
ή διαγραφομένη άπό εύθεϊαν (ε), τέμνουσαν τόν άξονα περιστροφής χχ' είς 
σημεΐον Κ (σχ. 539). 
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Τό σημεΐον Κ καλείται κορυφή της κωνικήν επιφάνειας καί αί διαδοχι- 
καί θέσεις της εύθείας (ε) εις τήν περιστροφήν τηξ καλούνται γενέτειραι άκμαι 
της κωνικής έπιφανείας. Εις τά έπόμενα θά άσχοληθώμεν μόνον μέ τάς 
δρθάς κωνικάς έπιφανείας (έκ περιστροφής). 




Σχ. 538 


Σχ. 539 


546. Έ<ραπτόμενον έπίπεδον κωνικής έπιφανείας καλείται κάθε επί- 
πεδον ( Π ), τό όποιον έχει μετά τής κωνικής έπιφανείας κοινήν μίαν μόνον 
γενέτειραν άκμήν (σχ. 540). Κάθε εύθεΐα (ε) του έφαπτομένου έπιπέδου 
(έξαιρέσει τής γενετείρας ακμής) έχει έν μόνον κοινόν σημεϊον μετά τής 
κωνικής έπιφανείας καί καλείται έφαπτομένη εύθεΐα τής έπιφανείας. 





Σχ. 540 


Σχ. 541 


547. Θεώρημα. Αί τομαί κωνικής έπιφανέίας ύπό έπιπέδων καθέτων 
πρός τόν δξονά της είναι κύκλοι καί ό λόγος τών άκτίνων των είναι ίσος προς 
τόν λόγον τών άποστάσεών των άπό τήν κορυφήν. 

Άπόδειξις. Θεωρουμεν δύο τομάς μιας κωνικής έπιφανείας υπό επι- 
πέδων (Π) καί (Ρ) καθέτων πρός τόν άξονα χχ' τής έπιφανείας (σχ. 541). 
Αί τομαί είναι οπωσδήποτε κύκλοι, έφ’ όσον ή έπιφάνεια είναι έκ περιστρο- 
φής (§ 535) καί έστωσαν Λ καί Μ τά κέντρα των έπί του άξονος χχ'. Μία 
γενέτειρα ακμή τής κωνικής έπιφανείας τέμνει τά έπίπεδα τομής εις τά Α καί 
Β. Τά όρθογώνια τρίγωνα ΚΛΑ καί ΚΜΒ είναι βμοια, διότι έχουν κοινήν 

τήν γωνίαν των είς τό Κ. Έξ αύτών λαμβάνομεν : - · 
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Όρθό$ κυκλικός κώνος 

548. 1 Ορθός κυκλικός κώνος. Έάν κωνική έπιφάνεια τμηθή ύπό έκι- 
πέδου (Π) καθέτου πρός τόν άξονα αότής χχ' (αχ. 542), τό στερεόν τό περιεχό- 
μενον μεταξύ τής κορυφής Κ τής κωνικής έπιφανέίας καί τής έπιπέδου τομής 
καλείται κώνος. 



Σχ. 542 Σχ. 543 


Ό κύκλος, κατά τόν οποίον τέμνεται ή κωνική επιφάνεια καλείται βάσις 
τού κώνου καί ή άπόστασις ΚΟ τής κορυφής Κ άπό τήν βάσιν καλείται ύψος 
του στερεού. Γενέτειρα άκμή του κώνου καλείται τό τμήμα ΚΑ από τήν κορυ- 
φήν του κώνου Ιωςτόν κύκλον τής βάσεως. *Η Γενέτειρα άκμή ΚΑ του κώνου, 
εις τήν περιστροφήν της περί τόν άξονα χχ', διαγράφει τήν παράπλευρον έπι- 
φάνειαν του κώνου, ή οποία καλείται καί κυρτή έπιφάνεια του στερεού. Είς 
τα έπόμενα θά άσχοληθώμεν μόνον μέ όρθούς κυκλικούς κώνους καί θά τούς 
άναφέρωμεν απλώς ώς κώνους. 

Παρατήρησις. 'Ως ορισμόν του όρθοΰ κυκλικού κώνου δυνάμεθα να 
χρησιμοποιήσωμεν καί τήν άκόλουθον ισοδύναμον πρότασιν : Κώνος Καλείται 
τό στερεόν τό παραγόμενον άπό τήν περιστροφήν όρθογωνίου τριγώνου ΟΚΑ 
περί μίαν τών καθέτων πλευρών του (σχ. 543). 

549. Εγγεγραμμένη καί περ ιγεγραμμένη πυραμίς είς κώνον. 

ί) Μία πυραμίς καλείται έγγεγραμμένη είς κώνον (σχ. 544), όταν τά 
δύο στερεά έχουν κοινήν κορυφήν καί ή βάσις τής πυραμίδος είναι πολύγωνον 
έγγεγραμμένον είς τόν κύκλον - βάσιν τού κώνου. Αί παράπλευροι άκμαί 
τής πυραμίδος είναι γενέτειραι άκμαί διά τόν κώνον. 

ίί) Μία πυραμίς καλείται περιγεγραμμένη περί κώνον (σχ. 545), όταν 



Σχ. 544 Σχ. 545 
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τά δύο στερεά έχουν κοινήν κορυφήν καί ή βάσις της πυραμίδος εΤναι πολύ- 
γωνον περίγεγραμμένον περί τδν κύκλον - βάσιν του κώνοι>. Αί παράπλευροι 
έδραι τής πυραμίδος είναι έφαπτόμεναι τής κωνικής επιφάνειας. . :χ- · 


550. Μέτρησις του κώνου . *Ας θεωρήσωμεν κώνον έκ περιστροφής 
μέ βάσιν κύκλον (Ο, Η), ύψος Η, γενέτειραν ακμήν λ καί έγγεγραμμένην είς 
αύτδν κανονικήν πυραμίδα (σχ. 546). Φανταζόμεθα τήν πυραμίδα μεταβλητήν 
είς τρόπον, ώστε τδ πλήθος των πλευρών τής βάσεώς της νά τείνη πρδς τδ 
άπειρον. Τότε ή μεταβλητή Λυραμίς τείνει νά ταυτισθή μετά του κώνου καί οί 
τύποι, πού αφορούν είς τάς πυραμίδας, ισχύουν ούσιαστικώς καί διά τούς 
κώνους, μετασχηματιζόμενοι καταλλήλως. 

Οΰτω : 

ί) Παράπλευρος έπιφάνεια ή κυρτή έπιφάνεια κώνου έκ περιστροφής 
καλείται τ6 δριον, πρός τό όποιον τείνει ή παράπλευρος έπιφάνεια μεταβλη- 
τής κανονικής πυραμίδος μέ άκτΐνα βάσεως Κ καί παράπλευρον όκμήν λ, 
δταν τό πλήθος τών πλευρών τής βάσεώς της τείνη είς τό άπειρον. 


Διά τήν παράπλευρον έπιφάνειαν κανονικής πυραμίδος, γνωρίζομεν τδν 

Ρ ν υ 

τύπον Ε π = · — — (§ 515), δπου Ρ ν ή περίμετρος του πολυγώνου τής βάσεως 

2 

καί υ τδ παράπλευρον ύψος. Τότε ή κυρτή (παράπλευρος) επιφάνεια του κώνου 
ίσοΰται πρός : Ε Χ = Ιϊπι - ? - υ — — π · — ■ — πΚλ, ήτοι είναι : 

ν — >· οο 2 2 


Ε κ = πΚλ 

'Η όλική έπιφάνεια εύρίσκεται, έάν είς τήν κυρτήν έπιφάνειαν προσθέ- 
σω μεν τήν βάσιν του κώνου, ήτοι είναι : 

Ε ολ =πΚλ + πΕ 2 =πΚ(λ +Η) 

ϋ) "Ογκος κώνου καλείται τό δριον, πρός τό όποιον τείνει ό όγκος 
μεταβλητής κανονικής πυράμίδος μέ άκτΐνα βάσεως Μ καί ϋψος Η, δταν 
τό πλήθος τών πλευρών τής βάσεώς της τείνη είς τό άπειρον. 



Σχ. 546 Σχ. 547 
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'Ο τύπος, ό ύποΐος δίδει τον όγκον V του κώνου, προέρχεται άπο τύν 

1 ■ - „ , . 1 
τύπον V — — Βΐι τοΰ όγκου της πυραμίδος καί είναι : V — Ιί γπ - Ε ν Η - 
3 ν -ν οο 3 

1 

— — πΗ 2 1ι, βπου Ε ν τύ εμβαδόν τής κανονικής βάσεους τής έγγεγραμμέ- 

3 

νης πυραμίδος. "Αρα είναι : 

V ^ 1 πΚ 2 Η 

3 

Παρατήρησις. 'Ο προηγούμενος τύπος όγκου ισχύει καί διά τούς πλα- 

1 

γιους κώνους (σχ. 547 ) καί γενικώς ισχύει ο τύπος «’Όγκος = [Βάσις >; 

"Υψος]» διά τούς τυχαίους κώνους, δηλαδή κοινούς, των οποίων ή βάσις δεν 
είναι κατ’ άνάγκην κύκλος. Ή άπόδειξις γίνεται μέ την ιδίαν διαδικασίαν 
τής έγγεγραμμένης πυραμίδος. 


ΑΣΚΗΣΕΙΣ 


( ^975 ^ Ισόπλευρος κώνος καλείται ό κώνος, πού παράγεται άπό τήν περιστροφήν 
ισοπλεύρου τριγώνου περί έν δψος του. Νά ύπολογισθή ή έπιφάνεια καί 6 όγκος Ισο- 
πλεύρου κώνου, έκ της πλευράς α τοΰ ισοπλεύρου τριγώνου, έκ τού όποιου παρήχΟη. 

976. Ισοπλεύρου κώνου μέ έπιφάνειαν Ε — 3πα 2 ύπολογισθή ή μεσαία τομή. 
)ζΚ ^7ΛΝα ύπολογισθή ό όγκος κώνου, τοΰ όποιου ή κυρτή επιφάνεια εΐναι 2<·π γπι* 
καί ή ΟΪΣτΐς της βάσεως αύτοϋ είναι 4 οττι. 

978. Νά ύπολογισθή ή έπιφάνεια κώνου, τού όποιου ό όγκος εΐναι 7 2 π γτπ 3 καί τό 
ύψος του 8 ΟΠΊ. 

(979Μίδεται κανονική έξαγωνική πυραμίς μέ πλευράν βάσεως 5α καί ύψος 12α. 
Νά ύπδλογισθή ά όγκος καί ή όλική έπιφάνεια τοΰ περιγεγραμμένου κώνου. 

980. "Ομοιοι κώνοι καλούνται δύο κώνοι παραγόμενοι άπό τήν περιστροφήν δύο 
όμοιων όρθογωνίων τριγώνων περί μίαν των ομολόγων καθέτων πλευρών των άντιστοίχως. 
Λόγος όμοιότητος καλείται ό λόγος δύο άντιστοίχων γραμμικών στοιχείων των. Δείξατε 
ότι ό λόγος των έπιφανειών δύο όμοιων κώνων ίσοϋται πρός τό τετράγωνον τού λόγου 
όμοιότητος αυτών. 

(98ΐ) Δείξατε ότι 6 λόγος τών όγκων δύο όμοιων κώνων ίσούται πρός τόν κύβον τού 
λόγου όμοιότητος αυτών. 

^(982) Δίδεται κανονική τετραγωνική πυραμίς μέ όγκον 6 οιη*. Νά ύπολογισθή ϊ) ό 
όγκος τοΰ περιγεγραμμένου περί αυτήν κώνου ϋ) ό όγκος τού έγγεγραμμένου είς αυτήν 
κώνου. 

983. Ή κυρτή έπιφάνεια κώνου είναι 24π οιη 2 καί τό ύψος του Ιι — - 4 ίΊΐι. Νά ευρε- 
θή ό όγκος του. 

984. Δίδεται κώνος καί ζητείται νά χωρισθή ή κυρτή έπιφάνειά του είς δύο ισοδύ- 
ναμα μέρη δι’ έπιπέδου παραλλήλου πρός τήν βάσιν του. 
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985. Ισοσκελές τρίγωνον ΑΒΓ μέ ΑΒ = ΑΓ — α καί Α = 120° στρέφεται περί 

τήν ΑΒ. Νά ύπολογισθή ή έπιφάνεια καί ό δγκος του παραγομένου στερεού. . .ο 

986. Δείξατε δτι ό όγκος κώνου Ισοΰται πρδς τδ 1/3 της κυρτής έπιφανείας του έπί 
τήν άπόστασιν τοϋ κέντρου τής βάσεώς του άπδ μίαν γενέτειραν άκμήν. 


Β\ 

987. Ή κυρτή έπιφάνεια κώνου είναι Ε — π (33 + 7Ϋ33)οιη 2 καί ό ογκος του 
V = 44π οιη 8 . Νά εύρεθή ή γενέτειρα άκμή καί τδ ύψος τοϋ κώνου, γνωστού όντος δτι 
έκφράζονται ύπδ άκεραίων άριθμών. 

988. Όρθογώνιον τρίγωνον στρέφεται διαδοχικώς περί τάς τρεις πλευράς του. 
Έάν Υ 1 , Υ 2 είναι οί δγκοι οί παραγόμενοι διά της περιστροφής του περί τάς καθέτους πλευ- 
ράς του καί V είναι δ δγκος δ παραγόμενος διά τής περιστροφής του περί τήν υποτείνουσαν, 

δείξατε δτι : — ι — = — - — . 

V . 2 ν,· γ2 

989. Περί δοθεισαν τρίεδρον στερεάν γωνίαν νά περιγραφή κωνική έπιφάνεια (έκ 
περιστροφής). 

990. Εις δοθεισαν τρίεδρον στερεάν γωνίαν νά έγγραφή κωνική έπιφάνεια (έκ περι- 
στροφής). 

991. Δείξατε δτι δ δγκος κώνου Ισοΰται πρδς τδ έμβαδδν τοϋ όρθογωνίου τριγώνου, 

έκ τοϋ δποίου παράγεται, έπί τδ μήκος τοϋ κύκλου, τδν όποιον διαγράφει τδ κ. βάρος αύτοϋ. 
■?: 992. Δίδεται κώνος μέ άκτϊνα βάσεως Κ καί ύψος 1ι. Νά ύπολογισθή ή άπόστασις 

δύο παραλλήλων πρδς τήν βάσιν έπιπέδων, έκ των όποιων τδ &ν διαιρεί τήν κυρτήν έπιφά- 
νειαν τοϋ κώνου εις δύο Ισοδύναμα μέρη, καί τδ όίλλο διαιρεί τδν όγκον τοϋ κώνου εις δύο 
ίσους όγκους. . ■ : -■ 

993. Ή κυρτή έπιφάνεια δοθέντος κώνου νά διαιρεθή δι’ έπιπέδου παραλλήλου πρδς 
τήν βάσιν του είς δύο τμήματα μέ λόγον μ/ν. 

994. Δοθείς κώνος νά διαιρεθή δι’ έπιπέδου παραλλήλου πρδς τήν βάσιν του, , είς 
δύο τμήματα, τών όποιων δ λόγος τών όγκων νά είναι μ/ν. 

995. Δίδεται κώνος μέ κορυφήν Κ καί είς τήν βάσιν του φέρομεν χορδήν ΑΒ ίσην 
πρδς τήν πλευράν τοϋ έγγεγραμμένου είς αύτήν κανονικού τριγώνου. Νά ύπολογισθή δ λόγος 
τών όγκων τών στερεών, είς τά όποια διαιρείται δ κώνος ύπδ τοϋ έπιπέδου ΚΑΒ. 


ΚΟΛΟΥΡΟΣ ΚΩΝΟΣ 

551. Ορισμός. Κόλουρος κώνος καλείται τό τμήμα ένός κώνου, τό 
όποιον περιέχεται μεταξύ τής βάσεως καί μιδς παραλλήλου πρός τήν βάσιν 
τομής τού κώνου. 

Οί δύο παράλληλοι κύκλοι του κολούρου κώνου καλούνται βάσεις αυτού 
καί ή άπόστασις των καλείται ύψος τοϋ στερεού (σχ. 548). 

Γ ενέτειρα άκμή καλείται τό εύθύγραμμον τμήμα ΑΒ τής κυρτής επιφά- 
νειας του, τό όποιον προεκτεινόμενον, διέρχεται άπό τήν κορυφήν ; Κ τοϋ 
κώνου, άπό τόν όποιον προήλθεν, ό κόλουρος κώνος. 

Μεσαία τομή κολούρου κοόνου καλείται ή τομή τοϋ στερεού δι’ έπιπέδου 
24 
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παραλλήλου προς τάς βάσεις, τό όποιον διχοτομεί τό ύψος του (σχ. 549). 'Η 
μεσαία τομή είναι κύκλος, τού οποίου ή άκτίς ΟΜ ίσοΰται προς τό ήμιάθροι- 
σμα των άκτίνων ΚΑ καί ΛΒ των βάσεων του κολούρου κώνου, ώς προκύπτει 
άπό τό τραπέζιον ΑΒΛΚ μέ διάμεσον την ΟΜ. 



Σχ. 548 Σχ. 549 


Παρατήρησις. 'Ως ορισμόν τού ορθού κυκλικού κολούρου κώνου δυνά- 
μεθα νά χρησιμοποιήσω μεν καί την εξής Ισοδύναμον πρότασιν. 

Κόλουρος κώνος καλείται τό στερεόν τό παραγόμενον άπό την περιστρο- 
φήν όρθογωνίου τραπεζίου ΑΒΑΚ, στρεφομένου περί τήν πλευράν ΚΑ, ή 
όποια είναι κάθετος έπί τάς βάσεις (σχ. 549). 

• . . -Γ7 [■'·']. 

552. Μέτρησις κολοόρου κώνου. "Ας θεωρήσωμεν κΐ3λουρον κώνον 
έκ περιστροφής μέ βάσεις κύκλους (Κ, Β), (Λ,ρ)ΰψοςΙι καί γενέτειραν ακμήν 
λ (σχ. 550). Έγγράφομεν εις αυτόν κα- 
νονικήν κόλουρον πυραμίδα, τήν όποιαν 
όμως θεωρουμεν μεταβλητήν ούτως, ώστε 
τό πλήθος των πλευρών των βάσεών της 
νά τείνη πρός τό άπειρον. Τότε ή κόλου- 
ρος πυραμίς τείνει νά ταυτισθή μετά τού 
κολούρου κώνου καί επομένως οί τύποι, 
πού άφοροΰν είς τάς κολούρους πυραμί- 
δας, ισχύουν καί διά τούς κολούρους κώ- Σχ. 550 

νους, μετασχηματιζόμενοι καταλλήλως. 

I) Παράπλευρος έπιφάνεια ή κυρτή έπιφάνεια κολούρου κώνου έκ περι- 
στροφής καλείται τό ΰριον, πρός τό όποιον τείνει ή παράπλευρος έπιφάνεια 
μεταβλητής κανονικής κολούρου πυραμίδος μέ άκτϊνας βάσεων Κ, ρ καί 
παράπλευρον άκμήν λ, δταν τό πλήθος τών πλευρών τών βάσεών της τείνη 
είς τό άπειρον. 

Διά τήν παράπλευρον έπιφάνειαν τής κανονικής κολούρου πυραμίδος, 

γνωρίζο μέν τόν τύπον Ε π — — - — — ί— υ (§ 516), όπου Ρ ν , ρ ν αί περίμετροι 

2 

των βάσεων αυτής καί υ τό παράπλευρον ύψος. Τότε ή κυρτή (παράπλευρος) 
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επιφάνεια του κολούρου κώνου ίσοΰται πρός : 

2π Κ + 2π ρ ^ _ π ( β — (- ρ )χ ? ήτοι είναι: 

2 

Εκ = ^(Κ + ρ)λ. 


Ε κ = Ιΐιη Α± Ρν υ = 

V > ΟΟ 2 


*Η ολική επιφάνεια εύρίσκεται, έάν εις τήν κυρτήν έπιφάνειαν προσθέ- 
σωμεν τάς δύο βάσεις του κολούρου κώνου, ήτοι είναι : 

Ε ολ = π(Κ + ρ)λ + πΚ 2 + πρ 2 . 

ίί) Όγκος κολούρου κώνου έκ περιστροφής καλείται τό δριον, πρός -^ό 
όποιον τείνει ό δγκος μεταβλητής κανονικής κολούρου πυραμίδος μέ Ακτίνας 
βάσεων Κ, ρ καί ύψος Η, δταν τό πλήθος τών πλευρών τών βάσεών της τείνη 
είς τό άπειρον. 

Ό τύπος του όγκου τοϋ κολούρου κώνου προέρχεται άπύ τύν τύπον 

\ 

ν=— (Β + νΒβ +β)1ι τού όγκου κολούρου πυραμίδος, ώς έξης: 



(Ε ν + νΕ ν ε ν + ε ν ) I 1 


— (πΚ 2 + νπΚ 2 πρ 2 + πρ 2 )Η — 
3 


— (Κ 2 + Κρ + ρ 2 )Ε, δπου Ε ν καί ε ν τά έμβαδά τών κανονικών βάσεων τής 

3 

εγγεγραμμένης κολούρου πυραμίδος. "Αρα είναι : 

V = - (Κ 2 + Κρ + ρ 2 )1ϊ· 

Παρατήρησις. Ό προηγούμενος τύπος του όγκου ισχύει καί διά τοής 
πλαγίους κυκλικούς κολούρους κώνους (σχ. 551 ). Γενικώς δι’ δλους τούς 

1 — 

κολούρους κώνους ισχύει ό τύπος V — — (Β + V Ββ -Η β )Εΐ· 'Η άπόδειξις 

3 

γίνεται μέ τήν αυτήν διαδικασίαν τής έγγεγραμμένης κολούρου πυραμίδος. 

Πόρισμα I. *Η κυρτή έπιφάνεια Ε κ = π(Κ. + ρ)λ κολούρου κώνηυ 
μετασχηματίζεται ώς έξής : 

Ε Χ = 2πτλ 


δπου γ ή άκτις τής μεσαίας τομής. 

Τούτο είναι προφανές, διότι Κ + ρ = 2γ, ώς προκύπτει άπύ το τραπέ- 
ζιον ΑΒΛΚ (σχ. 552). 
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Πόρισμα II. Ή κυρτή έπιφάνεια Ε χ = 2πτλ κολούρου κώνου μετασχη- 
ματίζεται ώς έξής : 

Ε κ = 2πΜΙ·Η 

δπου ΜΙ τό μεσοκάθετον τμήμα τής γενετείρας ΑΒ μέχρι τοΟ αξονος. 

Τούτο επεται έκ των όμοιων ορθογωνίων τριγώνων ΜΟΙ καί ΒΔΑ 

/«Λ . ΪΓΛ \ » - « / . ΜΟ ΒΔ Γ Ε 

(ΒΔ _[_ ΚΑ ), εκ των οποίων λαμρανομεν : = => = — => 

ΜΙ ΒΑ ΜΙ λ 

Γλ=ΜΙ·Ιι. Τότε ό προηγούμενος τύπος Ε κ == 2πι*λ μετασχηματίζεται είς 
τόν Ε κ = 2π·ΜΙ·Ε. · 


ΑΣΚΗΣΕΙΣ 


996. Κολούρου κώνου αί βάσεις είναι περιγεγραμμέναι περ'ι κανονικά έξάγωνα με 
πλευράς 2 οιη, 10 ογπ άντιστοίχως καί το ύψος του είναι 15 οπι. Νά ύπολογισθή ή κυρτή 
έπιφάνεια καί ό δγκος τοϋ κολούρου κώνου. 

997. Κόλουρος κώνος έχει δγκον Υ — 700πα 3 , ύψος 1ι = 12α καί ή μία άκτίς του 
είναι διπλασία της άλλης. Νά ύπολογισθή ή κυρτή έπιφάνειά του. 

998. Δοχεϊον σχήματος κολούρου κώνου, μέ κάτω βάσιν έσωτερικής διαμέτρου 
20 ΟΠΙ, άνω βάσιν έσωτερικής διαμέτρου 40 ΟΠΙ καί γενέτειραν άκμήν 26 ΟΓΠ,πληροΰται διά 
πετρελαίου μέχρις ύψους 5 Οίη άπά της άνω βάσεως. Νά ύπολογισθή ό δγκος τοϋ περιεχο- 
μένου πετρελαίου εις λίτρα καί τό βάρος του (είδ. βάρος πετρελαίου 0,8). 

999. Δίδεται κύκλος (Ο,Κ) καί εύθεΐα (ε) έφαπτομένη αύτοϋ. θεωροϋμεν τυχοϋσαν 
διάμετρον ΚΛ καί περιστρέφομεν τό σχήμα περί τήν ευθείαν (ε). Δείξατε δτί ή έπιφάνεια, 
τήν όποίαν διαγράφει ή διάμετρος ΚΛ είναι σταθερά. 

1000 . Κόλουρος κώνος έχει βάσεις μέ άκτϊνας ρ καί 3ρ. Νά ύπολογισθή ό λόγος τών 
κυρτών έπιφανειών καί ό λόγος τών δγκων τών δύο κολούρων κώνων, είς τούς οποίους διαι- 
ρείται ό δοθείς κόλουρος κώνος ύπό τής μεσαίας τομής του. 

1001 . Κανονικόν έξάγωνον στρέφεται περί ένα άξονα συμμετρίας του. Νά ύπολο- 
γισθή ή έπιφάνεια καί ό δγκος τοϋ παραγομένου στερεού (δύο περιπτώσεις). 

V 3 

1002. Ισοσκελές τραπέζιον μέ βάσεις α, 2α καί ύψος α __ στρέφεται διαδοχικώς 

περί τάς βάσεις του. ΐ) Νά ύπολογισθοΰν αί έπιφάνειαι τών δύο παραγομένων στερεών καί 
νά γίνη σύγκρισις αυτών ϊί) Όμοίως διά τούς δγκους. 

1003. Τό αύτό Ισοσκελές τραπέζιον τής προηγουμένης άσκήσεως στρέφεται περί 
μίαν τών μή παραλλήλων πλευρών του. Νά ύπολογισθή ή έπιφάνεια καί δ δγκος τοϋ παρα- 
γομένου στερεού. 

1004 . Δίδεται όρθογώνιον ΑΒΓΔ καί έστω Κ τό μέσον τής πλευράς ΓΔ. Φέρομεν 
τάς ΚΑ, ΚΒ καί ΚΟ | ΑΒ. Τό σχήμα στρέφεται περί τόν άξονα συμμετρίας του ΚΟ καί τό 
μέν όρθογώνιον διαγράφει κύλινδρον, τό δέ ισοσκελές τρίγωνον ΚΑΒ διαγράφει κώνον, ό 
όποιος καλείται έγγεγραμμένος εις τόν κύλινδρον. Νά ύπολογισθή ό λόγος τών κυρτών έπιφα- 

ΑΒ 3 

νειών τών δύο στερεών ί) έάν τό ορθογώνιον είναι τετράγωνον, ίϊ) έάν είναι ^ ·— — — - 

1005 . Δίδεται ισοσκελές τρίγωνον ΚΑΒ (ΚΑ — ΚΒ). Έγγράφομεν είς αύτό όρθο- 
γώνιον ΓΔΒΖ μέ τήν ΕΖ έπί τής ΑΒ καί φέρομεν ΚΟ _|_ ΑΒ. Τό σχήμα στρέφεται περί τόν 
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άξονα συμμετρίας του ΚΟ καί τδ μέν τρίγωνον διαγράφει κώνον, τό δέ ορθογώνιον διαγράφει 
κύλινδρον, ό όποιος καλείται έγγεγραμμένος εις τδν κώνον. Νά ύπολογισθη ό λόγος τών 
κυρτών έπιφανειών τών δύο στερεών, έάν τό τρίγωνον είναι Ισόπλευρον καί τδ ορθογώνιον 
είναι τετράγωνον. 


1006. Κόλουρος κώνος έχει όγκον V = 124πα 3 , ύψος 1ι = 4α καί κυρτήν επιφά- 
νειαν Ε = 55πα 2 . Νά εύρεθοϋν αΐ άκτίνες του. 

1007. Δίδεται κόλουρος κώνος μέ στοιχεία Κ, ρ, Η. Εις ποιαν άπόστασιν έκ της 
μεγαλυτέρας βάσεως πρέπει νά άχθη έπίπεδος τομή παράλληλος προς τάς βάσεις ούτως, 
ώστε ή κυρτή έπιφάνεια τοΰ κολούρου κώνου νά διαιρεθή εις δύο ισοδυνάμους κυρτάς έπιφα- 
νείας ; 


ΠΕΡΙΣΤΡΟΦΗ ΤΡΙΓΩΝΟΥ ΠΕΡΙ ΑΞΟΝΑ 

553. Θεώρημα. Τρίγωνον ΑΒΓ, στρεφόμενον περί τήν πλευράν του α, 

παράγει Ογκον ίσον πρός — παυ 2 α . 

3 

ί) Έάν τό τρίγωνον είναι οξυγώνιον εις τάς γωνίας του Β καί Γ, ό 
παραγόμενος όγκος αναλύεται εις άθροισμα δύο κώνων (σχ. 553) μέ κοινήν 
βάσιν κύκλον άκτΐνος υ α . Τότε έχομεν : 

V = -ί πυ 2 α - ΑΒ + -ί πυ 2 α · ΑΓ = -— π(ΑΒ + ΑΓ)υ 2 α = * παυ 2 α . 





Σχ. 553 


Σχ, 554 


Σχ. 555 


η) Έάν τό τρίγωνον είναι ορθογώνιον εις μίαν τών γωνιών του Β ή Γ, 

έστω είς τήν Β (σχ. 554), ό παραγόμενος ογκος ίσοΰται πρός τον όγκον 
κώνου μέ βάσιν κύκλον άκτΐνος ΑΒ = υ α καί ύψος ΒΓ = α, ήτοι είναι : 

V = — πυ 2 · ΒΓ = — παυ 2 


ΐϋ) 5 Εάν τό τρίγωνον είναι άμβλυγώνιον εις μίαν έκ τών γωνιών του Β 
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ή Γ, έστω είς τήν Β (σχ. 555), ό παραγόμενος όγκος άναλύεται είς διαφοράν 
δύο κώνων μέ κοινήν βάσιν κύκλον άκτίνος υ β . Τότε έχομεν : 

V = ηυ\ ■ ΔΓ πυ* α ■ ΔΒ = -ί- π(ΔΓ — ΔΒ)υ 2 ϊ — παυ 2 *. 

’Άρα καί είς τάς τρεις περιπτώσεις ό παραγόμενος όγκος ίσουται πρός : 

V = — παυ 2 α . 

3 

554. Θεώρημα. Ό όγκος, ό παραγόμενος ύπό τριγώνου στρεφόμενου 
περί άξονα τοδ έπιπέδου του, διερχόμενον διά μιδς κορυφής του καί μή τέμνον- 
τα τό τρίγωνον Ισοϋται πρός τό τρίτον τής έπιφανείας, τήν όποιαν διαγράφει 
ή άπέναντι πλευρά έπί τό έπ’ αότήν δψος. 

Άπόδειξις. "Εστω τρίγωνον ΑΒΓ καί χχ' ό άξων περιστροφής, διερ- 
χόμενος διά της κορυφής Γ. 

ί) "Ας θεωρήσωμεν δτι ό άξων χχ' περιέχει τήν πλευράν ΒΓ (σχ. 556). 

1 

Τότε ό παραγόμενος όγκος ίσουται πρός ν^υΓ) = - — -παυ 2 α (§ 553) καί 

3 

μετασχηματίζεται, ώς έξης : ν (ΑΒ π = ~ π(αυ α )υ α = -ί- π (γυ γ )υ α = 

3 3 

1 1 

— (πυ α γ)υ γ = — Ε Α Βυ γ , όπου Ε α β = πυ α γ είναι ή επιφάνεια, ή δια- 

3 3 

γραφομένη άπό τήν πλευράν ΑΒ, 

Η) Έστω ότι ή πλευρά ΑΒ προεκτεινόμενη τέμνει τόν άξονα περιστρο- 
φής είς σημεΐον Δ (σχ. 557). Τότε ό παραγόμενος όγκος ν(ΛΒη ίσουται 

Α 


4 



&ΞΞΞ 



Β 

Σχ. 556 



Σχ. 557 


πρός τήν διαφοράν \ή ΑΓΑ ) — Υ(Βγδ) *αί κατά τήν προηγουμένην περίπτωσιν 
εΐναι : 

1 11 1 

Υ(αβγ)=— Ε ΑΑ υ γ — - Εβλ υ γ — ” (Ε αδ — Ε ΒΑ ) υ γ = -—Ε Α Βυ γ . 

ο ο ο ο 

ΐίί) "Εστω ότι ή πλευρά ΑΒ είναι παράλληλος πρός τόν άξονα περί- 



1 


I 

\ 

\ 

I 




Σχ. 558 Σχ. 559 

^(αβγ)^ ν (Α ΒΖΕ) — ν (Α ΓΕ) — Υ(ΒΓΖ) = πυ 2 γ ΑΒ — πυ 2 γ ΕΓ— — - πυ 2 γΖΓ 

ο ο 

— [3πυ γ ΑΒ — πυ γ ΕΓ — πυ γ ΖΓ]υ γ [πυ γ (3ΑΒ — ΕΓ — ΖΓ)]υ γ = 

3 3 

-ί [πυ γ (3ΑΒ— ΑΒ)]υ γ = [πυ γ (2ΑΒ ) ]υ γ = -ί- (2πυ γ ΑΒ> γ = ~ Ε Α Βυ γ . 

ό ό ό ό 

Έάν ή προβολή Δ του Γ επί τής ΑΒ είναι εκτός του τμήματος ΑΒ (σχ. 
559), ό παραγόμενος 6γκος ν (ΑΒΓ) άναλύεται ώς έξης: V (Α βγ) — Υ(αβζε) *Ί~ 
ν^ΑΐΈ) — V (βζγ) καί διά τοΰ αύτοϋ ώς άνω τρόπου καταλήγομεν είς τό αυτό 
άποτέλεσμα. 

"Αρα καί είς τάς τρεις περιπτώσεις ό παραγόμενος όγκος ίσρΰται πρός 

ν(ΑΒΓ) = — Εαβ*^ 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

1008. "Ορθογώνιον τρίγωνον, τό όποιον έχει καθέτους πλευράς 6 οπί καί 8 ΟΙΠ στρέ- 
φεται διαδαχικώς περί τάς δύο καθέτους πλευράς καί περί την υποτείνουσαν αύτοϋ. Νά ύπο- 
λογισθή τό έμβαδόν της ολικής έπιφανείας καί ό όγκος τοϋ παραγομένου στερεού έκάστην 
φοράν. 

1009. "Ορθογώνιον τρίγωνον στρέφεται διαδοχικώς περί τάς δύο καθέτους πλευράς 
του. Νά άποδειχθή δτι οί παραγόμενοι όγκοι είναι άντιστρόφως ανάλογοι πρός τάς πλευράς, 
περί τάς όποίας περιστρέφεται. 

1010. Ισόπλευρον τρίγωνον πλευράς α στρέφεται περί άξονα, μή τέμνρντα τό τρί- 
γωνον καί σχηματίζοντα γωνίαν 30° μέ τήν προσκειμένην πλευράν του. Νά ύπολογισθή 
ό όγκος καί τό έμβαδόν τής όλικής έπιφανείας τοΰ παραγομένου στερεού. 

1011. Ισοσκελές τρίγωνον ΑΒΓ μέ ϊσας πλευράς ΑΒ = ΑΓ = α καί μέ γωνίαν 

κορυφής Α = 120° στρέφεται περί τήν πλευράν ΑΒ αύτοϋ. Νά ύπολογισθή ό όγκος καί τό 
έμβαδόν τής όλικής έπιφανείας τοΰ παραγομένου στερεού. 

1012. "Ορθογώνιον τρίγωνον ΑΒΓ (Α = 11-) στρέφεται περί άξονα τρϋ έπιπέδου 
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στροφής. Φέρομεν ΑΕ _|_ χχ', ΒΖ _|_ χχ' καί είναι προφανώς ΑΕ — ΒΖ = 
υ γ . Έάν τό Γ προβάλλεται επί τής ΑΒ είς σημεΐον Δ ένδιάμεσον τών \ καί ^ 
(σχ. 558), ό παραγόμενος όγκος Υ(αβγ) αναλύεται ώς έξής : 



Β 
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του δΐ-ερχόμενον διά της κορυφής Α και έφαπτδμενον τοϋ περιγεγραμμένου περί αύτδ κύκλου. 
Νά ύπολογισθή δ παραγδμενος ογκος έκ των πλευρών τοϋ τριγώνου. 

1013. Τρίγωνον ΑΒΓ μέα>β>γ στρέφεται διαδοχικώς περί τάς τρεις πλευράς του. 
Νά εύρεθή δ μέγιστος έκ των τριών παραγομένων δγκων. 

1014. Όρθογώνιον τρίγωνον στρέφεται διαδοχικώς περί τάς τρεις πλευράς αΰτοΰ. 
"Αν ν 4 καί ν 8 είναι οί παραγδμενοι δγκοι διά στροφής τοΰ τριγώνου περί τάς δύο καθέτους 
πλευράς του καί V δ βγκος δ παραγδμενος διά στροφής αύτοϋ περί την υποτείνουσαν, νά 
εύρεθή σχέσις συνδέουσα τούς βγκους Υ 1 , Υ 2 καί V. 


ΣΦΑΙΡΑ 

555. Όρισμοί. Δοθέντος σταθερού σημείου Ο, τό όποιον καλείται 
κέντρον καί σταθερού μήκους Η, τό όποιον καλείται άκτίς, καλοΰμεν : 

ί) Σφαίραν τό σύνολον των σημείων Μ τοϋ χώρου, διά τα όποια ισχύει 
ΟΜ Κ καί συμβολίζομεν (Ο,Κ). 

η) Σφαιρικήν έπιφάνειαν τό σύνολον των σημείων Μ τοΰ χώρου, διά 
τά όποια ισχύει ΟΜ = Κ. 

Εις τά έπόμενα, ώρισμένας φοράς, λέγοντες «σφαίρα» θά έννοοΰμεν την 
σφαιρικήν επιφάνειαν. 

ϋί) Άκτίς της σφαίρας καλείται τό εύθύγραμμον τμήμα ΟΜ = Κ, 6που 
Ο είναι τό κέντρον τής σφαίρας καί Μ τυχόν σημεΐον τής σφαιρικής έπιφα- 
νείας. 

ίν) Χορδή καλείται κάθε εύθύγραμμον τμήμα μέ τά άκρα του επί τής 
σφαιρικής επιφάνειας. 

ν) Αιάμετρος καλείται κάθε χορδή διερχομένη από τό κέντρον τής σφαί- 
ρας. Είναι ή μεγαλυτέρα έξ όλων των χορδών καί εχεί μήκος ίσον πρός το 
διπλάσιον τής άκτΐνος. Τά άκρα μιας διαμέτρου καλούνται άντιδιαμετρικά 
σημεία καί είναι συμμετρικά ώς πρός τό κέντρον τής σφαίρας. 

Άπό τούς ανωτέρω ορισμούς έπονται εύκόλως τά άκόλουθα : 

"Ας θεωρήσωμεν έπίπεδον (Π), διερχόμενον άπό τό κέντρον Ο τής σφαί- 
ρας (Ο,Κ) (σχ. 560). Έπ’ αύτοϋ τά σημεία Μ τής σφαιρικής επιφάνειας εί- 
ναι τοιαϋτα, ώστε ΟΜ — Η καί επομένως άπαρτίζουν κύκλον (Ο,Κ) έπί τοϋ 
επιπέδου (Π). Είς τοιοΰτος κύκλος καλείται μέγιστος κύκλος τής σφαίρας 
καί τό έπίπεδον αύτοϋ καλείται διαμετρικόν έπίπεδον. 

556. Συμμετρίαι είς τήν σφαίραν υπάρχουν : 

ΐ) Κεντρική συμμετρία ώς πρός τό κέντρον της. 

ίί) Αξονική συμμετρία ώς πρός κάθε διάμετρόν της. 

ϋί) Συμμετρία έπιπέδου ώς πρός κάθε διαμετρικόν έπίπεδον. 

557. Ή σφαίρα είναι στερεόν έκ περιστροφής. Παράγεται άπό την 
περιστροφήν κύκλου (Ο,Κ) περί μίαν διάμετρόν του. 
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558. Άπόστασις σημείου άπδ σφαίραν. *Ας θεωρήσωμεν σφαίραν 
(Ο,Κ), σημεΐον Α καί διάμετρον ΒΓ διερχομένην διά του Α (σχ. 561 ). Έάν 
Μ είναι τυχόν σημεΐον τής σφαιρικής επιφάνειας, άπδ τδ τρίγωνον ΑΟΜ λαμ- 
βάνομεν : 




ί) ΑΜ^| ΑΟ — ΟΜ| => ΑΜ^| ΑΟ~ΟΒ|=> ΑΜ^ΑΒ => ΑΒ ΑΜ. 
Λόγω τής τελευταίας σχέσεως, την άπόστασιν ΑΒ όρίζομεν ως έλαχίστην 
άπόστασιν τοϋ σημείου Α άπδ τήν σφαίραν, ίσούται δέ αύτηπρδς |δ — Η|, 
όπου δ = ΑΟ. 

I Η) ΑΜ^ ΑΟ + ΟΜ=> ΑΜ^ΑΟ + ΟΓ => ΑΜ ^ ΑΓ => ΑΓ ^ ΑΜ. 

Λόγω τής τελευταίας σχέσεως, τήν άπόστασιν ΑΓ όρίζομεν ώς μεγίστην άπό- 

I στάσιν- τοϋ σημείου Α άπδ τήν σφαίραν, ίσοϋται δέ αυτή προς δ + Κ. 

559. ΣχετικαΙ θέσεις ευθείας καί σφαίρας. Μία εύθεΐα (ε) καί 
I μία σφαίρα (Ο,Κ), 6πως καί αν εύρίσκωνται, έχουν πάντοτε ώς επίπεδον 
συμμετρίας τδ διαμετρικόν επίπεδον (Δ) τής σφαίρας, πού περιέχει τήν εύ- 
θεΐαν (ε) (σχ. 562). 'Η εύθεΐα (ε) δέν δύναται να έχη σημεία της έκτος του 
έπιπέδου (Δ) καί έπομένως τα κοινά σημεία των δύο σχημάτων θά τά άνα- 
ζητήσωμεν επί τοϋ (Δ). Τδ επίπεδον (Δ) τέμνει τήν σφαίραν κατά μέγιστον 
κύκλον (Ο,Κ) καί έπομένως αί σχετικαι θέσεις εύθείας καί σφαίρας ανάγον- 
ται είς τάς γνωστάς σχετικάς θέσεις εύθείας καί κύκλου, ήτοι, έάν α είναι 
ή άπόστασις τοϋ κέντρου τής σφαίρας άπδ τήν εύθεΐαν, έχομεν : 

ί) 'Η σφαίρα καί ή εύθεΐα έχουν δύο κοινά σημεία (τέμνονται ) -4=$·- α< Κ 
(σχ. 562). 

ίί) 'Η σφαίρα καί ή εύθεΐα έχουν έν κοινόν σημεΐον (εφάπτονται) <=>■ 
α = Κ (σχ. 563). 

Πί) 'Η σφαίρα καί ή εύθεΐα δέν έχουν κοινά σημεία -$=>■ α> Κ (σχ. 564 ). 
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560. Σχετικαί Θέσεις σφαίρας καί έπιπέδου. Μια σφαίρα παρά- 
γέται άπό περιστροφήν κύκλου περί διάμετρον. "Εν επίπεδον παράγεται 
άπό περιστροφήν εύθείας περί άξονα κάθετον αυτής. Επομένως τό σχήμα 
«σφαίρα - επίπεδον» παράγεται άπδ το επίπεδον σχήμα «κύκλος - εύθεΐα» 
στρεφόμενον περί άξονα, διερχόμενον άπδ τό κέντρον του κύκλου καί κάθε- 
τον έπί τήν εύθεΐαν. ’Άρα αί σχετικαί θέσεις σφαίρας - επιπέδου εΤναι άντί- 


Σχ. 565 Σχ. 566 

στοίχοι εκείνων τού σχήματος κύκλου - εύθείας είς τό επίπεδον, ήτοι, έάν α 
είναι ή άπόστασις τού κέντρου σφαίρας (Ο,Ε) δίαγραφομένης άπό κύκλον 
(Ο, Η) καί (Π) τό έπίπεδον το δίαγραφόμενον άπό εύθεΐαν (ε), έχομεν : 

ί) Ό κύκλος (Ο, Η) μέ τήν εύθεΐαν (ε) τέμνονται είς τά Β καί Γ (σχ. 
565) ή σφαίρα (Ο,Ε) μέ τύ έπίπεδον (Π) τέμνονται, α < Ε. Τά 
Β καί Γ, στρεφόμενα περί τήν μεσοκάθετον ΟΚ τής χορδής ΒΓ, διαγρά- 
φόυν έπί τού έπιπέδου (Π) κύκλον (Κ,ρ). ’Άρα ή τομή σφαίρας και έπι- 
ίίέβου είναι κύκλος μέ Ακτίνα ρ ^ Κ. Έάν τό έπίπεδον (Π) δέν διέρχεται 
άπό τό κέντρον τής σφαίρας, είναι ρ < Ε καί ό κύκλος (Κ,ρ) καλείται 
μικρός κύκλος τής σφαίρας, ενώ έάν τό (Π ) διέρχεται άπό τό κέντρον τής 
σφαίρας (διαμετρικόν έπίπεδον), θά είναι ρ — Ε καί ή τομή θά είναι μέγι- 
στος κύκλος τής σφαίρας. 

ϋ) Ό κύκλος (Ο,Ε) μέ τήν εύθεΐαν (ε) έφάπτονται είς τό Α (σχ. 566) 
•4=»· ή σφαίρα (Ο,Ε) μέ τό έπίπεδον (Π ) έφάπτονται είς τό Α (έχουν ένα μό- 
νον κοινόν σημεΐον ) -<=>■ α = Κ. 

ίίί) 'Ο κύκλος (Ο,Ε) μέ τήν εύθεΐαν (ε) δέν τέμνονται (σχ. 567) -<=►- ή 
σφαίρα (Ο,Ε) μέ τό έπίπεδον (Π) δέν τέμνονται -φ=> α >Κ. 

Πόρισμα. Διά τριών σημείων μιας σφαιρικής έπιφανείας διέρχεται είς 
κύκλος τής σφαίρας. 

561 . Σχετικαί θέσεις δύο σφαιρών. Αιάκεντρος δύο σφαιρών (Κ, Ε) 
καί (Λ,ρ ) καλείται τό τμήμα ΚΛ καί τό συμβολίζομεν μέ δ. Δύο σφαΐραι παρά- 
γονται άπό τήν περιστροφήν δύο κύκλων περί τήν διάκεντρον αύτών. Επομένως 
αί σχετικαί θέσεις δύο σφαιρών είναι αντίστοιχοι των σχετικών θέσεων δύο 
κύκλων είς τό έπίπεδον καί έπομένως έχομεν : 

ί) Δύο κύκλοι (Κ,Ε) καί (Α,ρ ) τέμνονται είς τά Α καί Β (σχ. 568) -φ=φ- 
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Σχετικά! θέσεις δύο σφαιρών 

αί σφαΐραι (Κ,Β) καί (Α,ρ) τέμνονται -Φ=^ | Β — ρ | < δ < Β + ρ. Τά 
κοινά σημεία Α και Β των δύο κύκλων, στρεφόμενα περί τήν μεσοκάθετον 
ΚΑ, διαγράφουν κύκλον. Άρα ή τομή δύο σφαιρών είναι κύκλος. Τό κέντρον 
του Ο εύρίσκεται έπί τής διακέντρου των δύο σφαιρών και τό επίπεδόν του 
είναι κάθετον επί τήν διάκεντρον. 



Σχ. 567 Σχ. 568 


Η) Οί κύκλοι (Κ,Κ) καί (Α,ρ) εφάπτονται έξωτερικώς εις σημεΐον Α 
(σχ. 569) αί σφαΐραι (Κ,Β) καί (Α,ρ) εφάπτονται έξωτερικώς είς ση- 
μεΐον Α (έχουν έν κοινόν σημεΐον) δ = Η ή ρ. Τό σημεΐον Α εύρίσκεται 
επί τής διακέντρου. 

ίΠ) Οί κύκλοι (Κ,Β) καί (Α,ρ) έφάπτονται έσωτερικώς είς σημεΐον Α 
(σχ. 570) -<=>- αί σφαΐραι (Κ,Β) καί (Α,ρ) εφάπτονται έσωτερικώς είς τό Α 
(έχουν Ιν κοινόν σημεΐον) ·<==>- δ = | Η — ρ | . Τό σημεΐον Α εύρίσκεται 
επί τής διακέντρου καί ή μία σφαίρα εύρίσκεται εντός τής άλλης. 

ίν) Οί κύκλοι (Κ,Β) καί (Α,ρ) δέν έχουν κοινόν σημεΐον καί ό εις εύρί- 
σκεται εκτός του άλλου (σχ. 571) -Φ=Φ> αί δύο σφαΐραι (Κ,Β) καί (Α,ρ) δέν 
έχουν κοινόν σημεΐον καί ή μία εύρίσκεται εκτός τής άλλης δ > Β+ ρ. 



Σχ. 569 Σχ. 570 Σχ. 571 


ν) Οί κύκλοι (Κ,Β) καί (Α,ρ) δέν έχουν κοινόν σημεΐον καί ό εΐς εύρί- 
σκεται έντός του άλλου (σχ. 572) αί σφαΐραι (Κ,Β) καί (Α,ρ) δέν έχουν 
κοινόν σημεΐον καί ή μία εύρίσκεται έντός τής άλλης δ < | Β — ρ | . 

562. Γωνία δύο σφαιρών. Άναφέρεται μόνον είς τάς τεμνομένας 
σφαίρας καί είναι ή γωνία τών δύο κύκλων (§198), άπό τήν περιστροφήν 
των οποίων προήλθον αί δύο σφαΐραι. 




380 ’Άξων καί πόλοι κύκλου σφαίρας 

563. Όρισμοί. 

ί) ’Άξων κύκλου καλείται ή εύθεΐα (α) ή διερχομένη άπό τό κέντρον. 
Ο του κύκλου και είναι κάθετος επί το επίπεδον του κύκλου (σχ. 573 ). 

ϋ) Πόλοι κύκλου σφαίρας. Έάν κύκλος (Ο,ρ) άνήκη είς σφαίραν 
(Κ,Η) (σχ. 574), τά σημεία Π! καί Π 2 , είς τά όποια ό άξων τού κύκλου τέμνει 
την σφαίραν, καλούνται πόλοι τού κύκλου (Ο,ρ) τής σφαίρας (Κ,Η). 




ίϋ) Πολική άπόστασις. Έκαστος πόλος (σχ. 574) ίσαπέχει άπό βλα 
τά σημεία Μ τού κύκλου (Ο,ρ ), διότι τά ορθογώνια τρίγωνα ΜΟΠ Χ καί ΜΟΠ 2 
διατηρούν σταθερόν μέγεθος διά τάς διαφόρους θέσεις τού Μ έπί τού κύκλου 
(Ο,ρ). Έκάστη των άπο στάσεων τούτων καλείται πολιτική άπόστασις τού 
κύκλου. Κάθε κύκλος επομένως έχει δύο πολικάς άποστάσεις ρ 1 καί ρ 2 . Επει- 
δή οί πόλοι καί Π 2 είναι άντιδιαμετρικά σημεία τής σφαίρας, τό τρίγωνον 
Π 1 ΜΠ 2 είναι όρθογώνιον καί επομένως θά είναι ρ 2 Χ + ρ 2 2 = 4Κ 2 . 

ίν) Έγγεγραμμένον πολύεδρον είς σφαίραν καλείται κάθε πολύεδρον, 
τού όποιου αί κορυφαί άνήκουν είς τήν αύτήν σφαιρικήν επιφάνειαν. 'Η σφαί- 
ρα καλείται περιγεγραμμένη περί τό πολύεδρον καί τό κέντρον της καλείται 
περίκεντρον τού πολυέδρου. 

ν) Περιγεγραμμένον πολύεδρον περί σφαίραν καλείται κάθε πολύ- 
εδρον, τού οποίου αί έδραι εφάπτονται είς τήν αύτήν σφαιρικήν επιφάνειαν. 
*Η σφαίρα εύρίσκεται είς τό εσωτερικόν τού πολυέδρου καί καλείται εγγεγραμ- 
μένη είς αύτό. Τό κέντρον της καλείται έγκεντρον τού πολυέδρου. 

564. Θεώρημα. Είς κύκλος (Ο,ρ) άνήκει είς άπείρους σφαίρας, τά κέν- 
τρα τ<δν όποιων εύρίσκονται έπί τοΟ άξονος τού κύκλου. 

Άπόδειξις. Αρκεί νά δείξωμεν βτι τό τυχόν σημεΐον Κ τού άξονος Οχ 
του κύκλου (Ο,ρ) ίσαπέχει άπό τά σημεία Μ τού κύκλου (Ο,ρ) (σχ. 575). 
Τούτο όμως είναι φανερόν, διότι διά τάς διαφόρους θέσεις τού Μ έπί τού κύ- 
κλου (Ο,ρ) τά όρθογώνια τρίγωνα ΚΟΜ διατηρούν σταθερόν μέγεθος, διότι 
είς αυτά, έκτος τής ορθής γωνίας είς τό Ο, παραμένουν σταθεραί κατά μήκος 
αί πλευραί ΟΚ καί ΟΜ = ρ. Άρα καί τό μήκος ΚΜ παραμένει σταθερόν καί 
έπομένως τό τυχόν σημεΐον Κ τού άξονος Οχ είναι κέντρον σφαίρας, είς τήν 
οποίαν ανήκει ό κύκλος (Ο,ρ). 




Καθορισμός σφαίρας 
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Ισχύει καί το άντίστροφον, ήτοι, έάν 6 κύκλος (Ο,ρ) άνήκη εις σφαίραν 
(Κ,Κ), το κέντρον της Κ εύρίσκεται επί τού άξονος Οχ τοϋ κύκλου (Ο,ρ). 
Άρκεΐ να δειχθή δτι ή ΚΟ είναι κάθετος επί τό έπίπεδον (Π) τοϋ κύκλου 
(Ο,ρ). Έάν Σ είναι τό άντιδιαμετρικόν τοϋ Μ, ώς πρός τον κύκλον (Ο,ρ), 
είναι προφανώς ΚΜ . = ΚΣ, ώς σημεία τής σφαίρας (Κ,Κ) => ΚΟ _1_ ΜΣ. 




'Ομοίως υποδεικνύεται δτι ή ΚΟ είναι κάθετος επί μίαν άκόμη διάμετρον του 
κύκλου (Ο,ρ) καί επομένως ΚΟ _]_ (Π), ήτοι τό κέντρον τής σφαίρας άνήκει 
είς τόν άξονα Οχ τοϋ κύκλου (Ο,ρ). 

’Από τά προηγούμενα συνάγεται δτι ό γ. τόπος των κέντρον των σφαιρών 
είς τάς όποιας άνήκει ό κύκλος (Ο,ρ), είναι 6 άξων Οχ τοϋ κύκλου. 

565. Καθορισμός σφαίρας. Μία σφαίρα είναι καθωρισμένη, δταν 
είναι γνωστά τά άκόλουθα στοιχεία : 

ί) Κέντρον και άκτίς. Έάν μιας σφαίρας γνωρίζωμεν τό κέντρον καί 
την άκτΐνα, θά θεωρώμεν δτι γνωρίζομεν τήν σφαίραν. 

ίί) Τέσσαρα σημεία δχι τοβ αύτοΰ έπιπέδου. Έάν Α, Β, Γ, Δ είναι 
τέσσαρα σημεία δχι τοϋ αύτοΰ έπιπέδου, τά τρία έξ αύτών Α, Β, Γ ορίζουν 
κύκλον. Τό κέντρον τής σφαίρας, τής διερχομένης διά τών σημείων Α, Β, Γ, Δ, 
ορίζεται άπό τήν τομήν τοϋ άξονος τοϋ κύκλου (ΑΒΓ) καί τοϋ μεσοκαθέτου 
έπιπέδου ενός τών τμημάτων ΑΔ, ΒΔ, ΓΔ. Τά μεσοκάθετα έπίπεδα τών ΑΔ, 
ΒΔ καί ΓΔ τέμνουν τόν άξονα τοϋ κύκλου (ΑΒΓ) είς τό αύτό σημεΐον (διατί ; ). 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

Α\· 

1015. Δίδεται σφαίρα άκτίνος 5 ΟΓΠ καί έπίπεδον άπέχον άπό τό κέντρον 3 οηΐ. Νά 
εύρεθή ό όγκος τοϋ εγγεγραμμένου είς τήν σφαίραν κυλίνδρου, τοϋ όποιου ή βάσις είναι ή 
τομή τής σφαίραε καί τοϋ έπιπέδου. (Εγγεγραμμένος κύλινδρος εις σφαίραν καλείται είς 
κύλινδρος, τοϋ όποίου αί βάσεις είναι κύκλοι τής σφαίρας). 
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1016. Δύο σφαΐραι μέ άκτΐνας 5 ΟΓΠ και 12 ογπ άντιστοίχως έχουν διάκεντρον 13 ογπ. 
Νά ύπολογισθή τό έμβαδόν της τομής των. 

1017. Δείξατε ότι : κάθε όρθός κυκλικός κύλινδρος είναι έγγράψιμος είς σφαίραν, 
ήτοι ύπάρχει σφΛΐρα, έπί τής όποιας εύρίσκονται αί βάσεις τοΰ κυλίνδρου. 

1018. Δίδεται σφαίρα (Ο,Κ). Νά ύπολογισθή ή έπιφάνεια καί 6 όγκος έγγεγραμ- 
μένου είς αυτήν κυλίνδρου, τοΰ όποίου ή άκτίς τής βάσεως είναι Κ/2. 

1019. Νά εύρεθή ή συνθήκη, υπό τήν οποίαν είς όρθός κυκλικός κύλινδρος είναι 
περιγεγραμμένος περί σφαίραν, ήτοι νά ύπάρχη σφαίρα έφαπτομένη των βάσεων καί τής 
κυρτής έπιφανείας του. 

1020. Έάν δύο κύκλοι, όχι τοΰ αύτοΰ έπιπέδου, τέμνωνται, δείξατε δτι ανήκουν είς 
τήν αύτήν σφαίραν. 

1021. Νά άχθη έπίπεδον (Π) έφαπτόμενον δοθείσης σφαίρας (Ο, Η) καί παράλλη- 
λον πρός δοθέν έπίπεδον (Ρ). 

1022. Νά άχθη έπίπεδον (ΤΙ) έφαπτόμενον δοθείσης σφαίρας (Ο,Κ) καί διερχόμενον 

διά δοθείσης εύθείας (ε). : 

1023. Νά γραφή σφαίρα δοθείσης άκτϊνος Κ, διερχομένη διά τριών δοθέντων ση- 
μείων Α, Β, Γ. 

1024. Νά γραφή σφαίρα δοθείσης άκτΐνας Κ, έφαπτομένη τών έδρών δοθείσης τριέ- 
δρου στερεάς γωνίας Κχγζ. 

1025. Έάν σφαίρα διέρχεται έκ σημείου Α καί έφάπτεται τών έδρών διέδρου γωνίας, 
δείξατε δτι διέρχεται καί άπό τό συμμετρικόν τοΰ Α, ως πρός τό διχοτομούν έπίπεδον τής 
διέδρου. 

Β'. 

1026. Νά άποδείχθή δτι κάθε τετράεδρον είναι ί) έγγράψιμον είς σφαίραν καί ΐί) 
περιγράψιμον περί σφαίραν. . 

1027. Νά ίύρεθοΰν αί συνθήκαι, υπό τάς όποίας δύο κύκλοι, δχι τοΰ αύτοΰ έπιπέδου 
άνήκουν είς τήν αύτήν σφαίραν. 

1028. Νά ύπολογισθή ή άκτίς τής τομής δύο τεμνομένων σφαιρών, έκ τών άκτίνων 
τών σφαιρών καί τής διακέντρου αυτών. 

1029. Δείξατε δτι κάθε κυκλικός κώνος είναι έγγράψιμος είς σφαίραν, ήτοι υπάρχει 
σφαίρα, έπί τής όποίας εύρίσκεται ή βάσις καί ή κορυφή τοΰ κώνου. 

1030. Δίδεται σφαίρα (Ο,Κ). Νά ύπολογισθή ή έπιφάνεια καί ό όγκος ισοπλεύρου 
κώνου Ιγγεγραμμένου είς αύτήν, έκ τής άκτϊνος Β της σφαίρας. 

1031. Δείξατε δτι κάθε όρθός κυκλικός κώνος είναι περιγράψιμος περί σφαίραν, 
ήτοι ύπάρχει σφαίρα έφαπτομένη της βάσεως καί της κυρτής έπιφανείας τοΰ κώνου. 

1032. Νά ύπολογισθή ή έπιφάνεια καί ό όγκος ισοπλεύρου κώνου περιγεγραμμένου 
περί δοθεΐσαν σφαίραν (Ο, Ρ). 

1033. Νά ύπολογισθή ή άκτίς της σφαίρας τής εγγεγραμμένης εις κώνον άκτϊνος 5α 
καί ΰψους 12α. 

1034. Δίδεται κανονικόν τετράεδρον ΚΑΒΓ άκμής α. Νά ύπολογισθή ή άκτίς της 
σφαίρας τής έφαπτομένης είς τήν έδραν ΑΒΓ καί είς τάς άκμάς ΚΑ, ΚΒ, ΚΓ. 

1035. Δείξατε δτι, έάν παραλληλεπίπεδον είναι έγγεγραμμένον. εις σφαίραν, είναι 
όρθογώνιον. 

1036.. Δείξατε δτι, ίνα έν παραλληλεπίπεδον είναι περιγεγραμμένον περί σφαίραν, 
πρέπει καί άρκεϊ αί έδραι του νά είναι ισοδύναμα παραλληλόγραμμα. 


Γεωμετρικοί τόποι 
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1037. Δίδεται σφαίρα (Ο,Κ) καί σημειον Κ έκτύς αύτής. Τρίσορθογώνιος στερεά 
γωνία ίχει την κορυφήν της είς τύ Κ καί «τρέφεται περί αύτύ ούτως, ώστε αί έδραι της νά 
τέμνουν τήν σφαίραν. Δείξατε ότι τύ άθροισμα των έμβαδών τών τριών κύκλων, κατά τούς 
όποιους αί έδραι της στερεάς γωνίας τέμνουν τήν σφαίραν, είναι σταθερόν. 

1038. Δείξατε δτι ό όγκος περιγεγραμμένου περί σφαίραν πολυέδρου Ισούται πρύς το 
1 /3 της έπιφανείας του έπί τήν άκτινα της σφαίρας. 

1039. Τετραέδρου ΚΑΒΓ ή στερεά γωνία Κ εΐναι τρίσορθογώνιος καί έχει ΚΑ = α, 
ΚΒ = β, ΚΓ = γ. Νά ύπολογισθή έκ τών α, β, γ ή άκτίς της περιγεγραμμένης περί αύτύ 
σφαίρας. 

1040. Νά ύπολογισθή ή έπιφάνεια κανονικού τετραέδρου 

ί) έκ της άκτϊνος Κ της περιγεγραμμένης περί αύτύ σφαίρας 

Π) έκ τής άκτϊνος ρ τής έγγεγραμμένης είς αύτύ σφαίρας. 

Νά εύρεθή έπί πλέον σχέσις συνδέουσα τάς άκτΐνας Β, καί ρ. 


566. Γεωμετρικοί τόποι. Εκτός τής σφαιρικής έπιφανείας ή οποία 
έξ ορισμού είναι δ γεωμετρικδς τόπος τών σημείων, τά όποια άπδ σταθερόν 
σημειον άπέχουν σταθεράν άπόστασιν, ένδιαφέροντες γεωμετρικοί τόποι είναι 
καί οί άκόλουθοι : 


ί) Ό γεωμετρικός τόπος τών σημείων το6 χώρου, άπό τά όποΐα δοθέν 
εύθύγραμμον τμήμα ΑΒ φαίνεται ύπό όρθήν γωνίαν, είναι σφαιρική έπιφά- 
νεια διαμέτρου ΑΒ (αχ. 576). 


Α 




Πράγματι, εάν Μ είναι τυχόν σημειον τής σφαιρικής έπιφανείας, επειδή ΜΟ 

/Α. 

= ΑΒ /2 => ΑΜΒ = I 1 -. Ισχύει καί τό άντίστροφον, ήτοι έάν ΑΜΒ = I 1 - 
=*■ ΜΟ = ΑΒ /2 καί επομένως τό Μ είναι σημειον τής σφαιρικής έπιφανείας. 

ϋ) Ό γεωμετρικός τόπος τών σημείων τού χώρου, τών όποίων ό λόγος 
τών Αποστάσεων άπό δύο δεδομένα σημεία Α και Β είναι ^ , είναι σφαιρική 
έπιφάνεια διαμέτρου ΓΔ (Απολλώνιος σφαίρα), δπου τά Γ καί Α διαιρούν τό 
τμήμα ΑΒ έσωτερικώς και έξωτερικώς είς λόγον (σχ. 577). 


ΜΑ 


— . Τότε 
ν 


Πράγματι, έστω Μ τυχόν σημειον τοιοϋτον, ώστε 
έπί του έπιπέδου τού καθοριζομένου ύπό τοϋ Μ καί τής εύθείας ΑΒ, ό γ 
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τόπος του Μ είναι Απολλώνιος κύκλος σταθεράς διαμέτρου ΓΔ (§341). 
Έάν τό σχήμα στραφή περί τήν ΑΒ, ό Απολλώνιος κύκλος θά διαγράψη 
Άπολλώνιον σφαιρικήν επιφάνειαν διαμέτρου ΓΔ, ή οποία είναι ό γ. τό- 
πος του σημείου Μ. 


ΓΡΑΦΙΚΑΙ ΕΦΑΡΜΟΓΑΙ 

567. Σφαιρικός διαβήτης. Διά νά χαράξωμεν ένα κύκλον επί τής επι- 
φάνειας μιας σφαίρας, χρησιμοποιοΰμεν τόν σφαιρικόν διαβήτην, ήτοι ένα 
διαβήτην, του οποίου τά σκέλη είναι καμπύλα καί βχι εύθύγραμμα, όπως του 
κοινού διαβήτου (σχ. 578). Πρός τούτο στηρίζομεν τό έν άκρον τού σφαιρικού 
διαβήτου επί τίνος σημείου τής σφαίρας καί μέ τυχόν άνοιγμα αύτού γράφο- 
μεν κύκλον επί τής σφαιρικής επιφάνειας. 

568. Πρόβλημα. Νά εύρεθή ή άκτίς δο- 
θείσης σφαίρας. 

Αύσις. Μέ κέντρον τό τυχόν σημείον Π 
τής σφαίρας Σ καί ακτίνα τού σφαιρικού δια- 
βήτου, έστω τήν ΠΑ (σχ. 579), γράφομεν κύ- 
κλον επί τής έπιφανείας τής σφαίρας καί λαμβά- 
νομεν τρία σημεία Α, Β, Γ τού κύκλου. Κατό- 
πιν μετρούμεν μέ τόν σφαιρικόν διαβήτην τάς 
αποστάσεις ΑΒ, ΒΓ, ΑΓ καί μέ πλευράς αύτάς Ρ# 

κατασκευάζομεν τό επίπεδον τρίγωνον Α'Β'Γ' ^ ^ 

(σχ. 580), εις τό όποιον περιγράφομεν τόν 

κύκλον (Κ', ΚΆ'). Είναι προφανές ότι είναι έκ κατασκευής Α'Β'Γ' = ΑΒΓ 
καί άρα Κ'Α' = ΚΑ. 

Κατόπιν επί μιας ευθείας ΧΨ λαμβάνομεν σημείον Δ (σχ. 581) καί 
φέρομεν τήν ΔΕ κάθετον έπί τήν ΧΨ καί ίσην μέ τήν Κ'Α'. Μέ κέντρον τό Ε 
καί ακτίνα τήν πολικήν άπόστασιν ΑΠ γράφομεν τόξον, τό όποιον τέμνει τήν 
ΧΨ είς τό σημείον Ζ. Φέρομεν τήν ΕΖ' ΕΖ, ή οποία τέμνει τήν ΧΨ εις τό 






Σχ. ,579 


Σχ. 580 


Σχ. 581 


Ασκήσεις 
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Ζ'. Είναι προφανές δτι είναι τρίγ. ΔΕΖ — ΚΑΠ ώς ορθογώνια, έχοντα ΔΕ 
= ΚΑ καί ΕΖ = ΑΠ. Επίσης είναι τρίγωνα ΕΖΖ' = ΑΠΠ', διότι έχουν 

Ε = Α* =90°, ΕΖ = ΑΠ καί Ε^Ζ' = ΑΓΤΠ'. "Αρα ΠΠ' = ΖΖ', ήτοι ή 
ΖΖ' είναι ή διάμετρος τής σφαίρας Σ καί άρα ή άκτίς τής σφαίρας Σ είναι ή 

ΖΖ' 

Σ Ζ = . 

2 

569. Πρόβλημα. Έπι τής έπιφανείας δο- 
θείσης σφαίρας νά γραφή μέγιστος κύκλος 
διερχόμενος διά δύο δοθέντων σημείων αύτής. 

Λύσις. Μέ κέντρα τά δοθέντα σημεία Α 
καί Β (σχ. 582) καί άνοιγμα του σφαιρικού 
διαβήτου ϊσον προς τεταρτημόριον, δηλαδή 
πρός την υποτείνουσαν ορθογωνίου ισοσκελούς 
τριγώνου έχοντος καθέτους πλευράς ισας πρός 
τήν ακτίνα τής σφαίρας, την οποίαν άκτίνα εύ- 
ρίσκομεν ώς είς τό προηγούμενον πρόβλημα, γράφομεν δύο τόξα, τά όποια 
τέμνονται είς τό σημεΐον Γ. Κατόπιν μέ κέντρον τό Γ καί άκτίνα τήν αυ- 
τήν γράφομεν κύκλον, ό οποίος είναι 6 ζητούμενος. 



ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

Α'. 

1041. Δίδονται δύο σταθερά σημεία Ο καί Α. Νά εύρεθή ό γ. τόπος: ΐ) των προβο- 
λών τοϋ Α έπί τάς εύθείας τάς διερχομένας διά του Ο καί ίί) των συμμετρικών τοΰ Α ώς 
πρός τάς εύθείας τάς διερχομένας διά τοϋ Ο. 

1042. Δίδεται σφαίρα (Ο, Η) καί σημεΐον Α. Έάν Μ είναι τυχόν σημεΐον της σφαι- 
ρικής έπιφανείας, φέρομεν τήν ΑΜ καί επ’ αύτης λαμβάνομεν ΜΚ — ΜΑ! Νά εύρεθή ό γ. 
τόπος τοϋ σημείου Κ. 

1043. Νά εύρεθή ό γ. τόπος τών σημείων Μ τοϋ χώρου, διά τά όποια είναι : ΜΑ 2 | 
ΜΒ 2 = 1ς 2 , ένθα Α καί Β σταθερά σημεία καί 1ί δεδομένον τμήμα. 

1044. Νά εύρεθή ό γ. τόπος τών σημείων Μ τοΰ χώρου, διά τά όποια εΐναι : ΜΑ 2 
ΜΒ 2 — Ιί 2 , ένθα Α καί Β σταθερά σημεία καί 1ί δεδομένον τμήμα. 

Β. 

1045. Δίδεται σφαίρα (Κ,Κ). Μεταβλητή ευθεία (ε) είναι παράλληλος πρός δοθεΐ- 
σαν ευθείαν (δ) . καί έφάπτεται τής σφαίρας είς σημεΐον Μ. Νά εύρεθή ό γ. τόπος τοΰ Μ. 

1046. Δίδεται σφαίρα (Κ,Κ.) καί εύθεΐα (ε). Μεταβλητόν έπίπεδον (Π) διέρχεται 
διά τής εύθείας (ε) καί τέμνει τήν σφαίραν κατά κύκλον (Ο,ρ). Νά εύρεθή ό γ. τόπος τοϋ 
κέντρου Ο. 

1047. Μεταβλητόν τρίγωνον ΑΒΓ διατηρεί σταθεράν κατά θέσίν καί μέγεθος τήν 
βάσιν ΒΓ = α καί σταθεράν κατά μέγεθος τήν διάμεσον ΑΜ — μ α . Νά εύρεθή ό γ. τόπος τής 
κορυφής Α, έάν ΑΒ = 2ΑΓ. 

1048. Δίδεται σφαίρα (Κ,Κ) καί σταθερά διάμετρος ΑΚΒ αύτης. Έάν Μ είναι 
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Μέτρησις τής σφαίρας 

τυχόν σημεΐον της σφαιρικής έπιφανείας, φέρομεν τήν ΑΜ καί έκ τοϋ Κ παράλληλον της 
ΑΜ, ή όποια τέμνει τό έφαπτόμενον έπίπεδον της σφαίρας έκ τοϋ Μ είς τό I. Νά εύρεθη ό γ. 
τόπος τοϋ σημείου I. 

1049. Δίδεται σφαίρα (Κ,Κ) καί σταθερά διάμετρος ΑΚΒ αύτης. Έάν Μ είναι 
τυχόν σημεΐον της σφαιρικής έπιφανείας, φέρομεν την ΒΜ καί είς τήν προέκτασιν αύτης 
λαμβάνομεν τμήμα ΜΓ = ΜΒ. Νά εύρεθη ό γ. τόπος ϊ) τοϋ σημείου Γ, ίί) τοϋ σημείου I της 
τομής ΑΜ καί ΚΓ. 

1050. Δίδεται σφαίρα (Κ,Κ) καί σταθερόν έπίπεδον (II) διερχόμενον άπό τό κέν- 
τρον της Κ. Έάν Μ είναι τυχόν σημεΐον τής σφαιρικής έπιφανείας, φέρομεν ΜΑ (Π) καί 
έπί τής ΚΜ λαμβάνομεν ΚΙ = ΜΑ. Νά εύρεθη ό γ. τόπος τοϋ σημείου I. 'ΐ. 

1051. Δίδεται έπίπεδον (Π) καί δύο σταθερά σημεία Α καί Β αύτοΰ. Δύο μεταβληταί 
σφαϊραι κέντρων Κ καί Α έφάπτονται τοϋ έπιπέδου (Π) είς τά Α καί Β καί μεταξύ των είς 
τό Μ. Νά εύρεθη ό γ. τόπος τού σημείου Μ. 


ΜΕΤΡΗΣΙΣ ΤΗΣ ΣΦΑΙΡΑΣ 

570. Σφαιρική ζώνη καλείται τό τμήμα τής σφαιρικής έπιφανείας, τό 
περιεχόμενον μεταξύ δύο παραλλήλων έπιπέδων, τά όποια τέμνουν τήν σφαί- 
ραν (σχ. 583). 

Αί τομαί είναι κύκλοι και καλούνται βάσεις τής σφαιρικής ζώνης καί ή 
άπύστασις των βάσεων καλείται ύψος αύτής. 


Κ 




Διά τήν μέτρησιν τής έπιφανείας τής σφαιρικής ζώνης, θεωροϋμεν ημι- 
κύκλιον διαμέτρου ΚΟΛ (σχ. 584) καί έν τόξον ΑΒ αύτοΰ, είς τό όποιον έγ- 
γράφομεν κανονικήν πολυγωνικήν γραμμήν ΑΓΔΒ. Έάν τό σχήμα στραφή 
περί τήν διάμετρον ΚΛ, τό ήμικύκλιον θά διαγράψη σφαίραν, ένω τό τόξον 

ΑΒ θά διαγράψη σφαιρικήν ζώνην ύψους Α'Β', όπου ΑΑ' _1_ ΚΛ καί ΒΒ'_1_ 
ΚΛ. 'Η εγγεγραμμένη πολυγωνική γραμμή ΑΓΔΒ θά διαγράψη επιφάνειαν 
ίσην προς τό άθροισμα των επιφανειών, πού διαγράφουν αί πλευραί της. Φέρο- 







] ι 


ι 
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μεν ΓΤ' X ΚΛ, ΔΔ' _1_ ΚΛ και τά άποστήματα α έκ τοϋ κέντρου Ο του ημικυ- 
κλίου. Αί έπιφάνειαι, πού διαγράφουν αί πλευρά! της πολυγωνικής γραμμής, 
είναι κυρτά! έπιφάνειαι κολούρων κώνων καί έπομένως έχομεν (§ 552 πόρ. II) : 
Εαγ = 2παΑ'Γ', Εγλ — 2παΓ'Δ', Ε^β = 2παΔ'Β'. Διά προσθέσεως αυτών 
λαμβάνομεν : Εαγδβ = 2πα (Α'Γ' -\- Γ'Δ' ή-Δ , Β / ) = 2παΑ'Β' (1). Έάν 
φαντασθώμεν 6τι αί πλευρά! τής πολυγωνικής γραμμής αύξανόμεναι τείνουν 
εις τύ άπειρον, τότε ή πολυγωνική γραμμή τείνει νά ταυτισθή μετά του τόξου 

ΑΒ κα! έπομένως ή γραφομένη έπιφάνεια ύπ’ αυτής τείνει είς τήν ζητουμένην 
επιφάνειαν τής σφαιρικής ζώνης μέ ύψος Α'Β' = Ιι. Είς τήν περίπτωσιν αύτήν, 
τύ μόνον, πού θά μεταβληθή είς τήν έκφρασιν (1 ) τής γραφομένης έπιφανείας, 
είναι τύ άπόστημα α, τύ όποιον θά ταυτισθή μέ τήν άκτΐνα Κ και έπομένως 
έ'χομεν διά τήν επιφάνειαν σφαιρικής ζώνης ύψους Η τύν τύπον : 

Ε = 2πΚΗ. 

571. Μονοβασική σφαιρική ζώνη. Έάν έν έκ των δύο παραλλήλων 
επιπέδων είναι έφαπτόμενον τής σφαίρας, ή ύπ’ αύτών καθοριζομένη σφαιρική 
ζώνη έχει μίαν βάσιν κα! καλείται μονοβασική. *Η έπιφάνειά της δίδεται 
άπύ τύν ίδιον τύπον τής προηγουμένης παραγράφου. 

572. Σφαιρική έπιφάνεια. Ή σφαιρική επι- 
φάνεια δύναται νά θεωρηθή έπιφάνεια σφαιρικής ζώ- 
νης μέ ύψος Η = 2Κ. Τότε ό προηγούμενος τύπος δίδει 

Ε οφ = 4πΚ 2 . 

Πόρισμα. Ό λόγος τών έπιφανειών δύο σφαι- 
ρών ίσοΰται πρός τό τετράγωνον τού λόγου τών ά- 
κτίνων των. 

★ 573. Σφαιρική άρκτος καλείται τό τμήμα τής σφαιρικής έπιφανείας τό περι- 
λαμβανόμενον μεταξύ τών έδρών διέδρου γωνίας, τής όποίας ή άκμή ΑΒ είναι διάμε- 
τρος τής σφαίρας (σχ. 585). 

Εύκόλως διαπιστοϋται 6τι δύο σφαιρικαι άτρακτοι της αύτής σφαίρας ή ίσων σφαι- 
ρών αί δποΐαι βρίζονται άπύ ίσας διέδρους γωνίας είναι ϊσαι. 

Έξ αύτοϋ έπεται δτι ή έπιφάνεια μιας σφαιρικής άτράκτου εΐναι άνάλογος τοϋ μέ- 
τρου ω τής διέδρου γωνίας, άπύ τήν όποίαν καθορίζεται καί θά καλήται σφαιρική άτρα- 
κτος γωνίας <α. 

Επειδή ή σφαιρική έπιφάνεια δύναται νά θεωρηθή σφαιρική άτρακτος πλήρους γω- 
νίας (360°), ή έπιφάνεια Ε μιας σφαιρικής άτράκτου γωνίας ω θά είναι τοιαύτη, ώστε : 
Ε __ 4πΚ 2 ρ _ 4πΚ 2 ω° 
ω “ 360° 360° 

Σημείωσις. Έάν ή γωνία ω°, μετρουμένη είς άκτίνια, εΐναι α, ύ άνωτέρω τύπος τής 
έπιφανείας σφαιρικής άτράκτου μετασχηματίζεται, ώς έξής : Ε = α _ — 2 Κ-<χ. 



Β 

Σχ. 585 
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Σφαιρικός τομεύς 


ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
" Α'. 

1052. Σφαίρα άκτΐνος 5 οπχ τέμνεται ύπδ δύο παραλλήλων έπιπέδων, τά οποία 
άπέχουν άπδ τδ κέντρον της σφαίρας 3 οιη καί 4 Οίη. Να εύρεθή τδ έμβαδδν της σφαιρικής 
ζώνης της περιλαμβχνομένης μεταξύ των έπιπέδων (δύο περιπτώσεις). 

1053. Νά ύπολογισθη τδ ύψος σφαιρικής ζώνης ισοδυνάμου πρδς μέγιστον κύκλον 
σφαίρας άκτΐνος Η. 

1054. Τδ έπίπεδον μικρού κύκλου σφαίρας άκτΐνος 4 ΟΓΠ άπέχει άπδ τδ κέντρον 
της σφαίρας 1 οιη. Νά ΰπολογισθοϋν αί έπιφάνειαι των δύο μονοβασικών ζωνών, είς τάς 
όποιας διαιρείται ή σφαίρα. 

1055. Νά εύρεθή ή έπιφάνεια της σφαίρας της περιγεγραμμένης περί κανονικόν 
τετράεδρον άκμής α. Όμοίως της έγγεγραμμένης. 

Β'. 

1056. Σφαιρική έπιφάνεια άκτΐνος Κ. νά διαιρεθή είς τρία Ισοδύναμα μέρη δι’ επι- 
πέδων παραλλήλων. 

1057. Τέμνομεν σφαίραν (Ο, Η.) δι’ έπιπέδου διερχομένου διά μιας έδρας τού έγγε- 
γραμμένου είς αυτήν κύβου. Νά ύπολογισθη ή έπιφάνεια έκάστης των δύο μοναβασικών 
σφαιρικών ζωνών, είς τάς δποίας διαιρείται ή σφαίρα. 

1058. Σφαίρα άκτΐνος α φωτίζεται άπδ σημειακήν φωτεινήν πηγήν Φ, εύρισκο- 
μένην είς άπόστασιν 2α άπδ τού κέντρου της σφαίρας. Νά ύπολογισθη ή φωτιζομένη έπι- 
φάνεια. 

1059. Σφαίρα (Ο,Κ) νά τμηθή ύπδ έπιπέδων ίσαπεχόντων άπδ τδ κέντρον της είς 
τρόπον, ώστε τδ άθροισμα των έμβαδών τών τομών νά είναι ΐσον πρδς τδ έμβαδδν της ζώνης, 
τήν όποιαν περικλείουν. 

1060. Δείξατε δτι ή σφαιρική ζώνη, πού καθορίζεται άπδ δύο δμοκέντρους σφαίρας 
έπΐ τρίτης μεταβλητής σφαίρας διερχομένης άπδ τδ κέντρον των, έχει σταθεράν έπιφάνειαν. 

574. Σφαιρικός τομεύς καλείται τό στερεόν τό παραγόμενον άπό 
κυκλικόν τομέα ΑΟΒ, στρεφόμενον περί διάμετρον του έπιπέδου του μή 
τέμνουσαν αυτόν (σχ. 586). 

Γ6 τόξον ΑΒ διαγράφει σφαιρικήν ζώνην, ή οποία καλ,εΐται βάσίς του 
σφαιρικού τομέως καί ύψος αύτού καλείται τό ύψος τής βάσεώς του, ήτοι τής 
σφαιρικής ζώνης, πού άντιστοιχεΐ είς αύτόν. 

Διά τήν μέτρησιν του όγκου σφαιρικού τομέως, θεωροϋμεν είς τδ τόξον 
ΑΒ (σχ. 587) τού κυκλικού τομέως, άπδ τδν οποίον παράγεται, εγγεγραμ- 
μένη*; κανονικήν πολυγωνικήν γραμμήν. Ό όγκος, πού παράγεται άπδ τήν 
περιστροφήν τού έπιπέδου σχήματος ΟΑΓΔΒΟ περί τήν ΚΛ, ίσοΰται πρδς τδ 
άθροισμα τών όγκων, πού παράγουν τά τρίγωνα ΟΑΓ, ΟΓΔ, ΟΔΒ κατά τήν 
περιστροφήν. Φέρομεν έκ τού κέντρου Ο τά άποστήματα α καί εχομεν (§ 554) : 


1 Γ 1 1 
ν< 0 ΑΓ)~ *— - Ε ΑΓ ·α, ν (0 ΓΔ) = ~ Ε ΓΔ ·α, ν (0 ΔΒ) — ~ Εδβ · α 
ο 3 5 

1 1 

^(ΟΛΓΔΒΟ) ~ ~ [ΕαΓ + Εγα + Ε δ β ] * α “ 

3 3 


( 1 ) 


Ε Α ΓΔΒ*α. 



"Ογκος σφαίρας 


0 .189 


Έάν τό πλήθος των πλευρών τής εγγεγραμμένης εις τό τόξον ΑΒ πολυ- 
γωνικής γραμμής αύξανόμενον τείνη εις τό άπειρον, τό άπόστημα α τείνει εις 




την άκτΐνα Κ καί ό παραγόμενος όγκος ίσοϋται προς τόν όγκον V τοϋ σφαιρι- 

1 

κού τομέως. Τότε άπό την προηγουμένην σχέσιν (1) εχομεν : V =— Εχ^Β 

3 

καί, επειδή ΕΧβ = 2πΚ1ΐ (§ 570), έπεται ότι ό όγκος σφαιρικού τομέως 
ίσοϋται πρός : 

Υ = Α τγΚ 2 Η . 

3 

575. "Ογκος σφαίρας. 'Η σφαίρα δύναται νά θεωρηθή σφαιρικός 
τομεύς μέ ύψος ίΐ = 2Κ καί επομένως άπό τόν προηγούμενου τύπον λαμβά- 
νομεν : 

ν ο „ = — πΚ 3 . 

3 

Πόρισμα. Ό λόγος τών όγκων δύο σφαιρών ίσοϋται πρός τόν κύβον 
τοϋ λόγου τών άκτίνων των. 


Ά· 576 . Σφαιρικός 0νυξ καλείται τό τμήμα τής σφαίρας τό περιλαμβανόμενου με- 
ταξύ τών έδρών διέδρου γωνίας, τής όποιας ή άκμή ΑΒ είναι διάμετρος τής σφαίρας 
(σχ. 588). 


είναι : _Υ_ 


Γ 0 όγκος V τοϋ σφαιρικού δνυχος είναι ανάλογος τής διέδρου γωνίας αύτοΰ, ήτοι 
Υσφ. 
ω ~ 360° 

4 

3 360° 


καί έπομένως δίδεται εκ τοϋ τύπου : 


V = 


πΚ 3 


577. Σφαιρικός δακτύλιος καλείται τό στερεόν τό παράγόμενον άπό 
κυκλικόν τμήμα ΑΒ στρεφόμενον περί διάμετρον ΚΛ τοϋ έπιπέδου του, μη 
τέμνουσαν αύτό (σχ. 589). 


360 Σφαιρικόν τμήμα 

*Η άπόστασις 6 τών δύο παραλλήλων κύκλων, πού διαγράφουν τα σημεία 
Λ καί Β, καλείται ύψος του σφαιρικού δακτυλίου. 

'Ο δγκος V τοϋ σφαιρικού δακτυλίου υπολογίζεται ώς ή διαφορά τών 


Α 



Κ 



Σχ. 589 


ύγκων τού σφαιρικού τομέως, πού παράγεται άπύ την περιστροφήν τού κυ- 
κλικού τομέως ΑΟΒ καί τού όγκου, πού παράγεται άπο την περιστροφήν τού 

2 

τριγώνου ΑΟΒ. Φέρομεν το άπόστημα α καί εχομεν : V = πΚ 2 6 — 

3 

— Ε Α β·α — — πΒ 2 1ι ~-(2παΗ) α = — -πΒ 2 1ΐ πα% = 

2 9 / ΑΉ \ 2 4 

~ π(Η 2 — α 2 )Η — —— π ( _ 2 _ ') ^ ~ “ π ΑΒ 2 Β. ’Άρα 6 ογκος σφαιρι- 
κού δακτυλίου δίδεται άπύ τον τύπον 

V = -ί- π ΑΒ 2 1ι. 

6 


578. Σφαιρικόν τμήμα. Έάν δύο παράλληλα έπίπεδα τέμνουν σφαίραν, 
τό τμήμα αύτής, τό περιλαμβανόμενον μεταξύ τδ>ν έπιπέδων, καλείται σφαι- 
ρικόν τμήμα (σχ. 590). 

'Η άπόστασις ή τών δύο παραλλήλων έπιπέδων καλείται ύψος τού σφαι- 
ρικού τμήματος καί οί κύκλοι κατά τούς οποίους τά έπίπεδα τέμνουν την 
σφαίραν, καλούνται βάσεις αύτοΰ. 

"Ας θεωρήσωμεν διάμετρον ΚΌΛ τής σφαίρας κάθετον επί τάς βάσεις 
τού σφαιρικού τμήματος καί έπίπεδον διερχόμενον διά τής ΚΛ τέμνον τούς 
κύκλους - βάσεις τού σφαιρικού τμήματος εις τά Α, Γ καί Β, Δ άντιστοί- 
χως. Ό όγκος V τού σφαιρικού τμήματος ίσοΰται προς τύ άθροισμα τών ό- 
γκων τού σφαιρικού δακτυλίου ΑΒ άφ’ ένύς καί τού κολούρου κούνου ΑΒΔΓ 
άφ’ ετέρου. Έάν ρ Γ καί ρ 2 είναι αί ακτίνες τών βάσεων τού σφαιρικού τμήματος, 

έ'χομεν : V = -- πΑΒ% +-ί_ π (ρ2 ι ρ χ ρ 2 ρ 2 2 )Κ = — -π ΓΑΒ 2 + 2ρ 2 Χ 
6 3 6 
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4- 2ρ 1 ρ 2 + 2ρ 2 2 ] 1ι. Φέρομεν ΑΕ _1_ ΒΔ => ΑΕ=Η => ΑΒ 2 = Ε 2 + (ρ 2 — Ρι) 2 = 
= Η 2 4- Ρ 2 — 2 Ρι ρ 2 4- Ρ 2 2 κα ' ι ό όγκος μετασχηματίζεται, ώς ακολού- 
θως : V = ~τγ [(Η 2 4 - Ρ 2 ! — 2ρ ιΡ2 4 - Ρ 2 ι) 4- 2ρ 2 1 4- 2 Ρι ρ 2 4- 2ρ 2 2 ] 1ι = 

— π Γΐι 2 4- 3ρ 2 ! 4- 3ρ 2 ο]ΐι = πΐι 3 + π(ρ 2 , 4- Ρ 2 »)Η. ν Αρα ό 0-/κος τού 

6 6 2 

σφαιρικού τμήματος δίδεται άπό τον τύπον ; 

V = -ί πΗ 3 4- 4 π <Ρ 2 ι + Ρ 2 2 ) κ · 

6 2 


579. Μονοβασικόν σφαιρικόν τμήμα. Σφαίρα τεμνομένη υπό επι- 
πέδου διαιρείται είς δύο τμήματα δυνάμενα νά θεωρηθούν σφαιρικά τμήμ'ατα 


Κ 




Σχ. 590 


Σχ. 591 


μέ μίαν βάσιν τήν τομήν άκτΐνος ρ (σχ. 591 ) καί την άλλην μηδενικήν, έξ ού 
καί καλούνται μονοβασικά σφαιρικά τμήματα. Έάν 1ι είναι τό ΰψος ένός έξ 
αυτών, ό όγκος του δίδεται έκ τού τύπου της προηγουμένης παραγράφου, 6 
όποιος μετασχηματίζεται, ώς έξης : 

V = — τγΙι 3 4- " πρ 2 Η 

6 2 


ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

Α'. 

1061. Δίδεται σφαίρα άκτΐνος 8 ογπ. Νά εύρεθή 6 όγκος τοΰ σφαιρικού τομέως τοΰ 
οποίου ή βάσις είναι τόξον 60°, ύ δέ άξων αύτοϋ είναι παράλληλος πρός τήν χορδών τοΰ 
τόξου τούτου. 

1062. Νά εύρεθή ό όγκος τής σφαίρας τής έγγεγραμμένης εις κύβον ακμής α. 

1063. Νά εύρεθή ό όγκος τής σφαίρας τής περιγεγραμμένης περί κύβον άκμής α. 

1064. Ό όγκος μιας σφαίρας ίσοϋται άριθμητικώς πρός τό έμβαδόν μεγίστου κύκλου 
αυτής. Νά εύρεθή ή άκτίς καί ό όγκος τής σφαίρας ταύτης. 

1065. Ποία είναι ή άκτίς τής σφαίρας, τής όποίας ό όγκος ίσοϋται άριθμητικώς πρός 
τό έμβαδόν τής έπιφανείας της : 
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1066. Νά εύρεθη ό όγκος σφαίρας, έγγεγραμμένης εις κύλινδρον άκτϊνος βάσεως Η. 

1067. Νά εύρεθή ό όγκος σφαίρας, έγγεγραμμένης είς κώνον άκτϊνος βάσεως α 
καί ύψους 3α. 

1068. Νά εύρεθη ό όγκος σφαιρικού δακτυλίου, άν ή χορδή τού τόξου τού παράγον- 
τος αυτόν Ισοϋται μέ την πλευράν τού είς τόν μέγιστον κύκλον της σφαίρας άκτινος Η έγ- 
γεγραμμένου τετραγώνου, ό δέ άξων περιστροφής διέρχεται διά τού ένός άκρου της χορδής 
ταύιης. 

1069. Είς σφαίραν άκτινος Κ φέρομεν χορδήν ΑΒ κάθετον είς τό μέσον της άκτινος 
ΟΓ. Νά εύρεθη ό όγκος τού δακτυλίου τού παραγομένου ύπό τού κυκλικού τμήματος τού 
έχοντος χορδήν τήν ΑΒ καί στρεφομένου περί τόν άξονα ΟΠ παράλληλον πρός τήν ΑΒ. 

1070. Νά άποδειχθή δτι ό όγκος σφαιρικού τμήματος μέ μίαν βάσιν ίσοΰται μέ 
1 

πΙι 2 Β — __ - πΐι 3 , ένθα Η είναι ή άκτίς της σφαίρας καί ΐϊ τό ύψος τού σφαιρικού τμήματος. 

1071. Είς σφαίραν άκτϊνος 4 οπί φέρομεν δύο παραλλήλους κύκλους προς τό αύτό 
μέρος τού κέντρου και μέ διαμέτρους τάς πλευράς τού εγγεγραμμένου τετραγώνου καί τού 
εγγεγραμμένου κανονικού εςαγώνου εις μέγιστον κύκλον αυτής. Νά εύρεθη ό όγκος τού 
Γ7 Χ Τ ;!- ( - αΤΙ ·ζ 0 Η' ε νου σφαιρικού. τμήματος καί το εμβαδόν τής σφαιρικής ζώνης αύτοΰ. 

1072. Νά ύπολογισθή ό όγκος τών δύο σφαιρικών τμημάτων, είς τά όποια διαιρείται 

» 3Κ, 

σφαίρα ύπό έπιπέδου άπέχοντος άπό τό κέντρον άπόστασιν ϊσην μέ . 

5 

1073. Ό όγκος σφαιρικού τμήματος ίσοΰται πρός τόν όγκον κυλίνδρου, έχοντος 
ύψος τό αύτό καί βάσιν τήν τομήν τής σφαίρας ή όποια άπέχει έξ ίσου άπό τάς βάσεις τού 
σφαιρικού τμήματος, ήλαττωμένον κατά τό ήμισυ τού όγκου σφαίρας έχούσης διάμετρον 
τό ύψος τού σφαιρικού τμήματος. 

1074. Έάν ν ι είναι ό όγκος σφαίρας, ν 2 ό όγκος τού περιγεγραμμένου κυλίνδρου, 

Υ 3 ό όγκος τού περιγεγραμμένου ισοπλεύρου κώνου, δείξατε ότι : . Έπί- 

4 6 9 

σης νά άποδειχθή ότι διά τής αύτής σχέσεως συνδέονται καί αί έπιφάνειαι Ε ΐ5 Ε 2 . Ε 3 τών 
αύτών στερεών. 

1075. Κυκλικός τομεύς γωνίας 60° καί άκτϊνος ρ στρέφεται περί μίαν τών άκραίων 
άκτίνων του. Νά ύπολογισθή ή έπιφάνεια καί ό όγκος τού παραγομένου στερεού. 

Β'. 

1076. Κύβος άκμής α πληρούται ύπό ίσων σφαιρών διαμέτρου α/ν, V = 1, 2, 3... 
Δείξατε ότι τό άθροισμα τών όγκων τών σφαιρών είναι άνεξάρτητον τού πλήθους των. 

1077. Δίδονται δύο όμόκεντροι κύκλοι καί δύο ίσαι καί παράλληλοι χορδαί αύτών. 
Δείξατε ότι οι σφαιρικοί δακτύλιοι, πού παράγονται άπό τά δύο κυκλικά τμήματα, όταν 
ταΰτα στραφούν περί μίαν διάμετρον, είναι ισοδύναμοι. 

1078. Κωνικόν δοχεΐον ισοπλεύρου κώνου πληρούται δι’ ύγρού μέχρις ύψους 5 ΟΠ1. 
Εντός αύτοΰ βυθίζεται σφαίρα άκτϊνος 1 ογπ. Νά ύπολογισθή ή άνύψωσις τής έλευθέρας 
έπιφανείας τού ύγρού. Επίσης νά ύπολογισθή πόσος θά έπρεπε νά ήτο ό όγκος τού περιε- 
χομένου είς τό δοχειον ύγρού, ώστε ή βυθιζομένη είς αύτό σφαίρα νά έφάπτεται τής έλευθέ- 
ρας έπιφανείας τού ύγρού. 

1079. Δύο σφαΐραι (Κ, 3α) καί (Λ, 4α) έχουν διάκεντρον ΚΑ — 5α. Νά ύπολογισθή 
ό όγκος τού κοινού μέρους των. 

1080. Δείξατε ότι ή έπιφάνεια σφαίρας πρός τήν όλικήν έπιφάνειαν τού περιγεγραμ- 
μένου περί αύτήν Ισοπλεύρου κώνου έχει λόγον 4/9. Τόν αύτόν λόγον έχουν καί οι όγκοι 
τών δύο στερεών. 
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1081. Δείξατε βτι ή έπιφάνεια σφαίρας πρός την επιφάνειαν του περιγεγραμμένου 
περί αυτήν κυλίνδρου έχουν λόγον 2/3. Τόν αυτόν λόγον έχουν καί οί όγκοι των δύο στερεών. 

1082. Σφαίρα (Ο, Η) τέμνεται δι’ έπιπέδου. Έάν τδ έμβαδδν της τομής ΐσοϋται 
πρδς τήν διαφοράν των έμβαδών των δύο σχηματιζομένων μονοβασικών ζωνών, νά εύρεθή 
ή άπόστασις τοϋ έπιπέδου τομής από τό κέντρον τής σφαίρας. 

ΣΦΑΙΡΙΚΑ ΠΟΑΥΓΩΝΑ 

580. * Ορισμοί. Σφαιρικόν πολύγωνον καλείται εν τμήμα σφαιρικής 
έπιφανείας, περατούμενον είς κυκλικό τόξα μεγίστων κύκλων τής σφαίρας, 
τά όποία νοούνται δχι μεγαλύτερα ήμικυκλίου (σχ. 592). 

Τά κυκλικά τόξα, είς τά όποια περατοΰται £ν σφαιρικόν πολύγωνον, 




Σχ. 592 


Σχ. 593 


καλούνται πλευραι του σφαιρικού πολυγώνου καί τά κοινά σημεία των πλευ- 
ρών καλούνται κορυφαί αύτού. 

Διαγώνιος σφαιρικού πολυγώνου καλείται τό έ'λασσον κυκλικόν τόξον 

μεγίστου κύκλου (π.χ. ΑΓ), τό όποιον περατοΰται εις δύο κορυφάς τού σφαι- 
ρικού πολυγώνου, αί όποΐαι δέν άνήκουν είς τήν αύτήν πλευράν. 

Γωνία δύο διαδοχικών πλευρών ΑΒ καί ΑΔ σφαιρικού πολυγώνου κα- 
λεΐται ή γωνία χΑγ τών δύο έφαπτομένων ήμιευθειών, τών όμορρόπων προς 
τά τόξα ΑΒ καί ΑΔ (σχ. 592). 'Η γωνία αύτη, ή όποία συμβολίζεται καί ώς 

γωνία Α τού σφαιρικού πολυγώνου ή καί ώς ΒΑΔ, ίσοΰται πρός τήν δίεδρον 
γωνίαν τήν όποιαν σχηματίζουν τά επίπεδα τών μεγίστων κύκλων τών τόξων 

ΑΒ καί ΑΔ. 

Τό άπλούστερον τών σφαιρικών πολυγώνων είναι τό σφαιρικόν δίγωνον, 
τό όποιον ταυτίζεται μέ σφαιρικήν άτρακτον (§ 573). 

581 . Σφαιρικόν τρίγωνον . Τά κύρια στοιχεία ένός σφαιρικού τριγώνου 
ΑΒΓ (σχ. 593) είναι αί τρεις πλευραί του ΑΒ, ΒΓ, ΓΑ καί αί τρεις γωνίαι 
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όπου Κ τό κέντρον τής σφαίρας. 

Είς τά σφαιρικά τρίγωνα διακρίνομεν ώς δευτερεύοντα στοιχεία υψη, 
διαμέσους, διχοτόμους, τά όποια είναι κυκλικά τόξα μεγίστων κύκλων, καθο- 
ριζόμενα άντιστοίχως, όπως καί είς τά έπίπεδα τρίγωνα. Επίσης διακρίνομεν 
ακτίνας του περιγεγραμμένου καί έγγεγραμμένου κύκλου. 

Οί χαρακτηρισμοί Ισοσκελές καί ισόπλευρον τρίγωνον μεταφέρονται καί 
είς τά σφαιρικά τρίγωνα, μέ έννοιαν την αύτήν των έπιπέδων τριγώνων. 

Συμμετρικόν τρίγωνον Α'Β'Γ' του σφαιρικού τριγώνου ΑΒΓ καλείται 
τό συμμετρικόν αύτοΰ ώς προς τό κέντρον Κ τής σφαίρας. Αυτό είναι σφαιρικόν 
τρίγωνον τής αύτής σφαίρας. 

Είς κάθε σφαιρικόν τρίγωνον ΑΒΓ αντιστοιχεί μία τρίεδρος στερεά 
γωνία Κ.ΑΒΓ, τής οποίας αί δίεδροι γωνίαι είναι ίσαι κατά μέτρον μέ τάς 


γωνίας του σφαιρικού τριγοόνου. Έξ αύτοΰ έπεται ότι διά τάς γωνίας Α, Β, Γ 
ενός σφαιρικού τριγώνου ισχύουν αί γνωσταί σχέσεις των δίεδρων γωνιών 


μιας τριέδρου στερεάς γωνίας, ήτοι : 2 1 · < Α+ Β-{~ Γ < 6 1 - καί Α+ 2 1 - >Β-ΓΓ, 
Β + 2«->Α+ί\ Γ+2»->Α4-Βΐ 


Τόνίζομεν ιδιαιτέρως ότι ώς έπεται από την πρώτην των προηγουμένων 
σχέσεων, τό άθροισμα των γωνιών σφαιρικού τριγώνου δέν είναι σταθερόν 
καί μάλιστα υπερβαίνει τάς δύο όρθάς κατά γωνίαν μικροτέραν τών 4 1 *, ή 
οποία καλείται σφαιρική ύπεροχή. 

Έν σφαιρικόν τρίγωνον καλείται όρθογώνιον ή μονορθογώνιον, δισορ- 
θογώνιον, τρισορθογώνιον, εάν έ'χη άντιστοίχως μίαν ορθήν γωνίαν, δύο ή 
τρεις. 

Εύκόλως διαπιστοΰται ότι, διά κάθε σφαιρικόν τρίγωνον, ή κάθε πλευρά 
είναι μικροτέρα του αθροίσματος καί μεγαλυτέρα τής άπολύτου διαφοράς 


τών δύο άλλων πλευρών, ήτοι είναι | ΑΓ — ΒΓ | < ΑΒ < ΑΓ + ΒΓ, σχέσεις 
άντίστοιχοι προς έκείνας, πού ισχύουν διά τάς 
έδρας (επιπέδους γωνίας) τών τριέδρων στερεών 
γωνιών. 

Ίσότης. Τά τέσσαρα θεωρήματα, πού ά- 
ναφέρονται είς την ισότητα τών τριέδρων στε- 
ρεών γωνιών (§ 485 έως 488), μεταφέρονται 
καί διά τήν ισότητα τών σφαιρικών τριγώνων 
καί συνοψίζονται είς τήν ακόλουθον πρότασιν : 

Δύο σφαιρικά τρίγωνα είναι ίσα, έάν άνή- 
κουν είς ϊσας σφαίρας καί είς αότά άντιστοι- 
χοϋν ΐσαι έπίκεντροι στερεαί γωνίαι. 

582. Πολικά σφαιρικά τρίγωνα. Είς κάθε σφαιρικόν τρίγωνον καθορίζεται 
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διαδικώς £ν άλλο σφαιρικόν τρίγωνον Α'Β'Γ' τής ιδίας σφαίρας, καλούμε- 
νον πολικόν τρίγωνον του ΑΒΓ τοιοϋτον ώστε αί άντιστοιχοΰσαι εις τα δύο 
τρίγωνα τρίεδροι γωνίαι Κ.ΑΒΓ καί Κ. Α'ΒΤ' νά είναι παραπληρωματίκαί 
(σχ. 594). Διά τά δύο τρίγωνα ισχύουν αί γνωσταί σχέσεις των παραπληρω- 

ΑΑ /\ XX XX 

ματικών τριέδρων στερεών γωνιών, ήτοι, έάν Α, Β, Γ, α, β, γ καί Α', Β', Γ', 
α', β', γ' είναι τά εξ κύρια στοιχεία τών δυο τρίγωνων αντιστοίχως, τότε : 
Α +7 = Β' + ?' =Γ“ Η-ν =2ΐ-καίΐ + Α' =7 + ^ =7 +7' ==2»·. 


ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

1083. Έάν ή μία κάθετος πλευρά ένός μονορθογωνίου σφαιρικού τριγώνου είναι 
ορθή, τότε τό σφαιρικόν τοϋτο τρίγωνον είναι δισορθογώνιον. 

1084. Έάν αί δύο κάθετοι πλευραί ένός μονορθογωνίου σφαιρικού τριγώνου είναι 
όρθαί, τότε τό σφαιρικόν τοϋτο τρίγωνον είναι τρισορθογώνιον. 

1085. Έάν αί δύο κάθετοι πλευραί ένός μονορθογωνίου σφαιρικού τριγώνου είναι 
μικρότεραι τών 90°, τότε καί ή υποτείνουσα αύτοϋ θά είναι μικροτέρα τών 90°. 

1086. Έάν αί δύο κάθετοι πλευραί ένός μονορθογωνίου σφαιρικού τριγώνου είναι 
μεγαλύτεραι τών 90°, τότε ή υποτείνουσα αύτοΰ είναι μικροτέρα τών 90°. 

1087. Έάν μία κάθετος πλευρά ένός μονορθογωνίου σφαιρικού τριγώνου είναι 
μικροτέρα τών 90° καί ή άλλη μεγαλυτέρα τών 90°, τότε ή υποτείνουσα αύτοϋ είναι μεγα- 
λυτέρα τών 90°. 



Τα άντίτυττα τοΰ βιβλίου φέρουν τό κάτωθι βιβλιόσημου, εις άττόδειξιν τής 
γυησιότητος αυτών. 

Αντίτυπου στερούμενου τοΰ βιβλιοσήμου τούτου θεωρείται κλεψίτυπον. Ό 
διαθέτωυ, ττωλών ή χρησιμοττοιώυ αύτό διώκεται κατά τάς διατάξεις τοΰ άρ- 
θρου 7 τοΰ Νόμου 1129 τής 15/21 Μαρτίου 1946 (Έφ. Κυβ. 1946, Α' 108). 
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